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11 Gleichungssysteme

Beispiel: Fiir welche Werte von x und y sind beide der folgenden Gleichungen wahr?

x+y=60 (Gl)
xr—y=40 (G2)

11.1 Losungsmethoden
Es gibt verschiedene Losungsmethoden fiir Gleichungssysteme. Einige sind universell, andere funktionieren nur
fiir lineare Gleichungssysteme (d.h. Polynome ersten Grades).
11.1.1 Universelle Losungsmethode: Auflésen und Einsetzen
o FEine Gleichung nach einer Variablen auflésen.
o Resultat in alle anderen Gleichungen einsetzen (und damit eine Variable eliminieren).
e Man 16st das neue Gleichungssystem, das eine Variable und eine Gleichung weniger hat.

e Am Schluss setzt man die Losungen «riickwérts» ein.

Diese Methode ist universell, ist aber manchmal etwas umstédndlich. Es lohnt sich, die jeweils «einfachste»
Gleichung nach der «einfachsten» Variablen aufzulésen.

2r+ y— z=0 (Gy)
Beispiel: r+3y+2z=5 (G2) ™
—2rx+4y+42=2 (Gs)

Aus dieser Losungmethode folgert man, dass es genau so viele Gleichungen wie Unbekannte braucht: In jedem
Schritt wird eine Unbekannte eliminiert und man erhilt ein System mit einer Gleichung weniger.

— Merke

Damit ein Gleichungssystem tiberhaupt eine eindeutige Losung haben kann, braucht es gleich viele Glei-
chungen wie Unbekannte. Aber auch in diesem Fall ist es moglich, dass das System keine oder unendlich
viele Losungen hat.

— Merke

Der TR kann auch Gleichungssysteme l6sen. Dazu werden die Gleichungen mit and verkniipft und die Liste
der Variablen zwischen {} geschrieben. Beispiel:
solve(x+y=60 and x-y=40, {x,y})
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11.1.2 Linearkombination von Gleichungen

Addiert (bzw. subtrahiert) man zwei Gleichungen (oder Vielfache davon) eines Systems (voneinander), erhélt
man eine neue Gleichung, die von den Losungen ebenfalls erfiillt wird.
Das ist besonders dann niitzlich, wenn dabei eine Variable eliminiert wird.

20+ y— 2=0 (Gy)
Beispiel: r+3y+2z=5 (Ga) &
—2rx+4y+42=2 (Gs)

Der Vorteil dieser Methode ist, dass die zu l6senden Gleichungen meist einfacher sind. Der Nachteil ist, dass
diese Methode nur bei linearen Gleichungen immer funktioniert.

Achtung: Wendet man diese Methode zur Variablenelimination bei 4 oder mehr Gleichungen an, muss darauf
geachtet werden, dass aus jeweils n Gleichungen hochstens n — 1 neue Gleichungen erzeugt werden. Z.B. wenn
die Gleichungen (G1) mit (G2) und (Gz2) mit (G3) kombiniert wurde, darf nicht auch noch (Gp) mit (Gs)
kombiniert werden.

11.2 Unterbestimmte Gleichungssysteme

Beispiel: Bestimmen Sie alle moglichen Losungen von folgendem unterbestimmten Gleichungssystem. Finden
Sie eine geometrische Interpretation der Losungen:

x+2y=4 (Gy)

Lost man ein unterbestimmtes Gleichungssystem durch Auflésen und Einsetzen, erhalt man am Schluss eine
Gleichung mit mehr als einer Variablen. Nach einer kann aufgeldst werden, alle restlichen koénnen frei gewéhlt
werden (im Definitionsbereich der entsprechenden Funktion). Geometrisch ergibt sich dann eine eventuell mehr-
dimensionale Punktemenge:

Anzahl Variablen Anzahl Gleichungen Allgemeine Losungsmenge
2 1 Gerade (bzw. Kurve) in der Ebene
Ebene (bzw. Fliche) im Raum
Gerade (bzw. Kurve) im Raum
Ebene (bzw. Fliache) im 4-dimensionalen Raum
Gerade (bzw. Kurve) im 4-dimensionalen Raum

o W w
W NN

11.3 Spezialfille von Gleichungssystemen

e —3y=2 (Gy)
—8z + 6y =1 (GQ)

—4dx — 10y =38 (Gl)

Beispiel 2:
P { 6r+15y=—12  (Ga)

Beispiel 1: {

Zeichnen Sie jeweils die beiden Losungsmengen von (G1) und (G2) in einem Koordinatensystem (am besten auf
die Riickseite dieses Blatts).
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11.3.1 Lineare Gleichungssysteme mit 2 Variablen

Die Losung einer einzelnen Gleichung entspricht den Koordinaten aller Punkte auf einer Geraden. Die Losung
des Systems entspricht dem Schnittpunkt der Geraden. Es gibt somit 3 Félle:

Fall 1: &
Fall 2: &
Fall 3: &

11.3.2 Lineare Gleichungssyteme mit 3 Variablen

Die Losung einer einzelnen Gleichung entspricht den Koordinaten aller Punkte einer Ebene im Raum. Im Allge-
meinen schneiden sich zwei Ebenen in einer Geraden (Heftriicken!). Fiir den Schnittpunkt dreier Ebenen ergeben
sich folgende Félle:

ASN

R Aufgabe 197

—3z + 8y =26 (Gh) b) —x+ 10y = —-61 (Gy) Tx — 10y =-36 (G)
c
-9z — 8y =-50 (G2) —6z — y =061 (Gs) —10z =-20 (Gb)
d) —3r— y=-T7 (Gh) ) —10x 4+ 6y = =70  (Gy) ) —6z =30 (Gy)
6r—2=—14 (Gb) ) “2r =—20 (G e+ 10y=25 (Ga)
R Aufgabe 198
—10z —4y — 52 = -85 (Gy) —8r— y+62=-58 (Gy)
a) 3z —5y+9z2=-74 (G2) b) 3z + 10y — 2z =99 (Ga)
Ty +92 =25 (Gs) —r— 2y—2z=-25 (Gs)
—2x—8y—92=26 (G1) —2y— 8z=-48 (G)
c) —3y+92=>54 (Ga2) d) {8x+6y+ z=69 (Ga2)
T+ Ty =-21 (Gs) x+2y+ 10z = 63 (G3)

® Aufgabe 199

—5a— 2b+6c—10d=10  (Gy) — b+10c+7d=—130 (G)

4 ) 10a+10b—3c+ 3d=50  (Ga) ) —~Ta—Tb— Tc—8d=10 (Ga)
— ¢— 9d=50  (Gs) 10a + 3b +3d =50 (Gs)

8a— 4b  + 2d=-30 (Gy) —9a—9b—10c+4d = —125  (G4)
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R Aufgabe 200

—a— b+ 6c+10d — 6e = —55 (Gh) 6a + 5b — 3¢ — 3d + 3e = 12 (Gh)
3b—5c+ 8d+ 10e = 81 (G2) 8a—3b—Tc+8d+5e=—44 (Ga)

a) ¢ —2a— b+8c+ 4d+ 10e=—6 (G3) b) ¢ —8a—5b— ¢+3d— e=16 (G3)
—4da+ Tb—Tc— Td+ Te=10 (Gq) —5a — 2b+ 8¢ —2e=-34 (Gy)
10a +10b4+9c+ 4d— 2e=-173 (G5) —8a —4c—Td—9e =124 (G5)
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R Aufgabe 201

4 _
) =+ =9 b) { xy = -1
a 2 1 1 23
1; = — ; 2r + BT = I3
¢) Losen Sie nach x und y auf: d) Losen Sie nach x und y auf:
ar+y =a+2 (a—Dz+(a+ 1)y :aQT
0w —y =-1 %
(a+Dz+(a+1)y = et
R‘Aufgabe 202 Folgende Aufgaben sind aus Algebra 1 S. 181-186

Hinweis: Notieren Sie zuerst immer Thre Unbekannten, mit Angabe der Masseinheit. Bei den Gleichungen,
notieren Sie sich jeweils, was Sie in welcher Masseinheit ausrechnen.

a) A108 S. 183
Ein Goldschmied besitzt zwei Sorten Gold. Legiert er 50 g der ersten Sorte mit 100 g der zweiten, so erhélt
er 14-karétiges Gold. Wenn er zu dieser Legierung noch 150 g der ersten Sorte hinzufiigt, so wird die neue
Legierung 16-karédtig. Welchen Goldgehalt besitzt jede Sorte?
Hinweis: 24 Karat entspricht reinem Gold.

b) A114 S. 184
Herr Merz fahrt in 48 min auf einer Autostrasse von A nach D und in 55 min zuriick. Das Teilstiick BC
ist in beiden Richtungen nur mit 40 km/h befahrbar, im Ubrigen kann Herr Merz auf der Hin- und der
Riickfahrt eine mittlere Geschwindigkeit von 90 km/h bzw. 70 km/h einhalten. Wie lang sind AD und
BC?

¢) A118 8. 184
Von zwei Eisenbahnstationen, deren Entfernung d Meter betrégt, gehen gleichzeitig zwei Ziige ab, jeder
mit konstanter Geschwindigkeit.Wenn sie einander entgegenfahren, treffen sie sich nach a Minuten, wenn
sie aber in derselben Richtung fahren, nach b Minuten. Wie viele Meter legt jeder Zug pro Minute zuriick?
Losen Sie mit a =4, b=20, d=8600.

d) Losen Sie Aufgabe c) allgemein. Das Resultat ist eine Formel, die a, b und d enthdlt.

e) 122 S. 184
Zwei Zuleitungen fiillen zusammen ein Geféss, wenn die erste 6 h lang gedffnet ist und die zweite 4 h lang.
Verwechselt man die Offnungzeiten, so liuft ein Sechstel des Gefissinhaltes iiber. Welchen Bruchteil des
Geféassinhaltes liefert jede Leitung pro Stunde? In wie vielen Stunden wird das Geféss durch jede Leitung
einzeln gefiillt, in wie vielen durch beide zusammen?

R Aufgabe 203 Gegeben sind 3 Punkte A = (=2,—1), B = (0,2) und C = (2,1). Gesucht sind die
Koeffizienten a, b, ¢ einer quadratischen Funktion f(z) = az? + bx + ¢ so, dass der Graph von f durch die drei
Punkte A, B, C geht. Wenn Sie die Funktion bestimmt haben, skizzieren Sie deren Graphen.

R Aufgabe 204 Es soll eine Notenskala bestimmt werden, so dass 0 Punkte die Note 1, 10 Punkte die
Note 4 und 20 Punkte die Note 6 ergeben. Begriinden Sie, warum diese Notenskala nicht eine lineare Funktion
sein kann. Finden Sie die quadratische Funktion f(z) = az? + bx + ¢, die ein solche Skala ergibt. Zeichnen Sie
dann den Graphen dieser Funktion.
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11.4 Lo6sungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben koénnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbereitung
gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und oder die Theorie in einen grosseren
Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 197 cx-iincare-gleichungssysteme-2var

a) y eliminieren: (Gy) + (G2): —12z=-24 & z=2.
Eingesetzt in (G1): —-64+8y=26 < 8y=32 & y=4.

Ein anderer Losungsweg besteht darin, eine Gleichung nach einer Variablen aufzulsen, z.B. (G1) nach x

auflésen: © = - (8y — 26). Eingesetzt in (Gy):

—9-%(83/—26)—83/: —50 & —24y+4+78-8y=-50 & —-32y=-128 & y=4

Und damit z = +-(32 — 26) = 2.

b) y eliminieren: (G1) +10(G3): —x—60z =—-614+610 < —6lx=—-61(1—-10) < x=-9
Eingesetzt in (G2): —6-(—9) —y=61 << 5bd=614+y & y=-7

Ein anderer Losungsweg besteht darin, z.B. (G2) nach y aufzulésen und in (G1) einzusetzen:
(G2): y= —6x — 61, eingesetzt in (Gy):

—x +10(—6z —61) = —-61 < —6lr—610=-61 < -—-2zx—-10=-1 < z=-9
Und damit y =y = —6-(—9) — 61 =54 — 61 = —7.

d) Elimination von z: 2(G1) — (G2) : 0= 0. D.h. man kann y € R beliebig wihlen. z ergibt sich aus dieser
Wahl wenn man z.B. (G;) nach z auflost: x = =4

3
e) =10, y=5
f) =-5 y=0
R Losung zu Aufgabe 198 ccimecare-gleichungasysteme-svar
a) x=7, y=10, z=-5 b) x=7, y=8, z=1
c) x=3, y=-6, z=4 d) x=5, y=4, z=5
R Losung zu Aufgabe 199 cx-iincare-gloichungssysteme-dvar
a) a=0, b=5, c¢=-5, d=-5 b) a=5, b=10, c¢=-5, d=-10
R Losung zu Aufgabe 200 cx-tincare-gleichungssysteme-5var
a) a=1, b=-10, c¢=-9, d=2, e=5H b) a=-4, b=3, c¢=-7, d=-4, e=A4
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R Losung zu Aufgabe 201 cx-lincare-gleichungssysteme-mit-umformungen-und-bruechen

-

sy =8
V) & __+
x Yy
1 =2z+2y

{ 6y = —13x

|- (z+y)

|- zy
(G1)
(G2)

2

13

=8(x +

1
3

(G1) nach y aufgelost: y = ——2-z (G}). Eingesetzt in (G1):

Eingesetzt in (G}): y

Losung: x = f%, Y=

zy =-—1
b
Nt -2

23

1
2t - =gy

In (G}) eingesetzt: y = —

Losung: x = ,

42

0) { ar+y =a+2

alr—y =-1

r(a+a®)=a+1

£4y_

Eingesetzt in (G1): a- - +y=a+2

Losung: = = %, y=a+1.

Q) { (a—Dx+ (a+
(a+ Dz + (a+

1
1

(G}). Eingesetzt in (Gs):

1—2x—|—2~<—x>
6 13
1= g —2
37 3"
1:—155
3
=2
e S
13
4
(G) (G1) nach y aufgelést 1
1) nach y aufgelost: y = ——-
(G2)
& 2fc—x:% & x—%
__ 42
23 -
— _ 42
23
(G1) Iminieren: (G1) + (Ga): ax +a’r =a+2-1 &
(Ga) y elminieren: (G 9): ar +a*r =a
atad) & o—-sth e
& y=a+1
= (Gh)
+1 ' y eliminieren: (G1) — (G3):
= e (Gh)
2 2a
(a—1Dz—(a+1)z= PR —
2
1) —(a+1) = -
ola=1) = (a+ 1) =~ e
2(a—1) 2a
1-a-1)= -
Ho-l=e- D=7 a1 @iDa-1)
2(a—1)—2a
9y T ) et
z-(=2) (a+1)(a—1)
_ 1
T (a+1)(a—1)

Eingesetzt in (G1): (a—1)- m +(a+1)y =

_ 1
Y= @7

5 e 1 _
Losung: ¢ = ——,y =

1
(a+1)? -

a+1

=

— Tat1l a<1H |:(a’+1)
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R Losung zu Aufgabe 202 cx-textautzaben

a) Festlegen der Unbekannten (inkl. Masseinheit!):

Goldgehalt Sorte 1: x [karat], Goldgehalt Sorte 2: y [karat].

Vergleichen wird jeweils die Masse in Gramm an reinem Gold:
50 - - +100- 4 = 43 -150 Mischung 1
(50 +150) - 45 +100- 24~ = 55 -300 Mischung 2

Losung: z = 18, y = 12.
Antwort: Die erste Sorte ist 18-karétig, die zweite ist 12-karétig.

b) Festlegen der Unbekannten (inkl. Masseinheit!):

Strecke AD: z [km)], Strecke BC: y [km)]

Berechnet wird jeweils die benttigte Zeit in Stunden , also Strecke geteilt durch Geschwindigkeit:

-y Yy _ 48 ;
{ 50~ T 400 = oo Hinweg
Yy Yy _ 55 i
=~ T 20~ = 4o Riickweg
.. 629 _ 47
Losung: z = 25—, y = 5~

Antwort: Die ganze Strecke ist ungefahr 52.4 km lang, das Teilstiick etwa 15.7 km.

Festlegen der Unbekannten (inkl. Masseinheit!):
Geschwindigkeit Zug 1: z [m/min], Geschwindigkeit Zug 2: y [m/min].

Variante 1: Man betrachtet die Strecken, die die Ziige zuriicklegen. Im ersten Fall legen Sie zusammen
die Distanz d der Bahnhofe zuriick. Im zweiten Falle betragt die Differenz der Strecken die Distanz d der
Bahnhofe:

4z +4y =8600 Fall 1: Summe der Strecken [m]
20z — 20y = 8600 Fall 2: Differenz der Strecken [m]
Variante 2: Man kann die Situation relativ zu einem der beiden Ziige zu betrachten. D.h. dessen Ge-

schwindigkeit ist dann Null, die eigene Geschwindigkeit wird zur Geschwindigkeit des anderen Zuges
addiert (bzw. davon subtrahiert).

Verglichen wird die benétigte Zeit in min (Strecke durch relative Geschwindigkeit):

T4y

8600 — 90  Gleiche Richtung

{ 8600 — 4  Entgegengesetzte Richtung
z—y

Losung: z = 1290, y = 860

Antwort: Der erste Zug legt 1290 m/min zuriick, der zweite 860 m/min.
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d) Variante 1:

axr +ay =d Entgegengesetzte Richtung
br —by =d Gleiche Richtung

Variante 2:
xiy =a Entgegengesetzte Richtung
;L =b Gleiche Richtung
.. d(a+b d(b—a
Losung: = = 7(2:;, ) Y = (2ab )

e) Festlegen der Unbekannten (inkl. Masseinheit!):
Fiilleistung Zuleitung 1: x [Gefisse pro Stunde], Fiilleistung Zuleitung 2: y [Gefisse pro Stunde]

Berechnet werden die Fiillmengen (Leistung mal Zeit):

{ 6r+4y =1 korrekte Einstellung

dr + 6y = % falsche Einstellung

S g o— L _ .3
Losung: © = 55, y = -5

1
15

Antwort: Die erste Zuleitung liefert des Gefassinhaltes, die zweite liefert % des Inhaltes pro Stunde.

Die erste Zuleitung benotigt 1}5 = 15 h, die zweite Téo = 230 = 6 h 40 min um das Geféss alleine zu
fillen.

Zusammen leisten die Zuleitungen 1—15 + 2—30 = % Gefésse pro Stunde. Also eine Fiillzeit von ? =
% ~ 4.62 h, bzw. 4 h 37 min.

*Lﬁsung zu Aufgabe 203 ex-parabel-durch-punkte
Setzt man die z-Koordinate eines Punktes in f ein, muss dessen y-Koordinate herauskommen. Wir haben also
folgendes Gleichungssystem fiir a, b und c:

f(=2) =—-1 Punkt A da—-2b+c =-1 (Gy)
f(0) =2 Punkt B c =2 (Gy)
f(2) =1 Punkt C da+2b+c =1 (Gs)

(G3) ist schon nach ¢ aufgelost, also einsetzen in (G1) und (Gs):

la—26+2 =-1 (&) la—2b =-3 (&)
da+2b6+2 =1 (G da+2b =-1 (G
Die Unbekannte b wird eliminiert: (G) + (G%):
1
=4 -
8a & a 5

Eingesetzt in (G}): .

Und damit ist die gesuchte Funktion f(z) = -4 2%+ 4 -+ 2.
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—4
Der Graph ist wie folgt: -3 —2 -1 0 1 2 3

%Lﬁsung Zzu Aufgabe 204 ex-quadratische-notenskala

Die Punkte (0,1), (10,4), und (20,6) liegen nicht auf einer Geraden. Dies kann man belegen, indem man z.B.

die Steigung der zwischen den Punkten berechnet: % #* %.

Wir kennen wieder fiir drei Argumente (0, 10 und 20) die Funktionswerte (1, 4 und 6). Wir erhalten also

folgendes System:

f(0) =1 Punkt (0,1) c =1 (Gy)

f(10) =4 Punkt (10,4) 100a +10b+c¢ =4 (G2)

£(20) =6 Punkt (20,4) 400a+20b+¢ =6 (Gs)
(G1) ist bereits nach ¢ aufgelost. Eingesetzt in (G2), (G3):

100a + 106 =3 (G5)
400a +200 =5 (G%)
b eliminieren: 2(G4) — (G5):  —200a=1 < a= ——-. Eingesetzt in (G5):
1 7 7
2+0b3<:> 0b 5 & b 20
Und damit ist die Notenfunktion f(z) = —5t5-2? + -5 + 1. Der Graph sieht wie folgt aus:
6 ——
Iy
5
—T
4 —T |
_—
3 —
[ L]
2
1

1
0

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

N
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