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23 Statistik

Ziel dieses Kapitels ist es eine Intuition fiir grundlegende statistische Begriffe und deren Eigenschaften zu bilden.
Sie sollen begreifen, dass jede Messung und damit jede Statistik grundséatzlich ungenau ist. Die Ungenauigkeit
einer Messung kann ebenfalls abgeschétzt werden und muss angegeben werden.

Statistik «ist die Lehre von Methoden zum Umgang mit quantitativen Informationen» (Daten). Sie
ist eine Moglichkeit, «eine systematische Verbindung zwischen Erfahrung (Empirie) und Theorie her-
zustellen».! Unter Statistik versteht man die Zusammenfassung bestimmter Methoden zur Analyse
empirischer Daten. [...] Die Statistik wird als Hilfswissenschaft von allen empirischen Disziplinen
und Naturwissenschaften verwendet, wie zum Beispiel der Medizin (Medizinische Statistik), der Psy-
chologie (Psychometrie), der Politologie, der Soziologie, der Wirtschaftswissenschaft (Okonometrie),
der Biologie (Biometrie), der Chemie (Chemometrie) und der Physik. Die Statistik stellt somit die
theoretische Grundlage aller empirischen Forschung dar. Da die Menge an Daten in allen Diszipli-
nen rasant zunimmt, gewinnt auch die Statistik und die aus ihr abgeleitete Analyse dieser Daten an
Bedeutung. Andererseits ist die Statistik ein Teilgebiet der reinen Mathematik.

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Statistik, 18. Oktober 2018

# Aufgabe 455 Man findet manchmal Werbungen fiir Anlagefonds, die sich damit briisten, in den letzten
fiinf Jahren immer besser als der Bérsendurchschnitt gewirtschaftet zu haben, im Gegensatz zu anderen Fonds.

Wir wollen Anlagefonds mit Miinzwiirfen nachstellen. Zahl heisst jeweils «der Fonds erwirtschaftet mehr Gewinn
als der Borsendurchschnitt», Kopf heisst «weniger».

Nehmen Sie zwei Miinzen und werfen Sie jede fiinf mal. Notieren Sie sich, wie viel mal Sie «Zahl» geworfen
haben. Wer hat die «beste» Miinze?

Diskutieren Sie das Resultat und den Zusammenhang mit obiger Werbung fiir Anlagefonds.
# Aufgabe 456 Eine Miinze wird 50 mal geworfen und die Anzahl Wiirfe mit «Zahl» gezahlt.

a) Wie viel mal «Zally arten Sie durchschnittlich?

b) Fithren Sie defr Versuch mindestens einmal durch und notieren Sie an die Wandtafel, wieviel mal Sie
«Zahl» geworfen haben. Notieren Sie daneben auch die prozentuale Abweichung vom erwarteten Wert.

c¢) Kopieren Sie alle Resultate von der Wandtafel in Thr Heft und berechnen Sie folgende Grossen: Total
der Anzahl Wiirfe, total der Wiirfe mit «Zahly, die erwartete Anzahl Wirfe «Zahl» und die prozentuale
Abweichung davon.

d) Machen Sie eine Grafik, aus der ersichtlich ist, welche Anzahl «Zahlwiirfe» wie viel mal vorgekommen ist.

s# Aufgabe 457 Mit einer Miinze kann ein zufilliges Ergebnis Kopf/Zahl erzeugt werden. Das kann dann
als Ja/Nein, 0/1 oder z.B. als eine der beiden Mannschaften interpretiert werden, die das Anspiel erhélt.

a) Geben Sie eine Methode an, wie eine natiirliche Zahl zwischen 0 und 3 (inklusive) mit wiederholten
Miinzwiirfen erzeugt werden kann.

b) Suchen Sie in der Klasse Personen, die in a) die gleiche Methode wie Sie vorgeschlagen haben. Uberpriifen
Sie dann durch mehrmaliges Wiederholen der Methode, ob alle Zahlen auch in etwa gleich haufig erzeugt
werden. Tragen Sie dazu Ihre Resultate zusammen und zeichnen Sie die Haufigkeiten grafisch auf.

¢) Erkliren Sie die gemessenen Haufigkeiten.

d) Schlagen Sie eine Methode mit wiederholten Miinzwiirfen vor fiir die Erzeugung zufilliger natiirlicher
Zahlen von 0 bis und mit 15. Alle Zahlen sollen mit gleicher Wahrscheinlichkeit erzeugt werden.

@Schlagen Sie eine Methode vor fiir die gleichwahrscheinliche zufillige Erzeugung der natiirlichen Zahlen

von 0 bis und mit 2. 3 %&(M Ct/m

1Horst Rinne (2008): Taschenbuch der Statistik. (4. Auflage), Harri Deutsch Verlag, Frankfurt am Main, S. 1
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R Aufgabe 458 Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit einen «Joland zu pullen», d.h. bei 50 Miinzwirfen
genau 4 mal «Zahl» zu werfen?

Grundidee: Wirft man eine Miinze 50 mal, kann das Resultat mit Nullen und Einsen aufgeschrieben werden
(0 ist «Kopfw, 1 ist «Zahl»). Man erhilt also ein «Wort» mit 50 Zeichen.

Jedes dieser Worter erhélt man mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Es gibt genau ein Wort mit 0 Einsen, 50 Woérter
mit genau einer Eins und noch viel mehr Worter mit mehr Einsen.

Die erste Frage, die wir beantworten wollen, ist die Frage, wie viele Worter der Lange 50 es iiberhaupt gibt.

Danach zéhlen wir, wie viele Worter es gibt mit Lange 50 mit genau vier Einsen. Der Quotient der beiden
Zahlen ergibt die Wahrscheinlichkeit.

Gesamte Anzahl Worter mit Linge 50 Fir die gesamte Anzahl Worter mit Linge 50 betrachten wir erst
einmal Worter der Lénge 1, 2, usw.

Linge Anzahl Systematische Aufzihlung aller Worter
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Anzahl Worter mit Linge 50 mit genau vier Einsen Um die Anzahl zu zdhlen, fragen wir uns, auf wie
viele Arten kénnen solche Worter gebildet werden. Wir stellen uns dazu 50 Stellen mit Nullen gefiillt vor. Dann
platzieren wir vier Einsen.

Fiir die Platzierung der ersten Eins haben wir 50 Moglichkeiten. Fiir die zweite Eins haben wir noch 49
Méglichkeiten (auf den Platz der ersten Eins diirfen wir diese nicht setzen). Fiir die dritte Eins bleiben noch 48
und fiir die vierte Eins noch 47 Moglichkeiten. Total haben wir also

50 - 49 - 48 - 47 = 5'527'200 Méglichkeiten.

Aber Achtung! Wir haben jedes einzelne Wort mehrfach gezéhlt. Als Beispiel soll das Wort 10110010. . . 0 dienen.
Dieses Wort wurde z.B. mit der Platzierung 10230040...0 erreicht (wobei die Ziffern fiir die Nummer der
Platzierung stehen). Aber natiirlich auch mit der Platzierung 40320010...0. Wir miissen also folgende Frage
beantworten:

o )
Auf wie viele Arten konnen vier Einsen auf vier Positionen platziert werden? % et

Fiir die erste Eins haben wir 4 Méglichke-iten, fiir die zweite noch 3, fiir die dritte 2 und die letzte nur noch 1
Moglichkeit. Total also
4.3-2-1= 2W6glichkeiten.

Wir haben oben also jedes Wort 24-fach gezéhlt. Damit ist die Anzahl Worter mit Lange 50 und genau 4 Einsen

5049 - 48 - 47 ’
- = 230'300. jﬁéna

4-3-2-1
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230’300 Wortern zu erwischen;~ /CZ(/I
Jew
250 281'474'976'710/656 —_— -
Yeliya

Die Wahrscheinlichkeit, einen «Joland zu pullen» ist also genau so gross, wie aus 250 Wortern zufillig eines der
230300 57'575
= A~ 2.045-10719  also etwa 1 zu=S=2vkHimreem
R Aufgabe 459 Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Thpp im Schweizer Zahlenlotto zu gewinZ,
nen?

a) Frither musste fir einen Tipp sechs (unterschiedliche) Zahlen aus 45 ausgewéahlt werden.

b) Heute miissen fiir eind Tippsechggunterschiedliche) Zahlen aus 42 ausgewahlt werden, plus eine Gliickszahl

aus 6. AL

# Aufgabe 460 Wir betrachten ein Leiterspiel bei dem mit einem normalen Wiirfel mit Zahlen 1 bis 6
gewiirfelt wird. EdAvurde behanptet, dass das Feld 28 oft ein Spezialfeld ist, weil die Wahrscheinlichkeit, dieses
zu erreichen grosse sei als fiir andere Felder. Der Grund sei, dass man im Durchschnitt 3.5 wiirfelt, dass also
Vielfache von 7 mit grosserer Wahscheinlichkeit besucht werden.

a) Simulieren Sie die Situation mit einer Tabellenkalkulation und vergleichen Sie die Besuchshaufigkeiten der
Felder 27, 28 und 29. Kénnen Sie zuverléssig Unterschiede feststellen? Was ist mit den Feldern 5, 6 und
7?7 Konnen Sie sich die Resultate plausibel erklédren?

b) Berechnen Sie die exakten Wahrscheinlichkeiten P; fiir den Besuch der Felder 0 bis 30.

23.1 Lage- und Streuungsmasse

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass wir einen reellen Wert messen méchten und dass die Messung mehrmals
wiederholt wird. Als Resultat hitten wir nicht nur gerne eine Schétzung fiir den wahren Wert, sondern auch
noch ein Intervall, worin der wahre Wert mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit (typischerweise 95%) liegen
soll.

Die Anzahl Messwerte wird im Folgenden mit n und die einzelnen Messwerte mit x1, x2, ..., £, bezeichnet.

Beispiele solcher Messungen sind z.B. die Zeugnisnote in Mathematik, Blutdruckwerte, COo-Werte in der Ath-
mosphére, die Grosse von Naturkonstanten, etc.

23.1.1 Lagemasse

Das verbreitetste Lagemass ist der Durchschnitt, auch Mittelwert oder arithmetisches Mittel genannt.

Merke Mittelwert

1 1 <
u:7(x1+x2+m3+...+rn):7;xi
P

Anstatt p (mii, griechisches 'm’) ist auch die Notation T gebrauchlich.

Ein weiteres Lagemass, das ebenfalls oft angetroffen wird, ist der sogenannte Median, auch Zentralwert
genannt. Er wird meist wie folgt berechnet:

— Merke Median

Erst werden die Messwerte aufsteigend sortiert. Der Median ist dann der Wert in der Mitte der Liste (bei
ungeradem n), bzw. der Mittelwert der beiden Werte in der Mitte der Liste (bei geradem n).

- { T _n+1 wenn n ungerade
T = 2

T (@4t og)

5. November 2018 149 https://fginfo.ksbg.ch/blc



E Mathematik 4. Kle_lsse
Ilvo Blochliger

A

Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

R Aufgabe 461 In einer Bar sind 20 «normale» Leute. Wie gross schétzen Sie den Median und den
Mittelwert der Einkommen der anwesenden Géste?

Der CEO eines Schweizer Grosskonzerns betritt die Bar. Wie sieht es jetzt mit dem Median und dem Mittelwert
der Einkommen der anwesenden Géste aus?

R Aufgabe 462 In einer Klasse mit 20 Schiilern war der Notendurchschnitt bei einer Prifung 4.42, wobei
eine Schiilerin die Priifung nicht geschrieben hatte. Nach der Nachpriifung war der Notendurchschnitt eine 4.48.

Welches der beiden Lagemasse ist in diesem Fall angemessen}é?

Die genaue Aufgabenstellung fehlt da absichtlich. Diskutieren und berechnen Sie!

Streuungsmasse

Ein Streuungsmass gibt an, wie sehr eine Wertereihe «fluktuiert», d.h. wie verschieden die Werte sind, oder wie
sehr «verstreut» die Werte sind. Dﬂﬁﬁ

Warum ein Streuungsmass interessant ist, soll wie folgt motiviert werdenj Man nimmt an, man hat zwei un-
terschiedliche Messungen durchgefiihrt, die aber das Gleiche messen sollen. Beide Messungen produzieren zwei
Wertereihen mit gleich vielen Werten. Die Streuung der ersten Wertereihe ist aber grosser als die der zwei-
ten. Welcher Mittelwert ist «vertrauenswiirdiger»? Bzw. bei welcher Messung kann ein kleineres «Vertrauens-
intervall» angegben werden?

Es gibt verschiedene Varianten, die Streuung zu messen. Eine geldufige Variante (weil mathematisch einfach zu
analysieren) ist die «Standardabweichung» (mit 'd’!).

BTDE /— Merke Standardabweichung

4_5_,4,3/.-~ g /b¢:¢3
_ Die (empirische) Standardabweichung einer Wertereilie Z1, To, ..., T ist /(’(
STDALW Y — —

1 - 2
| ”l’l]\ \ 7= n—1 ;@ | \

— —
wobei p der Mittelwert und o der griechische Kleinbuchstaben «sigmay (’s’) ist. —

Wie der Mittelwert ist die Standardabweichung nicht robust, d.h. deren Wert wird stark durch Ausreisser
beeinflusst. —_—

der Wertereihen:

R Aufgabe 463 Berechnen Sie den Mittelwert und die Standardabweichun
A z ? 2 T ks
Z (4.5 408 +08 4+ 5.5 145 4 Zs‘)

a) 105, 100, 100, 95, 105, 98. /M—" A00. S O = v

- b) Eine Folge von 100 Einsen. 0= 3. 3%
¢) Eine Folge mit 785 Einsen und 215 Nullen. Zusatzfrage: we Xperiment konnte diese Daten geliefert

haben?

d) 1,2, 3, ..., 101. Verwenden Sie dazu die Summenzeichen-Funktion des TR, zu erreichen mit «menu, 4,
5». Auf dem Ti-89 mit sum(4usdruck, Laufvariable, untere Grenze, obere Grenze).

%1 weiteres Streuungsmass ist der sogenannte «Interquartilsabstand». Dabei sind die «Quartile» ein Spe-
zialfall der Quantile, die informell wie folgt definiert sind:

Zu einer Wertereihe x1, o, ..., T, ist der p-Quantil ein Wert ¢ so, dass ca. 100 - p% der Werte
kleiner oder gleich ¢ ist.

Ein Spezialfall ist der Median, der dem 0.5-Quantil, bzw. dem 50%-Quantil entspricht. Wie auch beim Median,
gibt es verschiedene Defintionen fiir die Berechnung der Quantile. Wir verwenden hier die gleiche Definition,
wie gingige Tabellenkalkulationsprogramme.
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e Zall elo, 1] 3. b p=0C25 . n=A0
M) = S
—  Definition 60 p-Quantil P(p)—ng 1/ 1

Erst werden die Werte aufsteigend sortiert: 1 < zo < ... < m,. Aus p wird eine Position mit einer linearen
Funktion f(p) zwischen 1 und n berechnet, so dass f(0) = 1 und f(1) = n. Ist f(p) eine natiirliche Zahl,
ist das p-Quantil gleich x ¢,). ’

Sonst rundet man f(p) auf die ndchste natiirliche Zahl 7 ab. Man bestimmt eine lineare Funktion g(p) so,
dass ¢g(i) = x; und g(i + 1) = 2;41. Das p-Quantil ist dann g(p).

A0 l(
W=mxeq LT m A 3 gt {(p-Sped

—  Merk 7 ~g
erke g SI gy Adisen afoddinit] 1° s
Weiter definiert man das 1. Quartil als das 0.25-Quantil und das 3. Quartil als das 0.75-Quantil. )

Oft spricht man auch von Perzentilen, wenn p ein ganzzahliges Vielfache von ﬁ ist.

W

~

R Aufgabe 464 Gegeben sind 2 reelle Zahlen a und b. Bestimmen Sie die Funktionsgleichung f jener
linearen Funktion f(¢) fur die f(0) = a und f(1) = b gilt.

R Aufgabe 465

a) Berechnen Sie das p-Quantil fiir p = 0.1, p = 0.25 und p = 0.5 fiir die Wertereihe 4, 6, 5, 4, 2.

b) Fiir vorhergehende Aufgabe, sortieren Sie die Werte aufsteigend und zeichnen Sie die Punkte (i, z;) in ein
Koordinatensystem ein verbinden Sie benachbarte Punkte mit einer Strecke. Zeichnen Sie von x = 1 bis
x = b eine zweite Skala von 0 bis 1 ein. Wie kénnen damit die Quantile grafisch bestimmt werden?

c¢) Berechnen Sie das 0.25-Quantil (das erste Quartil) fiir die Wertereihe 1, 2, 3, ..., 10.

23.2 Streuung des Mittelwerts

Dem Mittelwert einer Messreihe kann ebenfalls eine Streuung zugeordnet werden. Diese Streuung kénnte man
empirisch ermitteln, indem das Experiment viele Male wiederholt wird. Das ist aber meistens nicht praktikabel.
Man kann aber mathematisch Folgendes fiir die Standardabweichung o, des Mittelwerts p nachweisen:

1
oy R —=0. in guter Ndherung fiir n > 50.

vn
Hat man weniger als 50 Messwerte, wird mit obiger Formel die Streuung unterschétzt, d.h. ein davon abgeleitetes
Vertrauensintervall ist zu klein (es ist dann die sogenannte ¢-Verteilung zu benutzen).
Weiter kann mathematisch gezeigt werden, dass Mittelwerte gemiss einer Glockenkurve verteilt sind (was
man durch vielmaliges Wiederholen des Experiments anschaulich machen koénnte).

[
AHaeuﬁgkeit Z

5

S
D& Fla un! & ve betraegt 1.
n

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Wert in einem Bereich liegt,

e p}ehtﬁ?(l?a‘laeche unter

er Kurve in diesem Bereich.
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Fiir die Glockenkurve (Normalverteilung) mit der Spitze bei p und der «Breite» o gelten folgende Faustregeln:

Merke Faustregeln fiir die Glockenkurve

Im Intervall [ — o, 1 + o] liegen ungefiihr 2~ (68.3%) der Werte.
Im Intervall [u — 20, pu + 20] liegen ungefidhr 95% (95.45%) der Werte.

Weitere Werte sind fir £30 99.73%, fir +40 99.993% und fiir £60 99.9999998% (damit arbeiten die Physiker
am CERN).

Daraus lassen sich jetzt fiir den Mittelwert Vertrauensintervalle bzw. Konfidenzintervalle bilden, d.h.
Intervalle in der der wahre Wert mit grosser Wahrscheinlichkeit liegt (typischerweise 95%).

Merke  Vertrauensintervall fiir den Mittelwert
|;

ei 50 Messungen oder mehr, liegt der wahre Wert mit Wahrscheinlichkeit 95% im Intervall [u—20,, p+20,,].

23.3 Repetitionsaufgaben

R Aufgabe 466 Gegeben sind die Wertereihen (z;):

a) 13,7, 6, 10, 8,12, 7, 9

b) Eine Folge aus 100 Nullen und 200 Einsen.

Berechnen Sie den Mittelwert u, den Median Z, die Standardabweichung ¢ und das erste und dritte Quartil
go.25 und qo.75.

R Aufgabe 467 Mit einem Wiirfel wird 600 mal gewitrfelt. Dabei werden 120 Sechsen gezéhlt.

Daraus erhilt man eine Wertereihe aus Nullen (keine Sechs gewtirfelt) und Einsen (Sechs gewtirfelt). Berechnen
Sie den Mittelwert p sowie die Standardabweichung des Mittelwerts o,,. Geben Sie ein 95%-Vertrauensintervall
fiir den «wahren» Wert an. Wiirden Sie sagen, dass der Wiirfel gezinkt ist?

R Aufgabe 468 In einer online-Umfrage wurde gefragt: «Haben Sie eine Sehhilfe»?

Es antworten 80 Teilnehmer mit folgendem Resultat: 20 Teilnehmer antworten «Ja», der Rest «Nein». Es wird
getitelt «25% der Schweizer benotigen eine Sehhilfe».

Wie beurteilen Sie die Zuverlassigkeit der Umfrage und der Schlussfolgerung?

R Aufgabe 469 Im Euromillions miissen erstens 5 Zahlen aus 50 ausgewéhlt werden. Zusétzlich dazu
miissen zweitens 2 Sterne aus 12 ausgewdhlt werden.

Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir die erste Wahl? Wie viele fir die zweite? Wie viele total? Was ist die
Wahrscheinlichkeit die 5 richtigen Zahlen und die 2 richtigen Sterne auszuwéhlen?

R Aufgabe 470 Wir betrachten ein Poker-Spiel mit 52 Karten (4 Farben, Werte 2-10,J,Q,K,A). Eine
Poker-Hand besteht aus 5 Karten. Wie viele mogliche Poker-Héande

a) gibt es insgesamt?

b) gibt es mit vier Assen?

¢) gibt es mit genau vier gleichen Werten?
d) gibt es mit genau drei gleichen Werten?

e) gibt es mit einem Full-House (d.h. 2 gleiche und 3 gleiche Werte)?

s# Aufgabe 471 Die Schulzimmerwetterstation (COo Messgerit) im H21 iibertrigt die Daten drahtlos iiber
das LoRa-Protokoll ins Informatiklabor im E-Stock. Cédric Solenthaler hat dabei fiir verschiedene Antennen-
konfigurationen die gemessene Empfangsqualitidt aufgezeichnet, um herauszufinden, welche Konfiguration die
beste Qualitét liefert. Werten Sie die Messungen aus und beurteilen Sie.
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23.4 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-
reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Verstindnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricks», zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und oder die Theorie in einen grésseren
Kontext zu stellen.

# Losung zu Aufgabe 455 cxbester-muenswart-fonds

# Losung zu Aufgabe 456 cxmucnze-durchschnitt
d) Ein mogliches Histogram sieht wie folgt aus:

6

4 | | | ‘ |
0 I I I I I I I
18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 3l

ﬁLﬁSung zu Aufgabe 457 ex-wuerfeln-mit-muenze

w

N

[

a) Moglichkeit 1: 3 Wiirfe, Anzahl «Zahl» zihlen. Moglichkeit 2: Miinze 1 entscheidet gerade/ungerade,
Miinze 2 entscheidet 0/1 oder 2/3. Man kénnte auch eine Bindrzahl mit zwei Stellen erzeugen.

b) Bei Moglichkeit 1 kommen die 1 und die 2 drei mal so hiufig vor wie die 0 und die 3. Bei Moglichkeit zwei
sind die Haufigkeiten ausgeglichen.

c¢) Bei Moglichkeit 2 gibt es 8 gleich wahrscheinliche Varianten, wobei 0 fiir Kopf und 1 fiir Zahl steht:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.

In % der Félle erhdlt man eine 0, in % der Fille eine 1, ebenso fiir die 2 und die 3 erhélt man wieder
nur in % der Falle.

Bei Moglichkeit 1 gibt es 4 gleich wahrscheinliche Varianten, die den Zahlen 0 bis 3 zugeordnet werden.

d) Bindrzahl mit 4 Stellen, oder Intervallhalbierung. Erste Miinze entscheidet < 8 oder > 8. Die néchste
Miinze halbiert die verbleibenden Zahlen etc.

e) Wie Moglichkeit 1, aber man wiederholt den Prozess, wenn eine 3 herauskommt.

R‘Lﬁsung zu Aufgabe 458 cx-wahrscheinlichkeit-4-von-50
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