::: : Mathematik 2. Klasse
Gleichungssysteme - e ) @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schnarer

11 Gleichungssysteme

Bis jetzt haben wir jeweils Gleichungen mit einer Variablen angetroffen und gelost. D.h. es war eine Zahl gesucht
und man kannte fiir die Zahl eine Bedingung, die in Form einer Gleichung formuliert wurde.

Sind mehrere Unbekannte gesucht, sind oft ebenso viele Bedingungen gegeben. Als Beispiel betrachten wir
folgende Aufgabe:

# Aufgabe 11.1
Fiir welche Werte von z und y sind die beiden folgenden Gleichungen gleichzeitig erfiillt?

x? + y2 =25 (Gl)
—x+Ty=25 (G2)

Die Gleichung (G3) ist linear, weil nur reelle Vielfache der Variablen und Konstanten (= reelle Zahlen) als
Summanden vorkommen. (Mit anderen Worten, beide Seiten der Gleichung sind Polynome vom Grad 1 oder
kleiner.)

Die Gleichung (G1) ist nicht-linear, weil die Variablen quadriert vorkommen (Polynom vom Grad 2); ausserdem
kann die Gleichung auch nicht so umgeformt werden, dass sie linear wird.

Sobald man mehrere Gleichungen in mehreren Variablen betrachtet, spricht man von einem Gleichungssystem.
Eine Lésung eines Gleichungssystems ist eine Zuordnung von reellen Zahlen zu allen Variablen so, dass alle
Gleichungen zu wahren Aussagen werden.

Versuchen Sie jetzt mit folgender Anleitung die Losungen fiir das Gleichungssystem zu bestimmen:

o Finden Sie jeweils 10 Wertepaare (z,y), die Losungen der Gleichungen (G1) bzw. (G2) sind und zeich-
nen Sie diese Punkte mit zwei verschiedenen Farben ins folgende Koordinatensystem ein. Wéahlen Sie
Wertepaare, die moglichst einfach zu berechnen sind.

A

5

Y

o Wiirde man alle moglichen Wertepaare fiir (G2) einzeichnen, was wiirde man erhalten und warum?

AN

o Beantworten Sie die gleiche Frage fiir (G1)! Hinweis: Denken Sie an einen alten Griechen!

AN
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e Lesen Sie die ungefihren Schnittpunkte ab und beweisen Sie rechnerisch, dass Ihre «Schatzungy exakt ist.

AN

11.1 Losungsmethoden

Gleichungssysteme grafisch zu 16sen ist in den meisten Féllen unpraktikabel, ungenau und zu aufwéndig. Darum
sind wir an exakten rechnerischen Methoden interessiert.

Es gibt verschiedene Losungsmethoden fiir Gleichungssysteme. Einige funktionieren allgemein, andere nur bei
linearen Gleichungssystemen (= Gleichungssysteme, in denen alle Gleichungen linear sind).
11.1.1 Allgemeine Losungsmethode: Auflésen und Einsetzen

Die Methode «Auflosen und Einsetzen» funktioniert wie:

 Eine Gleichung nach einer Variablen auflosen (sofern moglich). Am besten wird die «einfachstes Gleichung
nach der «einfachsteny Variablen aufgeldst.

o Das Resultat in alle anderen Gleichungen einsetzen (und damit eine Variable eliminieren).

e Das so erhaltene, neue Gleichungssystem hat eine Variable und eine Gleichung weniger. Man 16st es mit
demselben Verfahren etc.

e Am Schluss die Losungen «riickwérts» einsetzen.

Bei nicht-linearen Gleichungssystemen ist dies oft die einzige Methode. Bei linearen Gleichungssystemen werden
wir noch weitere Methoden kennenlernen, die oft mit weniger Aufwand verbunden sind.

# Aufgabe 11.2
Losen Sie das Gleichungssystem aus Aufgabe 11.1 mit der Methode «Auflésen und Einsetzen» wie folgt:

o Losen Sie (G2) nach = auf («einfachere» Gleichung, schon fast nach z aufgelost). Die Losung fiir z ist ein
Ausdruck mit y.

A5
o Ersetzen Sie x in (G1) durch diesen Ausdruck.

AN

e Quadrieren Sie aus und formen Sie die entstehende Gleichung so um, dass die rechte Seite zu Null wird.

Dividieren Sie dann durch den ggT. &

o Faktorisieren Sie die linke Seite und lesen die Losungen fiir y ab. &

8. September 2022 63 https://fginfo.ksbg.ch/blc


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch/blc

::: : Mathematik 2. Klasse
Gleichungssysteme e ) @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schnarer

e Setzen Sie die gefundenen Werte fir y in den Ausdruck fiir x ein, um die zugehorigen Werte fiir x zu
erhalten.

AN

Im Folgenden betrachten wir fast ausschliesslich lineare Gleichungssysteme.

R Aufgabe 11.3
Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem rechnerisch mit der obigen Methode:
20+ y— z=0 (Gy)
r+3y+22=5 (Ga)
—2rx+4y+42=2 (Gs)

AN

Aus der Losung dieser Aufgabe ist fiir lineare Gleichungssysteme Folgendes ersichtlich: Im Allgemeinen braucht
es genau so viele Gleichungen wie Variablen, damit das System genau eine Losung hat.

In jedem Schritt wird nédmlich eine Variable eliminiert und man erhélt ein lineares System mit einer Gleichung
weniger.

In Spezialfillen kann es aber trotzdem keine oder unendlich viele Losungen geben, sieche Abschnitt 11.3.

Merke

Der TR kann Gleichungssysteme losen. Dazu werden die Gleichungen mit and verkniipft und die Liste der
Variablen zwischen {} geschrieben. Beispiel:
solve(x+y=60 and x-y=40, {x,y})

11.1.2 Losungsmethode: Variablen eliminieren durch Linearkombinationen von Gleichungen

Die in diesem Abschnitt erklirte Losungsmethode ist unsere Standardmethode fiir lineare Gleichungssysteme.
Sie beruht auf der folgenden Beobachtung:

Addiert (bzw. subtrahiert) man zwei Gleichungen (oder Vielfache davon) eines linearen Gleichungs-
systems (voneinander), so erhélt man eine neue lineare Gleichung, die von jeder Losung der beiden
Gleichungen erfullt wird.
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Unsere Losungsmethode geht (grob) wie folgt:

Fiihre solche Additionen (bzw. Subtraktionen) zweier Gleichungen mehrfach durch. Das Ziel dabei
ist, eine bestimmte Variable zu eliminieren und die Anzahl der Gleichungen um eins zu reduzieren.

Man erhélt so ein neues Gleichungssystem (mit einer Variablen und einer Gleichung weniger), auf
das man dasselbe Verfahren anwendet etc.

Wenn man bei einem aus einer Gleichung bestehenden System angekommen ist, kann man sei-
ne Losung(en) unmittelbar ablesen und erhélt durch Riickwérts-Einsetzen die Losung(en) des ur-
springlichen Gleichungssystems.

2+ y— z=0 (Gy)
Beispiel: x+3y+22=5 (Ga)

—2rx+4y+42=2 (Gs)
AN

Achtung;:

e Jede mogliche Menge von n Gleichungen eines jeden ,neuen“ Gleichungssystems muss aus mindestens
n + 1 Gleichungen des ,alten“ Gleichungssystems entstanden sein. (Ansonsten kriegt man redundante
Gleichungen und gewinnt neue Lésungen.)

¢ Gleichungen, die die zu eliminierende Variable gar nicht enthalten, werden stets unverdndert vom alten in
das neue Gleichungssystem tibernommen.

R Aufgabe 11.4 Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Gleichungssysteme.

—3z + 8y =26 (Gh) b —x+ 10y = —61 (Gy)
D\ or—8y— 50 (Ga) P 6e— y—61 (G
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Gleichungssysteme -

11.2 Gleichungssysteme mit unendlich vielen Losungen

Hat ein Gleichungssystem weniger Gleichungen als Variablen, so hat dieses System meistens unendlich viele
Losungen. Das kann aber auch passieren, wenn es «genug» Gleichungen hat, aber eine der Gleichungen aus den
anderen folgt.

Man sagt, dass das Gleichungssystem unterbestimmt ist.

Beispiel: Bestimmen Sie alle moglichen Losungen von folgendem unterbestimmten «Gleichungssystem» (zwei
Unbekannte, aber nur eine Gleichung). Finden Sie eine geometrische Interpretation aller moglichen Losungen:

r+2y=4 (Gy)

Lost man ein unterbestimmtes Gleichungssystem durch Auflésen und Einsetzen, erhilt man am Schluss eine
Gleichung mit mehr als einer Variablen. Nach einer kann aufgelost werden, alle restlichen kénnen frei gewéhlt
werden (im Definitionsbereich des entsprechenden Ausdrucks). Geometrisch ergibt sich dann eine ein- oder
mehrdimensionale Punktemenge. D.h. Geraden und Ebenen etc. im Falle von linearen Gleichungssytemen, bzw.
Kurven und Flédchen etc. im Falle von nicht-linearen Gleichungen:

Anzahl Variablen Anzahl Gleichungen Zu erwartende Losungsmenge
2 1 Gerade (bzw. Kurve) in der Ebene
1 Ebene (bzw. Fliche) im Raum
2 Gerade (bzw. Kurve) im Raum
2 Ebene (bzw. Fléche) im 4-dimensionalen Raum
3 Gerade (bzw. Kurve) im 4-dimensionalen Raum

ok W W

11.3 Zu erwartende Losungsmengen

«Normalerweise» hat eine lineares Gleichungssystem mit gleich vielen Variablen wie Gleichungen genau eine
Losung. Wie schon bei einfachen linearen Gleichungen kann es aber durchaus vorkommen, dass auch Glei-
chungssysteme dieser Art keine oder unendlich viele Losungen haben.

dz—-3y=2 (Gy) Beispiel 2: {—495 — 10y =8 (G1)

Beispiel 1:
crEpie {—8x+6y:1 (Ga) 62+ 15y = 12 (Go)

Zeichnen Sie fiir beide Beispiele jeweils die beiden Losungsmengen von (G1) und (Gz) in einem Koordinaten-
system:

- dr—3y=2 (Gy) 4 -10y=8  (G)
Beispiel 1 Beispiel 2
—8r+6y=1 (Ga) 6x + 15y = —12  (Go)
% A
2 2
1 1
-3 -2 -1 O % -3 -2 -1 \.j >1:
1 —1
b -2
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11.3.1 2 Variablen, 2 lineare Gleichungen

Die Losungen einer einzelnen linearen Gleichung mit zwei Variablen entsprechen normalerweise den Koordinaten
aller Punkte auf einer Geraden. Die Gerade kann sogar vertikal sein, z.B. = + 0y = 4.

Der Spezialfall, wo gar keine Variable vorkommt, interessiert uns wenig: Er fithrt entweder auf eine nicht losbare
Gleichung (z.B. 0z + Oy = 1) oder auf eine stets wahre Gleichung 0z + Oy = 0. Im ersten Fall hat das System
keine Losung, im zweiten Fall sind alle Punkte (z,y) der Ebene Losungen.

Die Losung eines linearen Gleichungssystems mit 2 Variablen und 2 Gleichungen entspricht im Normalfall den
Koordinaten des Schnittpunkts der beiden Geraden, die man aus den beiden beteiligten Gleichungen erhélt. Es
gibt somit 3 Félle:

Fall 1: &
Fall 2: &,
Fall 3: &

11.3.2 3 Variablen, 3 lineare Gleichungen

Wenn man wie oben von Spezialfillen absieht, entsprechen die Losungen einer einzelnen linearen Gleichung
in drei Variablen den Punkten einer Ebene im Raum. (Warum und dass das so ist, werden wir spéter in
der Vektorgeometrie untersuchen). Im Allgemeinen schneiden sich zwei Ebenen in einer Geraden (vgl. Riicken
eines Schulhefts). Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems aus drei Gleichungen in drei Variablen
entspricht also der Schnittmenge dreier Ebenen. (Diese Schnittmenge besteht im Normalfall aus genau einem
Punkt, sie kann aber auch leer oder eine Gerade oder eine Ebene sein, vgl. die folgende Diskussion.) Es ergeben

sich folgende Falle:
o Fall 1: Je zwei der drei Ebenen sind parallel zueinander oder

gleich.

— Falls zwei der drei Ebenen verschieden sind, gibt es
keine Losung.

— Sonst sind alle drei Ebenen gleich und alle Punkte die-
ser Ebene sind Losungen.

e Fall 2: Genau zwei der drei Ebenen sind parallel zueinander
oder gleich. (Dann ist die dritte nicht parallel zu jeder diese
beiden.)

— Falls diese beiden parallelen Ebenen verschieden sind,
gibt es keine Losung.

— Sonst bilden sie eine Ebene, die die dritte in einer Ge-
raden schneidet; die (Koordinaten der) Punkte dieser
Geraden sind die Losungen.

e Fall 3: Keine zwei der drei Ebenen sind parallel zueinander
oder gleich. Dann schneiden sich je zwei der drei Ebenen in
einer Geraden.

Wir betrachten eine beliebige der drei Ebenen. Sie enthalt
dann zwei Schnittgeraden (mit den anderen beiden Ebenen).

— Fall 3.1: Diese beiden Schnittgeraden sind parallel und
verschieden: Es gibt keine Losung. (Dies ist wohl die
Toblerone-Situation)

— Fall 3.2: Diese beiden Schnittgeraden stimmen iiberein.
Dann schneiden sich die drei Ebenen in dieser Geraden,
und die (Koordinaten der) Punkte dieser Geraden sind
die Losungen.

— Fall 3.3: Diese beiden Schnittgeraden schneiden sich in
einem Punkt. Dann ist dieser Punkt (oder seine Koor-
dinaten) die einzige Losung.
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YLy,

Losen Sie jeweils das angegebene lineare Gleichungssystem.

Gleichungssysteme ©@ BY-SA

R Aufgabe 11.5

Fiithren Sie dann die Probe durch, ob die von IThnen berechnete Losung alle Gleichungen des Gleichungssystems
erfiillt. Wenn nicht: Suchen Sie Thren Fehler oder starten Sie einen neuen Lésungsversuch!

3z + 3y =-3 Gg)

20— y=1

—2r—-3y=-1 (Gy)
{ <

(G1)

)

bx—2y=1 (Gs

3
3r+ y+22=0
) {4x+2y+324
20 +4y — z=—4
—5r—3y—3z=5 (
{59:+5y z=-1 (G2)
3r+ y+ z2=-3 (
—3a—8b+5c+ d=-4 (Gy)
a+4b—8c—3d=-2 (Gs)
—3a—-5b+ c+ d=-2 (Gs)
a+9+8c+5d=—-4 (Ga)
a+4b+3c+ d+6e=-4 (Gy
3a —2b+ 2c +4e=3 (
k) ¢ 3a—5b—5c—6d—4e=-2 (
—a—2b—5c+3d—9e=-1 (
e=2 (

2a —3b+ c +

R Aufgabe 11.6

) 102+ 8y=-13 (Gy)
150+ 12y = —18  (Ga)
20+ by— z=-8 (G1)
c) {1z — 10y — 20z = -26 (G2)
9z — 6y —122=-15 (Gs)
28r—28y+72=0 (Gy)
e) { 20z +20y —52=0 (G2)
—8x+ 8y—2z=0 (Gs)

120 — 32y — 332 = —23
g) « =3z+ y— 4z=11 (G2)
3z — by— 3z=-8 (

R Aufgabe 11.7

4 _
z+y 8
a) 2 N
13 — __T3
© y

c¢) Losen Sie nach z und y auf, ohne Diskussion der

20 — 3y = -2

—2x +2y=-2
r4+2y=-1
rT+5y =5

(G1
(G2

—2x—-3y+8z=1
—2x— y+4z=3

~—~ ~—

dr — 6y +3z=1
—r+ y+22=3 (

x + z=-1 (Go9)
244y —4z=-4 (

—2b +2d=2 (Gh)
20+2b+ ¢ =1 (Go)
—4da+ b—2c—8d=-1 (Gj)
20 +2b+2— d=-2 (G
—3a—3b— ¢+ d—2e=3 (Gy)
—ba—4b— ¢+ d— e=-2 (Ga)
1) 4a —2b+3c+2d—- e=2 (G3)
4da+4b—5c+5d+ e=-2 (G4)
5a +2c+3d+ e=-3 (Gs)

122 — 3y = 30
162 — 4y = 40

b) {— (G1)
- (G2)
Ter—1dy—212=0 (

d) 2z — 4y— 62=0 (Ga)
de— 2y— z=5 (Gs)
13z + 30y + 20z = —10

) { 3z+ y— 4z=12

r+ 4dy+ 4z= -5

zy =-—1
b
"oer s =z

42

d) Losen Sie nach z und y auf, ohne Diskussion der

Spezialfalle: Spezialfalle:
ar+y =a+2 (a—Dzx+(a+ 1)y :(12?
a’r—y =-1 2a
(a+Dz+(a+1)y =%
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R‘Aufgabe 11.8 Folgende Aufgaben sind aus einer alten Ausgabe von Algebra 1 S. 181-186

Hinweis: Notieren Sie zuerst immer Thre Unbekannten, mit Angabe der Masseinheit. Bei den Gleichungen,
notieren Sie sich jeweils, was Sie in welcher Masseinheit ausrechnen.

Die Gleichungen diirfen mit dem TR ausgerechnet werden.

a)

A108 S. 183

Ein Goldschmied besitzt zwei Sorten Gold. Legiert er 50 g der ersten Sorte mit 100 g der zweiten, so erhalt
er 14-karétiges Gold. Wenn er zu dieser Legierung noch 150 g der ersten Sorte hinzufiigt, so wird die neue
Legierung 16-karétig. Welchen Goldgehalt besitzt jede Sorte?

Hinweis: 24 Karat entspricht reinem Gold. Genauer meint 1 Karat einen Goldanteil von 2—14 = %% R
4.16% und x Karat einen Goldanteil von - - =z - 222-% ~ 2 - 4.16%.
Al114 S. 184

Herr Merz fahrt in 48 min auf einer Autostrasse von A nach D und in 55 min zuriick. Das Teilstiick BC
ist in beiden Richtungen nur mit 40 km/h befahrbar, auf dem Rest der Strecke fahrt Herr Merz auf der
Hin- bzw. der Riickfahrt eine mittlere Geschwindigkeit von 90 km/h bzw. 70 km/h. Wie lang sind AD
und BC?

A118 S. 184

Von zwei Eisenbahnstationen, deren Entfernung d Meter betriagt, gehen gleichzeitig zwei Ziige ab, jeder
mit konstanter Geschwindigkeit. Wenn sie einander entgegenfahren, treffen sie sich nach a Minuten, wenn
sie aber in derselben Richtung fahren (in Richtung einer weiteren, sehr weit entfernten Station) und der
langsamere Zug vorausfihrt, so holt der schnellere Zug den langsameren nach b Minuten ein. Wie viele
Meter legt jeder Zug pro Minute zuriick? Losen Sie mit a =4, b=20, d= 8600.

Losen Sie Aufgabe c¢) allgemein. Das Resultat ist eine Formel, die a, b und d enthdlt.

122 S. 184

Zwei Zuleitungen fiillen zusammen ein Geféss, wenn die erste 6 h lang gedffnet ist und die zweite 4 h lang.
Verwechselt man die Offnungzeiten, so liuft ein Sechstel des Gefiissinhaltes iiber. Welchen Bruchteil des
Geféssinhaltes liefert jede Leitung pro Stunde? In wie vielen Stunden wird das Geféss durch jede Leitung
einzeln gefiillt, in wie vielen durch beide zusammen?

R Aufgabe 11.9 Gegeben sind 3 Punkte A = (=2,—-1), B = (0,2) und C = (2,1). Gesucht sind die
Koeffizienten a, b, ¢ einer quadratischen Funktion f(z) = ax? + bx + ¢ so, dass der Graph von f durch die drei
Punkte A, B, C geht. Wenn Sie die Funktion bestimmt haben, skizzieren Sie deren Graphen.

® Aufgabe 11.10 Es soll eine Notenskala bestimmt werden, so dass 0 Punkte die Note 1, 10 Punkte die
Note 4 und 20 Punkte die Note 6 ergeben. Begriinden Sie, warum diese Notenskala nicht eine lineare Funktion
sein kann. Finden Sie die quadratische Funktion f(z) = az? + bx + ¢, die eine solche Skala ergibt. Zeichnen Sie
dann den Graphen dieser Funktion.
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11.4 Lo6sungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-
reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, tiber den Tellerrand hinaus zu schauen und /oder die Theorie in einen grosseren
Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 11.4 cxiincarc-gleichungssysteme-2var-einstics

a) y eliminieren: (Gy) + (G2): —122=-24 & z=2.
Eingesetzt in (G1): —-6+8y=26 < 8y=32 & y=4.
Ein anderer Losungsweg besteht darin, eine Gleichung nach einer Variablen aufzulésen, z.B. (G1) nach x
auflésen: = 4 (8y — 26). Eingesetzt in (G2):
-9 +-(8y—26)—8y=-50 & —24y+78—8y=-50 <& -32Y=-128 & y=4
Und damit z = - (32 — 26) = 2.
b) y eliminieren: (Gy) + 10(G2): —z —60z = —61+610 < —6lz=-61(1-10) < z=-9
Eingesetzt in (G2): —6-(—9) —y=61 < 5bd=614+y < y=-7
Ein anderer Losungsweg besteht darin, z.B. (G2) nach y aufzulésen und in (G1) einzusetzen:
(G2) :  y= —6z — 61, eingesetzt in (G1):
—x+10(—6z —61) = —-61 < —6lr—610=-61 < -—-2z—-10=-1 < z=-9
Und damit y =y = —6- (—=9) — 61 =54 — 61 = —7.

R Losung zu Aufgabe 11.5 cxiincarc-gleichungssysteme-von-hand

a)

—2x —3y =-1 (Go)
3x +3y =-3 (Gl)

Variable y eliminieren:

(Go) + (G1) x =4 (Go)

Aus (GY) folgt: x = —4. Eingesetzt in (Go):

—2.(—4) =3y =—1 ITU
—3y+8=-1 | -8
—3y=—9 |:—3
y=3
Losung: . = -4,y =3
b)
2z -3y =-2 (Go)
o +2y = -2 (G1)
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Variable x eliminieren:

(Go) +(G1) —y =—4 (Go)
Aus (GY) folgt: y = 4. Eingesetzt in (Gp):
20 —3-4=-2 |TU
2 —12 = —2 |+ 12
2z =10 | :2
=05
Losung: ¢ =5,y =14
c)
2z —y = (Go)
5z —2y =1 (G1)
Variable y eliminieren:
2(Go) — (G1) : — =1 (Go)
Aus (Gp) folgt: x = —1. Eingesetzt in (Gy):
2-(-1)—y=1 |TU
—y—2=1 | + 2
—y=3 |:—1
y=-3
Losung: ¢ = -1,y = —3
d)
+2y =-1 (Go)
+5y =95 (G1)
Variable x eliminieren:
(Go) = (G1) —3y =—6 (Go)
Aus (GY) folgt: y = 2. Eingesetzt in (Gp):
r+2-2=-1 |TU
r+4=-1 | —4
r=-95
Losung: ¢ = =5, y = 2
e)
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3 +y +22 =0 (Go)
4x +2y +3% —4 (Gy)
2x +4y —z =—4 (Ga)

Variable y eliminieren:

2(Go) — (Gy) : 2z +z =4 (Gy)
2(Gy) — (G9) : 6x +7z =—4 (GY)

Variable x eliminieren:

3(Gh) — (GY) « —4z =16 (Gy)
Aus (G{) folgt: z = —4. Eingesetzt in (G{):
204 (—4) =4 |TU
2e—4=4 | +4
20 =8 |:2
r=4
Eingesetzt in (Go):
3-4+y+2-(—4)=0 |TU
y+4=0 | —4
y=—4

Losung: z =4,y =—4, 2 = -4

f)

27 —3y +82 = (GO)
—9r —y +4z =3 (Gy)
4z —6y +3z = (G2)

Variable x eliminieren:

(Go) — (Gy) : —2y +4z =-2 (Gy)
2(G1) + (Ga) —8y +112 =7 (GY)

Variable y eliminieren:

4(Gy) — (GY) - 5z =-15 (Gp)
Aus (GY) folgt: z = —3. Eingesetzt in (Gj)):
—2y+4-(=3)=-2 |TU
—2y—12=-2 | +12
—2y =10 |:—2
y=-5
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Eingesetzt in (Go):

—2x—3-(=5)+8-(-3)=1 |TU
—2r—-9=1 |+9
—22 =10 |2 —2
r=-5
Losung: ¢ = =5, y = —5, z = —3
g)
—5x —3y -3z =5 (Go)
-5z +5y -z =-1 (Gy)
3z +y +z -3 (G2)
Variable z eliminieren:
(Go) —3(G) - 102 18y =8 (Gh)
(G1) + (Ga) : —2z +6y =—4 (GY)
Variable y eliminieren:
(Gp) +3(GY) : 4z =—4 (GY)
Aus (Gf) folgt: x = —1. Eingesetzt in (Gy):
10-(—1)— 18y =38 |TU
—18y —10=38 | +10
—18y =18 | : —18
y=—1
Eingesetzt in (Go):
-5-(-1)—3-(-1)—32=5 |TU
—32+8=5 | —8
—3z=-3 |: -3
z =
Losung: z=—-1,y=-1,z=1
h)
—x +y +2z =3 (Go)
x +z -1 (Gy)
—2z +4y —4z —4 (G2)
Variable x eliminieren:
(Go) + (Gh) - Yy +32 =2 (Gy)
2(G1) + (G2) : 4y —22 =6 (GY)
8. September 2022 69-iv https://fginfo.ksbg.ch/blc


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch/blc

::: Ly T Mathematik 2. Klasse
Gleichungssysteme - e ‘_ @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schnarer
Variable y eliminieren:
4(Gy) — (GY) : 14z =14 (Gy)
Aus (Gf) folgt: z = 1. Eingesetzt in (G}):
y+3-1=2 TU
y+3=2 | -3
y=-1
Eingesetzt in (Go):
—$+'(—1>+2'1:3 |TU
—x4+ =3 |_
—r=2 |:—1
r=-2
Losung: z = -2, y=—-1,z=1
i)
—3a —8b +5c¢ +d —4 (Go)
a +4b —8¢ —3d = -2 (Gh)
—3a —5b +c +d =-2 (G2)
a +9b +8¢ +5d —4 (Gs)
Variable a eliminieren:
(Go) — (Ga) : —3b +4c =-2 (GY)
(G1) — (G3) : —5b —16¢ —8d = (GY)
(G2) +3(Gy) : b —23¢ —8d = -8 (GY)
Variable d eliminieren:
(Gyp) : —3b +4c =-2 (Gy
(G) — (GY) : —12b +7c =10 (G7)
Variable b eliminieren:
4(GY) — (G - 9c =-18 (Gy)
Aus (GY') folgt: ¢ = —2. Eingesetzt in (G{):
—3b+4-(-2)=-2 |TU
—3b—8=-2 | +8
—-3b=6 |: =3
b= -2
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Eingesetzt in (G}):
—5-(=2)—16-(-2)—8d =2 |TU
—8d+42=2 | — 42
—8d = —40 |: -8
d=5
Eingesetzt in (Go):
—3a—-8-(-2)+5-(-2)+5=-4 |TU
—3a+11=-4 | —11
—3a =-15 |: =3
a=>5
Losung: a =5,b=—-2,c=-2,d=5
J)
—2b +2d =2 (Go)
2a +2b +c = (Gl)
—4a +b —2¢ —8d =-1 (G2)
—2a +2b +2c —d =-2 (Gs)
Variable a eliminieren:
(Go) : —2b +2d =2 (GY)
(G1) + (Gs) : 4b +3c —d =-1 (G)
(G2) +2(Gy) : 5b —8d =1 (GY)
Variable c eliminieren:
(Gy) : —2b +2d =2 (GY)
(GY) : 5b —8d = (GY)
Variable d eliminieren:
4(Gg) + (GY) - —3b =9 (GG')
Aus (G{) folgt: b = —3. Eingesetzt in (Gj):
—2-(=3)4+2d=2 |TU
2d+6 =2 | — 6
2d = —4 |:2
d= -2
Eingesetzt in (G}):
4. (=3)+3c—-(-2)=-1 |TU
3c—10= -1 | + 10
3c=9 |:3
c=3
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Eingesetzt in (G1):

20+2-(=3)+-3+0-(-2)=1
20 —3=1

Losung: a =2, b=-3,c=3,d= -2

k)

3a
3a

2a

Variable d eliminieren:

3(Go) — (Gs)
(G1) :
(Ga) +2(G3) :
(Ga)

Variable ¢ eliminieren:

(Go) —2(Gy
(G1) = 3(Gy
2(Gy) — (Gy

Variable b eliminieren:

3(GY) + 4(GY) -
3(GY) +5(G) :

Variable e eliminieren:

+4b
—2b
—bb
—2b
—3b

):
):
):

4a
3a

2a

(Go') = 7(G) -

+3c
+2c
—5c
—5c¢

200
25b
—15b

+14b
—2b
-9
—3b

—88¢
—14c¢

Aus (GY") folgt: ¢ = —5. Eingesetzt in (Gf'):

20 =4

a=2

+d

—6d
+3d

+14c
+2c
—15¢

+12¢
+47¢
—3lc

—105e
—15e

10c

—88 - (—5) — 105¢ = —85
—105¢ + 440 = —85
~105¢ = —525

e=>5

+6e
+4e
—4e
—9e

+27e
+4e
—22e

+25e
+70e
—45e

= —50

ITU
|+3
|:2
=—4 (Go)
=3 (G1)
—2 (Go)
=-1 (Gs)
=2 (G4)
=-11 (Go)
= (GY)
—1 (@
=2 (G3)
=-15 (GY)
=15 (GY)
=-10 (GY)
=—8 (Go)
=-9 (G7)
(Go")
ITU
| — 440
| : —105
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Eingesetzt in (G%):
—15b—31-(=5)—45-5=-10 |TU
—156— 70 = —10 | +70
—15b =60 |: =15
b=—-4
Eingesetzt in (G%):
a—9-(—4)—15-(-5)—22-5=—4 |TU
at+=—4 |—
a=-5
Eingesetzt in (Go):
(=5)+4-(-4)+3-(-5)+d+6-5=—-4 [TU
d—6=—-4 |+ 6
d=2
Losung: a=—-5,b=—4,¢c=-5,d=2,e=5
1)
—3a —3b —c +d —2e =3 (Go)
—5a —4b —c +d —e = -2 (Gh)
4a —2b +3c +2d —e =2 (G2)
da +4b —5¢ +5d +e =-2 (Gs)
5a +2c +3d +e =-3 (G4)
Variable e eliminieren:
(Go) — 2(Gy) : 7a +5b +c —d =7 (Gy)
(G1) — (Ga) : —9a —2b —4c —d =—4 (GY)
(G2) + (G3) : 8a +2b —2c +7d =0 (G%)
(G3) — (Gy) : —a +4b —Te +2d =1 (G%)
Variable d eliminieren
(Gy) — (GY) - 16a +7b +5¢ =11 (GP)
2(GY) + (G%) - —19a —15¢ = -7 (G7)
(GS) +7(Gy) - 57a +37b +5c¢ =49 (GH)
Variable c eliminieren:
(Gy) — (GY) : —41a —30b = —-38 (Gy)
(GY) +3(GP) - 29a +21b =26 (G
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Variable b eliminieren:

7(Gg') +10(GY') - 3a =6 (G5")

Aus (G)") folgt: a = —2. Eingesetzt in (G'):

—41-(=2) — 30b = —38 ITU
—300 4 82 = —38 | — 82
—30b = —120 |1 =30
b=14
Eingesetzt in (Gy)):
16 (—2) + 7-4+5c =11 ITU
oc—4 =11 | +4
5¢ =15 |:5
c=3
Eingesetzt in (G}):
7(-2)+5-4+3-d=7 ITU
—d+9="7 =9
—d=-2 [+ -1
d=2
Eingesetzt in (Go):
—3.(-2)—3-4—3+2-2=3 ITU
2 —7=3 | +7
—2e =10 | =2
e=—5

Losung: a=—-2,b=4,c=3,d=2,e= -5

%Lﬁsung zu Aufgabe 11.6 ex-lineare-gleichungssysteme-spezialfaelle

Es sind Losungsvideos online verfiigbar.
a) Keine Losung, L = {}
b) Unendlich viele Losungen. Z.B. kann z € R frei gewihlt werden und daraus y wie folgt berechnet werden:

y = —4x — 10

¢) Keine Losung (parallele, nicht-identische Ebenen).

d) Unendlich viele Losungen. Eine Variable kann frei gewéhlt werden, die anderen beiden folgen daraus.
(Punkte einer Gerade im Raum).
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e) Unendliche viele Losungen. Zwei Variablen kénnen frei gewihlt werden, die dritte folgt daraus. (Punkte
einer Ebene im Raum).

f) Keine Losung (parallele Schnittgeraden, Toblerone-Situation)

g) Unendlich viele Losungen. Eine Variable kann frei gewéhlt werden, die anderen beiden folgen daraus.
(Punkte einer Gerade im Raum).
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A4 ¢

&\_) g%ﬂx u ?/\— - A3 (64) X %:-W?/./l:'auvm
78y -f//Z)/ = -5 (61)

3(&4)—2[6’7) : 0x+0}/:—3
o=-3

P e /lws_c;{f/c /= ff

AL ) %—ﬁx—§y=30 Q;)@a{4x-,=¢a@7
—’/5X~4/ =40 <GL> < ”?s(—)/ =40 (GJ)
G)N-(6.) =  0-¢
x e R #\/a Wd—h%/ ot |5 F >/'—‘—4’)<—'f0

////!"’> Ix #S5y -2 =-F (G)

A§x =~ 40, -0z =-2¢ (G,)

Ex -6y -12e=-45 (G)

X //&‘VM/'W.Q/#W i

n

2(6,) = S(6) © Ox+0y +0z = -3
0=-3
oﬁd(&/& /‘(6(5547/( , wlon  Leive ﬁé—sb«zﬁ /= ff
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///.C /) Tx = A4, =172 =0 (G,

ZX"é‘/v _é?: O (G?>
—Z/ -t = &5 (Gj>

|

G) 72 = X2y -3z=0
G 2 == X -2 -3=0 (G))

g lmmeren - (G ) =(6]) . 2x+2s =5 (6,

X €R frei wililen =2 Z=-3x+5
8 N N N Z.

N

#)v pa Sedren, Ay in (55> <in

4 x ~Z/ ("§x+§2_>:€ I+2/—o’
4><+3><—//5‘ =2z, [ 2
yal
A7 7 =
X =
7 ZILI7

/4( é) Ze?x—?j\/ +7z =0 (G4><%7 #x -4, +2 =0
-2 x -I-ZO/ -5 =0 (6)1> <> L4y —4’)/f2:=o
—&x |t f/ ~ 7t =0 (63) &L=\ Gy \‘f/ tz =0 (65/)

A[(( G@O&WW 5/")&/ 777&(1.:/6{&%/,
Mo cine. Gled cocssny hiv R lariibleer , o b
2 bet wable, 28 xeZ, yelR

Q/JW&(/MS (’/f/ogé/ g, cees (GSI> L= —Fx {—4)/
Z

4
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Gleichungssysteme

// g ,/) A3x + 30y 22z = =10 ()
Ly + y — 4z ~7Z (G'z>
X t4y + Fz = =5 (Gg)
//'m) I :
z < Nicres (GZ7+(63> T2+ +5~y = 7 (G,))
S(6.) + (G,) 2 [8xt35y=50 (G))

7_(61)>_(61)>" O =-7
%5(/5,/& Auss cizac

l

X %’MI‘M/fM )

Lleine ZJSW/; [ = f}’

HE ) v sy s - e Gy
- 3x ty -4z = 77 (G,)
3x =Sy - 3z2=-5 (G

X elimin gra,
(G=)+(6.) §~4/ e =3 (G,))
G604 (6 (28 -9e =24 (G5)
G))7 <4y -7i=3  (4,7)
(GHJ' >: (G,ﬂ) oAl s bledl meer  nocte
etk G@M7 fior a2 Ven o

e R Lo M?Mm/ 2444 (G/,)> QJW /:‘j%—é

4 T
1Y (G«L>f ~3x1(‘§%-§>’3£:—2 [+3><+8
—72-3z -3 4% = R T
42_ 2 Z g X | Y
—792 ;15 = Zx |"3

7 2
—13 2424 = «
s 12
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"9 .
R Losung zu Aufgabe 11.7 cxiineare-gleichungssysteme-mit-umformungen-und-bruechen

a) = =+ A < 2 . =—_1 . |- 39 <
I = |y z#0und y #0 i3 Y 3
1 =2$+2y (Gl)
6y =—13z (G2)
(G1) nach y aufgelost: y = —3-z (G}). Eingesetzt in (G1):
13
6 13
1= flx | _
3 3
3
—— =z
Eingesetzt in (G}): y = -2 . (- 2) = 32,
Losung: x = —%, Y= %
b) # ==t (G (G1) nach y aufgel L (@) E t in (Go)
1) nach y aufgelost: y = —— 1). Eingesetzt in (G2):
2:c—|—% :% (Go) ANy#0 [ *
2z + —1- :% = 2x—m:% = x:%
In (G}) eingesetzt: y = — % =5
Losung: x = %, Y= —%.
ar+y =a+2 (Gy) .. ) . 9 _

c) { r—y ——1 (Gs) y elminieren: (G1) + (G2): ax +a*z =a+2—1 &
x(a+a2) =a+l |:(a+a2) = T = aa:alz = a(aa-:-ll) - %
Eingesetztin(Gl):a-%—i—y:a—i—Q & y=a+1
Losung: x = %, y=a+ 1.

(a—Dz+(a+1y =2 (Gy)
{ ; y eliminieren: (G1) — (G2):
(a+Dz+(a+1)y =% (G1)
2 2a
(a—1z—(a+1)z= S
2 2a
1) —(a+1)) = -
o(l@-1)—(a+1)=—— T D@1
2(a—1 2
zla—1—a—-1)= (a —1) — a
(a+1)(a—1) (a+1)(a—1)
2(a—1)—2a
g (-2) = )T )
(=2) (a+1)(a—1) [:(=2)
1
r=———"
(a+1)(a—1)
Eingesetzt in (G1): (afl)-m+(a+1)y:ﬁ & (a+1)y:%+1*ﬁ |: (a+1)
1
Y= Tz

Losung: ¢ = ——,y = CESIERE

R Losung zu Aufgabe 11.8 cxtoxtautgaben
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a) Festlegen der Unbekannten (inkl. Masseinheit!):
Goldgehalt Sorte 1: x [karat], Goldgehalt Sorte 2: y [karat].
Verglichen wird jeweils die Masse in Gramm an reinem Gold:

50 - - +100- 4 = 3 -150 Mischung 1
(50 +150) - 45 +100- 24 = 55 -300 Mischung 2
Losung: ¢ =18, y = 12.
Antwort: Die erste Sorte ist 18-karétig, die zweite ist 12-karatig.

b) Festlegen der Unbekannten (inkl. Masseinheit!):
Strecke AD: z [km], Strecke BC": y [km]
Berechnet wird jeweils die benttigte Zeit in Stunden , also Strecke geteilt durch Geschwindigkeit:

r—y v 48 i
{ 50~ T 45 = 6o Hinweg
r—1y Yy __ 55 .
- 1T 40 = 6 Riickweg
- e 629 47
Lésung: z = 25—, y = 55—

Antwort: Die ganze Strecke ist ungefdhr 52.4 km lang, das Teilstiick etwa 15.7 km.

c) Festlegen der Unbekannten (inkl. Masseinheit!):
Geschwindigkeit Zug 1: = [m/min|, Geschwindigkeit Zug 2: y [m/min].
Variante 1: Man betrachtet die Strecken, die die Ziige zuriicklegen. Im ersten Fall legen Sie zusammen
die Distanz d der Bahnhofe zuriick. Im zweiten Falle betrdgt die Differenz der Strecken die Distanz d der
Bahnhofe:

4z +4y =8600 Summe der Strecken [m]
20z — 20y = 8600 Differenz der Strecken [m]

Variante 2: Man kann die Situation relativ zu einem der beiden Ziige zu betrachten. D.h. dessen Ge-
schwindigkeit ist dann Null, die eigene Geschwindigkeit wird zur Geschwindigkeit des anderen Zuges
addiert (bzw. davon subtrahiert).

Verglichen wird die benétigte Zeit in min (Strecke durch relative Geschwindigkeit):

T+y

8600 — 90  Gleiche Richtung

{ 8600 =4  Entgegengesetzte Richtung
z—y

Loésung: x = 1290, y = 860
Antwort: Der erste Zug legt 1290 m/min zuriick, der zweite 860 m/min.

d) Variante 1:
{ axr +ay =d Entgegengesetzte Richtung

br —by =d Gleiche Richtung

Variante 2:
wi =a Entgegengesetzte Richtung
Yy
xf =0b Gleiche Richtung
Y
Losung: x = 7d(2“;b) LY = d(é’;ba)
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e) Festlegen der Unbekannten (inkl. Masseinheit!):
Fiilleistung Zuleitung 1: x [Gefisse pro Stunde], Fiilleistung Zuleitung 2: y [Gefésse pro Stunde]
Berechnet werden die Fiillmengen (Leistung mal Zeit):

6r+4y =1 korrekte Einstellung
4z + 6y = % falsche Einstellung

Losung: x = 15 , Y = i.

Antwort: Die erste Zuleltung hefert des Gefassmhaltes die zweite liefert 20 des Inhaltes pro Stunde.
Die erste Zuleitung benotigt —— = 15 h, die zweite —— = 2—30 = 6 h 40 min, um das Gefiss alleine zu
ftllen. - "

Zusammen leisten die Zuleitungen 1—15 + 2—% = % Gefiisse pro Stunde. Also eine Fiillzeit von —5— =

60

8 ~4.62 h, bzw. 4 h 37 min.

R Losung zu Aufgabe 11.9 cxparabel-durch-punkte
Setzt man die z-Koordinate eines Punktes in f ein, muss dessen y-Koordinate herauskommen. Wir haben also
folgendes Gleichungssystem fiir a, b und c:

f(=2) =—-1 Punkt A da—2b+c =-1 (Gy)
f(0) =2 Punkt B c =2 (Gy)
f(2) =1 Punkt C da+2b+c =1 (Gs)

(G3) ist schon nach ¢ aufgelost, also einsetzen in (G;) und (Gs):

da—-2b+2 =-1 (GY) da—-2b =-3 (GY)
54
da+2b+2 =1 (GY) da+2b =-1 (GY)

Die Unbekannte b wird eliminiert: (G) + (G%):

Eingesetzt in (G}):

Und damit ist die gesuchte Funktion f(z) = -4 2%+ 4 -z + 2.
3

-4
Der Graph ist wie folgt: ~ —3 —2 -1 0 1 2 3
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R Losung zu Aufgabe 11.10 cx-quadratische-notenskala

Die Punkte (0,1), (10,4), und (20,6) liegen nicht auf einer Geraden. Dies kann man belegen, indem man z.B.
die Steigung zwischen den Punkten berechnet: —3- # —2-.

Wir kennen wieder fir drei Argumente (0, 10 und 20) die Funktionswerte (1, 4 und 6). Wir erhalten also
folgendes System:

f(0) =1 Punkt (0,1) c =1 (Gy)
F(10) =4 Punkt (10,4) 1000+ 10b+c =4 (Go)
F(20) =6 Punkt (20,4) 4000 +20b+¢ =6 (Gs)
(G1) ist bereits nach ¢ aufgelost. Eingesetzt in (Gs), (G3):
100a+106 =3 (GY)
4000 +20b =5 (GL)
b eliminieren: 2(G4) — (G5):  —200a =1 < a= ——-. Eingesetzt in (G5):
1 7 7
1= 106 = — b=
B +106=3 <« 10 2 & 20
Und damit ist die Notenfunktion f(z) = —45-2? + -5 + 1. Der Graph sieht wie folgt aus:
6 —
|1
4 —T
|
3 — —
f "
2
_—
1
0

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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