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1 Zahlenmengen

Ein Alleinstellungsmerkmal der Mathematik ist, dass man nichts glauben muss, sondern alle mathematischen
Sachverhalte bewiesen werden koénnen (und als Mathematiker miissen!), bis auf ganz wenige Grundannahmen,
die sogenannten Axiome.

Fast die gesamte moderne Mathematik kann auf 10 Axiome der Mengenlehre zuriickgefithrt werden. Siehe z.B.
https://de.wikipedia.org/wiki/Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre.

Damit die Zahlen zu definieren ist zwar sehr spannend, aber formell etwas zu anspruchsvoll. Auch die 5 Peano-
Axiome, die die natiirlichen Zahlen definieren sind fiir unsere Zwecke zu formell und wenig intuitiv. Siche z.B.
https://de.wikipedia.org/wiki/Peano-Axiome.

Wir werden deshalb die Zahlen geometrisch auf einem Zahlenstrahl definieren.

1.1 Die Menge der natiirlichen Zahlen N

Die Zahlen 1, 2, 3, ... sind natiirlich in dem Sinne, dass (fast) jeder Mensch lernt zu zéhlen. Auch die grund-
legenden Operationen wie Addition und Multiplikation sind fir kleine Zahlen intuitiv erfassbar (z.B. durch
Zahlen und Rechnen mit den Fingern) und werden mit dem Gebrauch einleuchtend. Niemand zweifelt daran,
dass die Rechengesetze, die wir mit kleinen natiirlichen Zahlen intuitiv als universal giiltig erfahren, auch fiir
beliebig grosse natiirliche Zahlen giiltig sind.

1.1.1 Permanenzprinzip

Das Permanenzprinzip ist die Forderung, dass die gewohnten Rechengesetze ihre Giiltigkeit bewahren, wenn
der Zahlenbereich ausgedehnt wird auf negative Zahlen, Bruchzahlen und reelle Zahlen. Und schliesslich auch
die komplexen Zahlen, mit denen wir uns aber kaum beschéftigen werden.

1.1.2 Die Sache mit der Null

Die Zahl Null ist intuitiv viel schwieriger als Zahl zu erfassen, warum sollte «Nichts» eine Zahl sein? Die Null
als Zahl zu begreifen kann zu Recht als eine der ersten Meisterleistungen in der Mathematik betrachtet werden.
Erst die Null ermoglicht die Darstellung der Zahlen im Stellenwertsystem (normalerweise im Zehnersystem) und
effizientes Rechnen.

Besonders in der Informatik wird normalerweise bei 0 begonnen zu zéhlen. D.h. das erste Element in einer Liste
hat den Index 0. Das ist zwar auf den ersten Blick ungewoOhnlich, vereinfacht aber vieles. In der Mathematik
wird aber sehr oft noch bei 1 begonnen zu zéhlen, d.h. das erste Element einer Liste hat den Index 1. Auch die
Menge der natiirlichen Zahlen wird auf Stufe Mittelschule noch oft ohne die Null definiert, auf Stufe Universitét
aber fast ausschliesslich mit der Null.

Definition 1.1  Natiirliche Zahlen, N

N=1{0,1,2,3,4,...}
Lies: «N ist die Menge mit den Elementen 0, 1, 2, 3, 4, u.s.w.».

1.1.3 Mengen und Elemente

Definition 1.2  Menge

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohldefinierten Elementen. Fiir jedes mogliche Element kann
unzweifelhaft festgestellt werden, ob es zur Menge gehort oder nicht.

Die Reihenfolge der Elemente in der Menge ist nicht relevant. Auch spielt es keine Rolle, wie oft ein Element in
einer Menge vorkommt. Es geht alleine um die Zugehorigkeit.
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Die Zugehorigkeit wird mit dem Zeichen «€» notiert, z.B.

7eN
«7 ist Element von N»

Beispiele fiir Mengen sind:

V2¢N

«Wurzel 2 ist nicht Element von N»

Aufzihlende Form

Beschreibende Form

{0,2,4,6,...}

«Die Menge mit den Elementen 0, 2, 4, 6, u.s.w.»

{z € N| z ist gerade.}

«Die Menge aller z in N fiir die gilt: x ist gerade.»

{0,1,4,9,16,...}

«Die Menge mit den Elementen 0, 1, 4, 9, 16, u.s.w.»

{n?|n e N}

«Die Menge aller n? fiir die gilt n ist natiirlich.

{10,11,12,...,18,19}

«Die Menge mit den Elementen 10,11,12, usw. bis 18,
19.»

{keN|10 <k <19}

«Die Menge aller natiirlichen k fiir die gilt 10 ist klei-
ner gleich k£ und k ist kleiner gleich 19.»

Keine Mengen sind:

Die Menge aller Frauen

Die Menge aller Schonwettertage im Juli 2021

Der Term «Frauy ist nicht wohldefiniert (Alter, Chro-
mosomenausstattung, etc.)

«Schon Wetter» ist nicht wohldefiniert. (Pilzsammler
vs. Gleitschirmpiloten).

Wir beschrénken uns also auf Mengen von mathematisch definierten Elementen, typischerweise Zahlen oder

geometrische Objekte wie Punkte.

® Aufgabe 1.1

a) Die Menge der Primzahlen.
c¢) Die Menge der Kubikzahlen kleiner als 1111.

1.2 Operationen in N

Schreiben Sie folgende Mengen in aufzdhlender und beschreibender Form:

b) Die Menge der Vielfachen von 37.

d) Die Menge der Zweierpotenzen.

Die Grundoperationen in N kénnen auf dem Zahlenstrahl definiert werden.

Ein Zahlenstrahl kann wie folgt konstruiert werden: Auf einer Geraden werden zwei unterschiedliche Punkte 0
und 1 markiert (typischerweise die 1 rechts von der 0). Dann wird die Strecke von 0 zu 1 wiederholt nach rechts

abgetragen:

1.2.1 Addition

Um zwei natiirliche Zahlen a und b auf dem Zahlenstrahl zu addieren, wird die Strecke von 0 zu a bei b nach

rechts abgetragen um ¢ = a 4 b zu erhalten.

Damit sind folgende wichtige Eigenschaften einleuchtend:

e a+beNwenn a,b €N (Abgeschlossenheit).
e a+b=>b+ a (Kommutativgesetz).
e (a+0b)+c=a+ (b+c) (Assoziativgesetz).

1.2.2 Multiplikation

Die Multiplikation zweier natiirlichen Zahlen a, b kann als wiederholte Addition aufgefasst werden, d.h.

a-b=

b+b+...+b
—_————

Anzahl Summanden: a
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Die Abgeschlossenheit folgt direkt aus der Abgeschlossenheit der Addition.

# Aufgabe 1.2

a) Finden Sie iiberzeugende Argumente fiir das Kommutativgesetz der Multiplikation, d.h. dafiir, dass a-b =
b - a fir alle natiirlichen Zahlen. Nur weil es fiir das Einmaleins stimmt, heisst noch nicht, dass es fiir
grosse Zahlen nicht einmal Ausnahmen geben konnte!

b) Gleiche Aufgabe fir (a-b)-c=a- (b-c).

« Aufgabe 1.3 An einem Gegenbeispiel soll hier gezeigt werden, dass es kommutative Operationen gibt,
die aber nicht assoziativ sind.

Dazu betrachten wir das Spiel «Schere, Stein, Papier», oder auf Englisch «rock, paper, scissors». Sei M = {r, p, s}
die Menge der drei Symbole fiir rock, paper, scissors.

Man definiert die Operation * so, dass das Resultat der «Sieger» der beiden Symbole ist, z.B. r x p = p, weil
paper rock schlégt. Weiter definieren wir x * x = x fiir x € M im Falle eines Unentschiedens.

Ist die Operation kommutativ? Ist sie assoziativ?

1.3 Subtraktion und ganze Zahlen 7Z

Das Resultat der Subtraktion a — b mit a,b € N ist nur dann wieder eine natiirliche Zahl, wenn a > b. Auf dem
Zahlenstrahl wird der Abstand von 0 zu b bei a nach links abgetragen, um zum Resultat zu kommen.

Damit die Subtraktion immer ausgefiihrt werden kann, miissen die natiirlichen Zahlen um die negativen Zahlen
erweitert werden.

Definition 1.3 Die Menge der ganzen Zahlen Z

Die Menge der ganzen Zahlen Z ist definiert als

Z=1{..,-3-2-10123,..}=NU{-n|neN}

1.3.1 Minuszeichen: 3 Arten

Das Minuszeichen hat drei verschiedene Bedeutungen:

Operationszeichen fir die Subtraktion z.B. 8 -3
Vorzeichen bei negativen Zahlen z.B. —15
Bilden der Gegenzahl (Spiegelung an 0) z.B. —(4+2)

1.3.2 Multiplikation in Z

Die Multiplikation n - z mit n € N und z € Z, z < 0 ist geometrisch wohl definiert, es wird n mal die Strecke
von 0 bis z nach links abgetragen, und es gilt n- 2= z4+z2+...+ 2

Anzahl Summanden: n
Mit dieser Definition ldsst sich aber z - n nicht ohne weiteres definieren; eine negative Anzahl Strecken ist
schwierig zu handhaben. Das Permanenzprinzip verlangt aber, dass die Rechengesetze erhalten bleiben, und
damit l&sst sich z - n = n - z definieren.

Wir halten fest: Das Produkt einer positiven Zahl und einer negativen Zahl ist selbst negativ.

Multiplikation mit —1
Mit der geometrischen Definition ist klar dass n - (—1) = —n fir n € N. Ein Minuszeichen kann durch die
Multiplikationen mit —1 ersetzt werden:
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Vorzeichen zB. =15 =(-1)-15
Operationszeichen a—b=a+ (-b) +(-1)-b

=a
Bilden der Gegenzahl z.B. —(4+2)=(-1)-(4+2)

Merke Subtraktionen sind auch nur Additionen
Fine Subtraktion kann (und soll) als Addition der Gegenzahl aufgefasst werden.

Mit dieser Sichtweise kann von Summen und Summanden gesprochen werden, auch wenn Subtraktionen vor-
kommen.

Die Multiplikation in Z muss nun so definiert werden, dass die bekannten Rechengesetze erhalten bleiben.
Multiplikation von zwei negativen Zahlen

Wie ist nun aber das Produkt (—a) - (—b) zu definieren, wenn a,b € N7 Notieren zu den folgenden Gleichheits-
zeichen die angewandten Gesetze!

(=a)- (=b) = ((=1)-a) - ((=1) - 0) = (=1) - (1) -a-b

Es bleibt also nur noch eine sinnvolle Definition fiir (—1) - (—1) zu finden. Die Multiplikation mit —1 bildet die
Gegenzahl. Das soll auch in ganz Z giiltig sein. Damit muss (—1) - (—1) = 1 sein. Es gilt also

(~a)- (~b) =a-b

oder salopp ausgedriickt: « Minus mal Minus gibt Plus».

Fiir diesen Sachverhalt gibt es noch weitere intuitive Erklarungen. Z.B. kénnte man die negative Anzahl Strecken
als «in die andere Richtung abtragen» interpretieren.
Oder man stellt sich ein kurzes Video vor, in dem ein fahrendes Fahrzeug zu sehen ist. Je nach Richtung, in der
es fahrt, ist die Geschwindigkeit positiv oder negativ. Die Zeit lduft positiv, es sei denn, man schaut das Video
riickwérts an. Weiter gilt:

Strecke = Geschwindigkeit - Zeit

Fahrt das Fahrzeug riickwérts (negative Geschwindigkeit) und man schaut das Video riickwirts (negative Zeit),
legt das Fahrzeug eine positive Strecke zuriick.

1.3.3 Ausmultiplizieren und Klammern auflésen

—— Merke Distributivgesetz

Es gilt das Distributivgesetz:
a-(b+c)=a-b+a-c

D.h. man kann ausmultiplizieren.
Engl. distribute, bzw. frz. distribuer heisst «verteileny.

R Aufgabe 1.4 «Beweisen» Sie das Distributivgesetz fiir natiirliche Zahlen.

Damit konnen wir Klammern auflosen:

— Merke Klammern auflésen

a+({b+c—d)=a+b+c—d a—(b+c—d)=a—-b—c+d

Folgt eine Klammer auf ein + (Pluszeichen), darf diese weggelassen werden.
Folgt eine Klammer auf ein — (Minuszeichen), darf diese weggelassen werden, wenn alle + und — in der
Klammer vertauscht werden.
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R Aufgabe 1.5 Beweisen Sie die Regel zum Klammernauflésen fir a — (b + ¢ — d).
Benutzen Sie dazu die Ersetzung des Minuszeichens durch die Multiplikation mit —1 und das Distributivgesetz
(Ausmultiplizieren).

1.4 Potenzen mit natiirlichen Exponenten

Definition 1.4

b=b-b-...-b fiir be Nund e € Nt
—————

e Faktoren
Potenzen mit natiirlichen Exponenten kénnen als wiederholte Multiplikation aufgefasst werden (so wie die

Multiplikation als wiederholte Addition aufgefasst werden kann).

Man nennt b Basis, e Exponent, b° eine Potenz und den Rechenvorgang nennt man potenzieren.

1.4.1 Rechenregeln
Potenzen haben eine noch hohere Prioritdt als Punkt-Operationen (Multiplikation, Division). Z.B.
3-.32=3-(3)=3-9=27 # (3-3)2=9%=381
Bei Potenzen wird zuerst der Exponent berechnet, bevor potenziert wird. D.h.
38 = 308°) = 327 = 7625507484987 £  (3%)% = 27% = 19683
Potenzen haben auch Vorrang gegeniiber der Gegenzahlbildung. Z.B.
= (8 =16 £ (—4)2=(—4)- (—4) = 16

1.4.2 Potenzgesetze

Seien a,b € N Basen und e, f € NT Exponenten. Es gelten folgende Potenzgesetze, die Sie von nun an beweisen
koénnen sollen:

a-af = CLe+f

Beweis:ae'af: a-a-...-a - a-a¢-...-a = a--a-...-a =a
—_———

Anzahl Faktoren: e Anzahl Faktoren: f Anzahl Faktoren: e + f

e+f

ae-b@:(ab)e
Beweis: a° - b = a-a-...-a - b-b-...-b =ab-ab-...-ab= (ab)*

Anzahl Faktoren: e Anzahl Faktoren: e Anzahl Faktoren: e

() =

Beweis: 4 - a -+ ... a° = a-a-...-a = a¢/
Anzahl Faktoren: f Anzahl Faktoren: e - f Faktoren

Fiir e > f gilt: Z; —att

Anzahl Faktoren: e
—_—

Beweis: Z; = g:g:::::g = a-a-....a =a" 7
W Anzahl Faktoren: e — f

a® (i)e

be b
Anzahl Faktoren: e
. a a a

¢ _ a-a-...-a

Beweis:  — bh-b-... -b :bbb:((g)e

Anzahl Faktoren: e

Anzahl Faktoren: e
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1.4.3 Hoch Null

Wie soll a® definiert werden (fiir a € N*)? Die obigen Potenzgesetze sollen auch weiterhin giiltig bleiben
(Permanenzprinzip).

Aufgabe 1.6 Bestimmen Sie mit Hilfe des ersten Potenzgesetz oben, wie a® zu definieren ist.

Laut dem ersten Potenzgesetz ist a’-a = a”-a' = a"*! = @' = a. Dividiert man

die Gleichung a" - @ = a auf beiden Seiten durch a, erhilt man a” = 1.

Hinweis: 0° ist nicht eindeutig definierbar. In mehreren Fillen macht es aber aus praktischen und édsthetischen
Griinden Sinn, 0° = 1 zu definieren.

1.4.4 Potenzen zum Auswendig lernen
n? bis n = 20, n3 bis n = 5, 3¢ bis ¢ = 5 und 2¢ bis e = 10.

Aufgabe 1.7 Erstellen Sie eine Tabelle mit allen auswendig zu lernenden Potenzen.

1.5 Division und Q

Die Division z : n mit z,n € N und n > 0 kann auf dem Zahlenstrahl sehr einfach definiert werden: Man teilt
die Strecke von 0 bis z in n gleich grosse Strecken. Der erste Teilpunkt rechts von 0 entspricht dem Quotienten
(Resultat der Division).

Ausser wenn n ein Teiler von z ist, ist der Quotient keine natiirliche Zahl, sondern eine rationale Zahl
(Bruchzahl).

—— Definition 1.5 Menge der rationalen Zahlen Q

Die Menge der rationalen Zahlen ist definiert als
@:{i\zeZundneNmitn>O}
n

In einem Bruch - wird 2z der Z&hler und n der Nenner genannt.

Fiir die Addition und Subtraktion kann die geometrische Definition auf dem Zahlenstrahl sehr einfach auf Q
ausgedehnt werden. Algebraisch miissen Briiche aber erst gleichnamig (gleiche Nenner) gemacht werden, bevor
addiert werden kann.

Die Definition der Multiplikation in @Q lasst sich nicht ohne weiteres aus jener in N iibertragen. Man zeigt erst
in Ndassa-(b:c)=(a-b):cund fordert mit dem Permanenzprinzip die Giiltigkeit in Q.

Merke Multiplikation in Q

a C a-cC

b d b-d
«Bruch mal Bruch, wie macht’s der Kenner? Zahler mal Zahler, Nenner mal Nenner».
Und unbedingt vor dem Multiplizieren auch iibers Kreuz kiirzen!

R Aufgabe 1.8 Berechnen Sie:

a)% 63 b)i 63 c) 48 77 d) 169 28 = 27

35 16 27 49 121 32 39 91 6
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1.5.1 Ubungsaufgaben zu Potenzgesetzen
® Aufgabe 1.9 Zusammenfassen, kiirzen:
0 () FEdt g ) () ) A () 3
) Frtte () () ) ()t () D ot B8
R Aufgabe 1.10 Auspotenzieren:
5 2.5, 5 333312\4 5 .5 4\2 3 35..3.\2
a) (2-e?su) b) (—-2-b*d3h?) ¢) (Zremy?) d) (—-3-d>m?p)
2 3 2
e) (—3-dtw) f) (—5a*m?sd) g) (2-a’b%e) h) (=3 f*h3y)
R Aufgabe 1.11 Kiirzen, Koeffizient vor den Bruch:
_ 1L 32,5 9 AT at® 5 5 7.5
a) 17721,)7,17,12 b) fﬁiﬁ,&s c) igszs:o
7 4.6 _ 3 putw® 5.3
d) % e) ébulgwu; f) —2%;3525

R Aufgabe 1.12

5
3
a) <*7’ f3kfn2s3)

2

Q) (-4

R Aufgabe 1.13

a) (—Lg+ 50 (—59-50°)

) (—5h—35n) (5h
5
6

e) (51" +5w) (=

R Aufgabe 1.14

1

a) (%an—’_ 477,12w4

2 2
o (S +fe) (5 - Fv)

R Aufgabe 1.15

a)

—%03]624- 3

24¢° 9
e) S+ 10k2 3

k2p2qiis

4ck?

Auspotenzieren:

)

Ausmultiplizieren:

-4 d) (=ym? - 5-w?) (-5 m? + )
2., 4 5 8 7 1
2+ 2w) f) (—2s+2u) (—Fs++u)
Ausmultiplizieren:
6 2 12 3 5w’ 9f3 5w
) (_Tn W = Fnzyd ) b) ( 307 T 11“;‘3 ) ( 8w? + 41;3 )
5,3 3,3 7
D (F = ) ("= )

Klammern Sie den Faktor mit kleinstmoglichem Nenner aus, so dass in der Klammer
keine Briiche mehr vorkommen und keine gemeinsamen Faktoren.

3 2 5z 10 77.2 4k3

b) —5-97° + i ) —=5-0k — =5
3 3

q Tq _Te 1 .2.3

f) 2m + 5m3 g) 252 2 €78

5, 2, 4

d) —=mp” + 55
4y3 _ 3y
h) 5b 5b
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1.5.2 Dividieren ist Multiplizieren mit dem Kehrwert

Seien a, b € @ zwei Bruchzahlen mit b # 0 und mit b = - mit z € Z und n € N. Welcher Bruchzahl r entspricht
die Division a : b? Dazu formen wir folgende Gleichung um:

r=a:b |-b
r-b=a |TU
2 —a |TU
n

(r-z):n=a |-n
rT-z=a-n |: 2

n

T:(a-n):z:a-(n:z):a~7

Womit wir gezeigt haben, dass Dividieren durch =~ das Gleiche ergibt, wie Multiplizieren mit dem Kehrwert

—2-. Setzt man fiir a = 1 ein, hat man auch noch bewiesen, dass 1: b= % der Kehrwert von b ist.

— Merke Kehrwert

Der Kehrwert einer Zahl q ist %.

n

Ist g als Bruch =~ geschrieben, ist der Kehrwert L ==z,
q z

Anstatt durch ¢ zu dividieren, kann mit dem Kehrwert -+ multipliziert werden.
Wird eine Zahl mit Threm eigenen Kehrwert multipliziert, erhilt man 1.

R Aufgabe 1.16

2 3 4 82+62+52
Tt T b 2- 5 _i,ig 2:(25-3%)7 39
a) 1 2 T8 ) — D) 3 2 ) 5 3 25
-+ = (T)
2 4
—9_ (l) 1 ( 117 ) 1
d) -2 — 3 — _ 1 e) 1+ — % f 127 . 117 =1
s el S o
I 1+
R Aufgabe 1.17 Berechnen Sie im Kopf, aber vereinfachen Sie zuerst mit den Potenzgesetzen!
o (2*5)° (22)°5° _ 912 0 4 3
BelSplel. 55 = 38 "TBF T T 9855 T T8 575:25:225:810:80
i 16° 337
a) —g b) s ) Ty

1.6 Wie viele Zahlen gibt es?

Es ist klar, dass es unendlich viele natiirliche Zahlen gibt. Es scheint auch klar, dass es irgendwie mehr ganze
Zahlen und noch viel mehr Bruchzahlen zu geben scheint.

Leider versagt unsere Intuition griindlichst, wenn es um den Begriff der Unendlichkeit geht.

1.6.1 Abzihlbarkeit

Eine (unendliche) Menge M ist abzahlbar, wenn man alle Elemente komplett durchnummerieren kann. Mit
anderen Worten, M hat in diesem Sinne «gleich viele» Elemente wie N. In der Mathematik spricht man von
Michtigkeit und sagt, M und N sind gleich miéchtig.

Z ist abzidhlbar:

5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5

I | | | | ]
T T T T T

e 9 7 5 3 1 0 2 4 6 8 10

In diesem Sinne hat Z gleich viele Elemente wie N, oder korrekter: Z ist gleich méchtig wie N.
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Q ist abzihlbar:

=5 =4 =3 =2 =1 0 1 2 3 4 3
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
=5 =4 =3 =2 -1 0 1 2 3 4 3
1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 o0 1 2 3 4 5
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
-5 -4 -3 -2 -1 o0 1 2 3 4 5
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
=5 =4 =3 =2 -1 0 1 2 3 4 5
1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 1
Damit ist auch Q gleich méchtig wie N.
1.6.2 Q ist lochrig wie Schweizer Kise
Aufgabe 1.18 Berechnen Sie das Resultat folgender Summe als Dezimalbruch, wenn man a) nur die ersten

drei Summanden, b) nur die ersten 6 Summanden und c) nur die ersten zehn Summanden addiert. Und d) was
erhilt man, wenn man alle (unendlich viele) Summanden addiert?

SR S B S
10~ 100 ' 1000 ' 10000

Gedankenexperiment
Stellen Sie sich vor, Sie hatten einen Tipp-Ex-Roller. Mit diesem Roller wird auf der Zahlengeraden eine Zahl
q € Q (also ein Punkt) mit einem kleinen Streifen Tipp-Ex einer gewissen Lange | € Q iibermalt:

—
]
I N
o, q
Die rationalen Zahlen (Bruchzahlen) sind abzéhlbar, d.h. man kann sie durchnummerieren. Die erste Bruchzahl
in dieser Nummerierung wird mit einem Streifen der Lénge 13—0 iibermalt, die zweite mit einem Streifen der

%, die dritte mit ﬁ und so weiter.
Frage 1 Wie lange ist der Streifen fiir die n-te Bruchzahl?
Frage 2 Wie viel «Gesamtldnge Tipp-Ex» braucht man so, um alle Bruchzahlen zu iibermalen?

Frage 3 Kann das sein? Haben Sie eine Vermutung, wo das «Problem» liegen kénnte?

« Entweder ist es moglich, mit einer endlich viel Tipp-Ex eine unendliche Strecke
abzudecken, oder viele Punkte auf der Zahlengeraden sind nicht iiberstrichen
worden und stellen somit keine rationale Zahl dar.

Lénge

1.6.3 V/2¢Q

V2 ist jene Zahl, die quadriert 2 ergibt.

Schon die Pythagorder wussten, dass nicht alles als Verhéltnis von ganzen Zahlen beschrieben werden kann, wie
z.B. die Lange der Diagonale des Einheitsquadrates.

Aufgabe 1.19 Berechnen Sie die Linge der Diagonalen in einem Quadrat mit der Seitenlange 1.
Der folgende Beweis geht zuriick auf den griechischen Mathematiker Euklid von Alexandria (ca. 300 v.Chr.).

Beweis: Zu zeigen ist, dass v/2 ¢ Q. Um das zu beweisen, werden wir (filschlicherweise) zuerst das Gegenteil
annehmen, niamlich dass V2 = — € Q. Wir werden zeigen, dass sich damit ein Widerspruch konstruieren lésst
und damit unsere Annahme falsch sein muss.

Wir kénnen natiirlich annehmen, dass - vollstandig gekiirzt ist. (Sollte das nicht so sein, kiirzen wir vollstandig
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und nehmen dann den gekiirzten Bruch.) Verwenden wir die Definition von V2 &

2 2

Z <
2:() == |- n?

n n

m? =z

Daraus folgt sofort, dass z? eine gerade Zahl sein muss. 22 ist nur dann gerade,

wenn z selbst schon gerade ist. Damit kann z = 2 - ¢ geschrieben werden. Wir
setzen ein:
2n? = (2-t)? =22 - t* =4t |:2

2 2

n® =2t
Daraus folgt sofort, dass n? gerade ist, und damit ist auch n gerade. Das heisst,
der Bruch = kann mit 2 gekiirzt werden. Das ist aber ein Widerspruch zur

Annahme, dass - vollstdndig gekiirzt war. Also kann v/2 nicht als Bruch dar-
gestellt werden.

1.7 Die reellen Zahlen R

Auf der Zahlengeraden entspricht R der Menge aller Punkte. Dargestellt werden reelle Zahlen meistens als
Dezimalbriiche, z.B. m = 3.141592653589793 . ... Oder aber als ganze Zahlen, Briiche oder Symbole, wie z.B.
V2.

Die Zahlenmengen kénnen wie folgt dargestellt werden:

1.7.1 Dezimalbriiche

Wir unterscheiden 3 Arten von Dezimalbriichen:

Abbrechende Dezimalbriiche, wie z.B. 2.25. Abbrechende Dezimalbriiche sind immer rational, d.h. Elemente
von Q.

Periodische, nicht-abbrechende Dezimalbriiche, wie z.B. 0.33333 ... = 0.3 oder 74.4213131313... = 74.4213.
Auch diese Dezimalbriiche sind immer rational.

Nicht-periodische, nicht-abbrechende Dezimalbriiche, wie z.B. 1.4142135623730951 ... oder
0.101001000100001000001 . . . oder 1.2345678910111213141516 . . .. Diese Dezimalbriiche sind irrational, d.h. nicht
Element von Q.

1.7.2 Nicht-Abzihlbarkeit von R

Das R, bzw. die Menge aller Punkte auf der Zahlengeraden nicht abzdhlbar sein kann, haben wir schon beim
Gedankenexperiment mit dem {iberstreichen aller rationalen Zahlen Q gesehen. Man kann aber auch direkt
zeigen, dass R nicht abzéhlbar sein kann, indem man, wieder durch Widerspruch, das Gegenteil annimmt.

Sei r1, 72, etc. eine vollstandige, durchnummerierte Liste aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1. Diese kénnen

alle als Dezimalbriiche geschrieben werden, die mit 0. beginnen und unendlich viele Nachkommastellen haben
(die aber auch alle Null sein kénnen):
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T1
T2
3
T4

s

S oo e
U O O © = O
O B = =W N
=N W N = e
N = W O © ot

Te

NN~ N 00 N W
O = T O N
N o N O Ot ks W

ry 0. 6 9 1 4 ...
Aus dieser Tabelle bildet man eine neue Zahl entlang der Diagonalen, indem man alle Ziffern ausser der Eins
durch eine Eins ersetzt, und die Einsen durch eine Null. Im Beispiel hier erhélt man die Zahl 0.1010111.. ..
Begriinden Sie, warum diese Zahl nicht in der Liste vorkommt.

D.h. es kann keine vollstédndige Liste geben. Damit ist R méchtiger als N.

Die saubere Definition der reellen Zahlen und Ausdehnung der bekannten Rechengesetze ist sehr anspruchsvoll
und wurde erst 1871 von Georg Cantor das erste mal vollbracht. Der obige «Diagonalenbeweis» wurde, eben-
falls von Cantor, im Jahre 1891 publiziert. Wir feiern also erst das 150-Jahre-Jubildum der mathematischen
Fassbarkeit des gesamten Zahlenstrahls.

1.8 Primzahlen und Primfaktorzerlegung

Definition 1.6 Primzahl
Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl die genau 2 Teiler hat.

Aufgabe 1.20 Schreiben Sie alle Primzahlen bis 50 auf:

Definition 1.7 Primzahlzerlegung

Jede natiirliche Zahl grosser gleich 2 kann in eindeutiger Weise als Produkt von Potenzen von Primzahlen
geschrieben werden (Basen aufsteigend geordnet).

Dazu dividiert man nach und nach «offensichtliche» Faktoren aus. Z.B.
14400 = 100 - 144 = 10% - 122 = (2-5)?- (3-4)* =22 .52 .3%2. 24 = 26 .32 . 52
R Aufgabe 1.21 Bestimmen Sie Primfaktorzerlegung:

a) 294 - 7500 - 2300 b) 441 - 275000 - 70000 c¢) 315154000 - 29000 d) 52510500 - 23000

e) 84-16500 - 1900 f) 122523100 - 29000 g) 5251800 - 19000 h) 735 - 6600 - 170000
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1.9 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-

reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

-g® . . o . . . . . .
A Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und oder die Theorie in einen grosseren

Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 1.1 cxzanlmengen-schreibweisen

Es gibt z.T. mehrere korrekte Moglichkeiten fiir die beschreibende Form.

a) {2,3,5,7,11,13,17,19,23,...}
{z € N| z ist prim}.

b) {37,74,111,148,185,...,}
{37z | z € N}, oder
{n € N | n ist durch 37 teilbar}, oder
{neN|n=237k k€ N}

¢) {0,1,8,27,64,125,216,343, 512, 729, 1000}
{a® | a® < 1111 und @ € N}, oder
{be N |b< 1111 und b = ¢* mit ¢ € N}.

d) {1,2,4,8,16,32, 64,128,256, ...}
{27 | z € N}, oder
{y € N |y =2% mit z € N}.

# Losung zu Aufgabe 1.2 cciommutativ-mulsiplikation

a) Bleibt man bei der Definition vom Abtragen von Strecken kann die Kommutativitdt mit folgendem Bild
«bewiesen» werden, wo man sich vorstellt, wie die Strecken der Lénge 1 im Gegenuhrzeigersinn gedreht

werden:

. — ctesed
S : S
= . S S
g = A

— S

Lénge m

/
/
v
v

SNNI

Léange n

Anzahl m

Man koénnte aber auch einfach a mal b Punkte auf einem Gitter als Rechteck anordnen und so einsehen,
dass man auf das gleiche Resultat kommt, ob man a mal b Punkte zusammen z&hlt oder b mal a Punkte

zusammen zahlt.

b) Betrachtet man Punkte auf einem 3-dimensionales Gitter, die einen Quader mit Seitenldngen (gemessen
in Anzahl Punkten) a, b und ¢ bilden, leuchtet auch das Assoziativgesetz ein.

«¢® o
A Losung zu Aufgabe 1.3 cx-kommutativ-aber-nicht-assoziativ

Die Kommutativitét ergibt sich direkt aus den Spielregeln, es spielt keine Rolle ob man x*y oder y*x betrachtet,

das Resultat (der Sieger) ist dasselbe.
Fiir die Assoziativitat betrachtet man z.B.

(rxp)*s=p=*s=s (dh. der Sieger von r gegen p spielt gegen s) und

r*(p*xs)=rx*s=r (dh. r spielt gegen den Sieger von p gegen s)
was nicht das gleiche ergibt. Also ist die Operation nicht assoziativ.
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R Losung zu Aufgabe 1.4 cxbeweis-distributivgesets
Zu zeigen ist, dass a(b+ ¢) = ab + ac.

Dazu betrachtet man Punkte auf einem Gitter. Zuerst in einem Rechteck mit Lange (b + ¢) und Hohe a. Die
Anzahl Punkte entspricht a(b+ ¢).

Dann betrachtet man zwei Rechtecke nebeneinander mit Hohe a und den Léngen b und c. Die Anzahl Punkte

der beiden Rechtecke ist also ab + ac.

Die Anzahl Punkte total ist ein beiden Féllen gleich gross, weil die beiden Rechtecke zum grossen zusammen-
gefiigt werden konnen.

R Losung zu Aufgabe 1.5 cxxiammern-aufloesen-beweisen

M steht fir Umwandlung von Minuszeichen in die Multiplikation mit —1 oder umgekehrt.
A steht fiir Ausmultiplizieren.

V steht fur Vereinfachen/Ausrechnen.

M A
a—(b+d—c)Eat(~1) - (b+d—c)Za+(=1)-b+(=1)-d—(-1)-

=

c
% v
£

a—b—d+(-1)-(-1)-c a—b—d+l-cxa—b—d+ec

R Losung zu Aufgabe 1.8 cxbruchmultiplikation

N b) = o & @

I\J‘CAJ

R Losung zu Aufgabe 1.9 ex-potenzen-mul-only
a) 7%a5d6g5 b) %h3m4n7 C) *%meGyz
d) 4-g*t102? e) =ct0ab f) 43-c5¢°
R Losung zu Aufgabe 1.10 cx-monome-power
a) 125 c0515,3 b) 625 pl2i2p8 ¢) 25 2miys d) 2 d10mop?
¢) L d2tou? [) —-125 912415 g) 220384 h) - fShoy?

R Losung zu Aufgabe 1.11 cxmonome-division

2 3 2

B -5 e b) -4 -
4

DR DI D —Alest

R Losung zu Aufgabe 1.12 cx-monome-quotient-power

243 p° 625 m!2g12 243 m?°
a) T 32 fORSmIosTs b) 16 “stquloylo C) 32 oI57205254,15
81 18 625 g't 81 8
d) 16 ESp8q16¢20 e) 16 'c16f4h16y4 f) 16 ¢20¢167,16420

R Losung zu Aufgabe 1.13 cxausmultiplizioren-cinfach

7 2 5 2 14 2 2,4 __ 7 2 17 2 2 .4
) 59— g9t 9p — 5P =g gy grt 5P
b) — 178 a* + 292 a2b+%a2b7 izll b =~ 178 a* + Zi a®b — 481411 b?
28 12 8 1. 2 14 3,2 4 4 _ 28 32, 38 3 2 4 4
c) —=5-h o hn® + 47-hn® + 57n* = —=-h% + 55-hn® + 570
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2 2 2
d) 92 m* — 156 m2w? + ?g miw? — 383 wt = 95 m* + 85 miw? — 383 w?
5 5 4 2 5 3 2
¢) —qgt! — gptiw+ gy ttw + Fw? = -t — o ttu + Sw?
35 2 _ _ 1 8 .2 _ 35 2 _ 19 8 2
f) =gs® —2su— g su+ u’ = 55s 5 SU+ Z=u

R Losung zu Aufgabe 1.14 cx-ausmultiplizieren-bruch-monome

a) — g’ — B — O — ke = —Fnte’ - 58 -
b) — i + B - Rwt Fw=— P+ B+ frw

o) — R - A’ - e - Au? = -l 127 - P

d) =5 + e — 5+ gor = PP+ e — Sar

R Losung zu Aufgabe 1.15 cxausklammern-nennerfrei

a) iz (35 b) e (3¢ +102) ) 2. (=35b'—6k)  d) 52 - (28— 25p)

3rp2
2
e) 1Ok12q3 (9+4kq6) f) 10(3n3 (14+5m2q2) g) 2632 '(776785) h) %(73+4y2)
R Losung zu Aufgabe 1.16 cxdaoppervrucene
2 3 8 9 17 17 17
a) ?—F? = 1ﬁ+2ﬁ1 = 1ﬁ2 = 6ﬁ2 :?:i M:H
1+ = ~+5 1T Tt wtw 1w ¥ 8 8
b) e R I s 2 £ 2 5+ 2 Fr 3 2 1 2
2 +2 3 2.4149 3 246 3 W 3 % M 3 T 3
4
3 4 11
21 2121
2 2 2
g 2B et 15 # F F »
_9_(2)? _9_ 4 _9_ 4 _18 _ 4 1
= =5 -2 (=%) 3 93 Ao
) ny_ 12 o1 1
6 ) 6 6 6
) 14 ! 1+ ! 1+ ! — 14ty 28
1
0 (L) a1 1 1174 127° o1t
1z 127 1274 1173 117 127 0 12741173 117-127 0 12751174

R Losung zu Aufgabe 1.17 cx-potenzgesetze-brueche

22.52 4 92 4 52 4 .

) ZF) = (V)T _ st g 52995 - 50
24)®

I N ey

c) 2 =33=27
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R Losung zu Aufgabe 1.21 cxprimfaktorzeriegung

a) 294-7500-2300 = 2-3-7%.3-52.10%2 - 102-23 = 2.3.7%2 .3.52.(2.5)2 . (2.5)2.23 =
2.3.72 . . 22.52.23 = 25.32.56.72.923

b) 441-275000-70000 = 32.7%2 .52.10%-11 - 7-10* = 32.72 . 52.(2.5)3.11 - 7-(2-5)* =
32.72 .23.5%5.11 - 24507 = 27.32.59.73.11

c) 315-154000-29000 = 3%.5.7 -2.7-10%-11 - 10>-29 = 32.5.7 - 2.7-(2:5)3-11 - (2:5)3.29 =
32.5.7-24+.53.7.11 - 22.53.29 = 27.32.57.72.11.29

d) 525-10500-23000 = 3-52.7 - 3-5-7-10% - 10>-23 = 3-.52.7 - 3.-5.7-(2-5)? - (2:5)%-23 =
3-52.7.22.3.55.7.23.53.23 = 25.32.58.72.23

e) 84-16500-1900 = 22.3.7 -3.5-10%-11 - 10>-19 = 22.3.7 -3.5-(2-5)2-11 - (2-5)2-19 =
22.3.7-22.3.5%.11 - 22.52.19 = 26.32.5°.7.11-19

f) 1225-23100-29000 = 52.-72.3.7-10%2-11 - 103-29 = 52.72.3.7-(2-5)%2-11 - (2-5)%-29 =
52.72 .22.3.52.7.11 - 23.53.20 = 25.3.57.73.11.29

g) 525-1800-19000 = 3-5%2-7 -2.32.10% - 103-19 = 3.5%2.7 .2.32.(2-5)? - (2-5)3-19 =
3-52.7.28.32.52 . 23.53.19 = 26.33.57.7.19

h) 735-6600-170000 = 3-5-72 - 2-3-10%2-11 - 10*-17 = 3.5-7% - 2.3-(2-5)2-11 - (2-5)*-17 =
3-5-72.23.3.52.11 - 24.5%.17 = 27.32.57.72.11-17
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2 Terme

Ein wichtiger Teil des mathematischen « Handwerks» besteht darin, Terme umzuformen. Dazu miissen einerseits
die Rechengesetze der reellen Zahlen verinnerlicht sein, und andererseits muss auch «die Natur» komplizierter
Terme sofort erfasst werden kénnen. Ziel dieses Kapitels ist letztere Fahigkeit zu schulen.

Ein Term in der Mathematik lasst sich wie folgt definieren:

e Jede Zahl und jede Variable ist ein Term. Z.B. 42, oder a, oder .

e FKEine Verkniipfung von Termen ist ein Term. Verkniipfungen sind z.B. die Grund-Rechenoperationen,
Klammern, Gegenzahlbildung, Potenzen, Betridge (und spiter auch Funktionen, wie z.B. 1/z).

Beispiele fiir Terme:

a®t 2 2 _ 2
o x —a” — (b =)
Folgende Dinge sind keine Terme:
_5+
(a+b 44+ a+

weil Klammern nicht geschlossen oder Operationszeichen keine Terme verbinden.

2.1 Gleichheit und Aquivalenz von Termen

Die Terme ab und ba sind zuerst einmal verschiedene Terme. Erst wenn man festlegt, worauf sich die Terme
beziehen (in unserem Fall vorerst immer die reellen Zahlen R), kann man sagen, dass fiir jede mogliche Erset-
zung der Variablen durch reelle Zahlen (oder weitere Terme, die reelle Zahlen ergeben) die Terme dquivalent
(gleichwertig) sind. Oder mit anderen Worten:

ab=0ba < Das Kommutativgesetz gilt fiir die Multiplikation.

Es gibt durchaus mathematische Konstrukte der Multiplikation, die nicht kommutativ sind.
Der Einfachheit halber werden wir weiter von Gleichheit von ab und ba sprechen.

Merke Variablen stehen auch fiir Terme

Termumformungen sind auch dann giiltig, wenn Variablen durch Terme ersetzt werden (und nicht nur
durch Zahlen).

Das Potenzgesetz (a - b)¢ = a® - b° gilt nicht nur, wenn man fiir a, b und e Zahlen einsetzt, sondern auch wenn
man z.B. fiir a = (r — y*) und b = - einsetzt. Es heisst dann

(w5 =t (5

Beachten Sie die Klammern um den Bruch!

Merke Schutzklammern

Ersetzt man Variablen durch Terme (typischerweise bei der Anwendung von Umformungsregeln), ist es oft
notig (und i.A. empfohlen!), um die Ersetzung Klammern zu setzen.

Beispiel: ab = ba, Ersetzung: a = c+d

korrekt: (c+d)-b="b-(c+d) falsch: c+d-b#b-c+d
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2.2 Ausdriicke: Notationen und Binidrbidume
Wir unterscheiden 3 Darstellungsarten fiir Ausdriicke:

o Mathematische Notation (fiir die Darstellung auf Papier).
o Computer Notation (fiir die Eingabe auf Computern).

o Darstellung als Bindrbaum (zur Veranschaulichung und computer-interne Darstellung).

~b+(a—4-a-c) a+b
+ a
c—a 1+ 4
Computer Notation: (-b+(a-4*axc)~2)/(c-a) + (a+b)/(1+a/b)
Die hier definierte Computer Notation ist in den meisten Programmiersprachen gebrauchlich, bis auf die No-
tation der Potenz. Wir benutzen hier die Notation mit dem «Circonflex», die in Tabellenkalkulationen (und
z.B. in Basic-Dialekten) verwendet wird.

Mathematische Notation:

Als Bindrbaum: / \

N RN

+ - + +
/N /N /N 7N\
— A c a a b 1 -
| /N /N
b - 2 a b

/N

a *

VAR

* C

N

4 a

An der Wurzel des Baumes (zuoberst), steht immer die Operation, die zuletzt ausgefiihrt wird. Diese Operation
bestimmt tiber das «Wesen» des Terms, d.h. ob der Term letzlich eine Summe, Produkt etc. ist. Ausgewertet
wird ein Baum wie folgt: Zuerst der linke Unterbaum, dann der rechte Unterbaum, dann die Operation der
Wurzel mit den Resultaten der beiden Unterbdumen.

Beispiele fiir die Grundoperationen und Gegenzahlbildung:
+ — — * =+ A
a+b: a—"b: —a: a-b: /1 %: /N a’ s/
a b a b a a b a b a b
Ausdriicke ohne Klammern werden (ausser Potenzen) von links nach rechts ausgewertet. Die letzte Operation

steht also rechts:

+ +

a+b+c /N im Gegensatz zu a + (b+¢): 7

+ & a +

/N AN

a b b ¢
In mathematischer Notation und Computer Notation werden Potenzen ohne Klammern von rechts nach links
ausgewertet. Im Bindrbaum hingegen wird wie gewohnt von links nach rechts gelesen:
A A

. (&
a’ /N im Gegensatz zu (ab) : /N
AcC

/\ /\
b ¢ a b

R Aufgabe 2.1
Ohne zu vereinfachen, schreiben Sie folgende Terme in den jeweils anderen beiden Notationen auf:

a

+ g .

a) —————— b) (x-y)"2/3-xxy"z ) N o~
2 + i /7\ /+\ /T\ /+\
‘ tor = a - a -
r / \ | |
t r b b

(ab + ba)c_d R ~ Zi—lg
O gy DmabrCaybrerd gt/art/bre ) 5o
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2.3 Rechengesetze und Umformungssiinden

Merke Summen sind doof

Viele wichtige Umformungsregeln sind fiir Summen (und Differenzen) nicht giiltig! Z.B. Kiirzen und Po-
tenzgesetze (spiter auch Wurzelgesetze).

R Aufgabe 2.2 Stimmen folgende Umformungen? Wenn ja, begriinden Sie, wenn nein, erkldren Sie den
Fehler und geben Sie ein Gegenbeispiel an. Z.B a — b # b — a, fiir a = 1 und b = 0 erhélt man 1 # —1.

a) (a/b)® =a®/b®
a c ﬁ c 1

R S
gL b_a F_a
b ¢ B ¢ c
d) () =a"t
) (@) = (/)"
C C C
f - 4
) a+b a+b
a+b a b
g) =—+—
C C C

2.3.1 H#4ufigste Fehler

Nichtbeachtung der Priorititen: Klammern, Exponenten, Potenzen, Punktoperationen und Gegenzahlbil-
dung, Strichoperationen.

Kiirzen aus Summen: Aus Differenzen und Summen, kiirzen nur die . . ..
Potenzgesetze auf Summen angewandt: Geht schief.

Vergessene Schutzklammern: Vergessene Klammern beim Anwenden von Rechenregeln auf komplexere Ter-
me.

Addition und Subtraktion von Briichen: Gleichnamig Machen vergessen, fialschligerweise Nenner addieren.
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2.4 Zusammenfassung der behandelten Rechengesetze

2.4.1 Klammern auflésen

at+(b+c)=a+b+c a+(b—c)=a+(b—2c)
a—(b+c)=a—-b—c a—(b—c)=a—-b+c

A Klammern von innen nach aussen auflésen A\

2.4.2 Bruchrechnen %

Addition und Subtraktion Zuerst gleichnamig machen, dann Zahler addieren bzw. subtrahieren.
Kiirzen Nur aus Produkten!

Erweitern Zéhler und Nenner mit dem gleichen Term multiplizieren.

Multiplikation Zihler mal Zihler, Nenner mal Nenner. A Nicht mit Erweitern verwechseln A\
Kehrwert Zihler und Nenner vertauschen. Kehrwert von a ist %

Division Multiplikation mit dem Kehrwert.

Mehrfachbriiche Als Division auffassen (oder geschickt erweitern).
2.5 Betrage

Definition 2.1 Betrag

Der Betrag einer Zahl z ist der Abstand von z zu 0. Formal:

z wenn z > 0
|2l = —z wenn z < 0.

D.h. der Betrag einer Zahl ist immer positiv, entweder die Zahl selbst, wenn sie positiv war, oder die Gegenzahl,
wenn sie negativ war.

Beispiele: | — 5| = 5, oder |5 — 7| = 2, oder |7 — 5| = 2.

R Aufgabe 2.3 Berechnen Sie, bzw. vereinfachen Sie so weit wie moglich.
(2-52«7)3
(11-132)2
a o (28T 24°
e s —177 — (-17) 17 RO U
a) —, 7 (a® =) D) 2 c) 13121 d) 102
T e (32 +2%) EEvER —27%
3 a7
. o (2yg) LEEL He
e) |15 7"~ 102> = 1] 1) . g) — LT i) P ——
72 512 322
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2.6 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-

reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

-g® . . o . . . . . .
A Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und oder die Theorie in einen grosseren

Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 2.1 cx-termnotationen
2
a) (a/b/c+a/(b/c))/(a/b/c+a/(b/c)) b) le—y” —z-y°

3
d) Lb + (a+ —b) a/-b+(a+-b) e) (a"b+b"a) " (c-d)/(a+b)
1 1
g) Tty h) (at+b)/(a-b)/(2*a+b)
a) . _— N T~ . b) e N
2 N e N / \ /7 N\
- - = - AN 3 z A
e d s +/ ¢ a4 s 7/ \2 y =z
/N I\ /N 2N /A
a b b ¢ a b b ¢ x oy
+ - -
£) s g) 2 h) NN
+ d P + N ¢ SN "
_ / \ % - - + - */ b
| / N\ 7\ 7\ /N /0 7N\
A A oC 1 a 1 - a b a b 2 ¢
/N /N |
a b - b b
a

*Lﬁsul’lg zu Aufgabe 2.2 ex-umformungsverbrechen

a) Richtig, Potenzgesetz.

b) Falsch (zB. 4+ 2 # + + +.

]

) Wahr (aus Produkten darf (und soll) man kiirzen).
d) Falsch a®/ wire richtig.
e) Wahr (beides ist gleich a®f.

f) Falsch ( 1i1 #4+1)

g) Wahr. ¢t =L . (g4+b) =L .a+ L .b

h) Falsch, 2a® ist richtig. (sonst wird die 2 mitpotenziert).

i) Falsch, wiirde a® ergeben (Potenzgesetz).

j) Wahr (Potenzgesetz).

k) Falsch (Summen sind doof, man kénnte ¢® ausklammern).

1) Falsch, man kénnte 2* ausklammern.

m) Falsch, erst erweitern, ergibe %.

c) (r-t)/(r+t/r)

f) —a’ + (=a)’-c+d
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YTy

n) Wahr (Nenner auf einen Bruchstrich, dann Kehrwert).

Termanalyse

0) Falsch ((5 ) = 521).

p) Wahr (=~ 51)

q) Wahr (25 2% = 210,

r) Falsch ((—5)? = 25 # —5% = —(52). Potenzen vor Multiplikation und Gegenzahlbildung.
s) Falsch, ergibe (a + b)® - (c + d)°.
t) Falsch, auch die Nenner werden potenziert.

%Lﬁsung zu Aufgabe 2.3 ex-vereinfachen-und-berechnen

%+i 2 2 ab + b 2 2 a2+bb2 2 2 a2+b2 35 2
a') % _ % (G, —b ) - s.zb :.21, : (a b ) ai;bbz ((I —b ) = ﬂ6 ' M M:
2 2
a“+b
b) 177 — (1) 17 7T - 17T 417 171
(32 4 23)? (9+8)° 172 17
(2.52_7)3 2 23_(52>3_73 2 o
(11-132)2 112.(132)2 (2 .56.7 )2
2.53.72)4 2\4 (532 (72)4 (112-134)
C) ((21125-1373))3 (2(1)1252»313:(37)3) . %%58* - 26 . 512 . 76 ].16 . 139 22 . 72 .
13-121 - 13-112 - 13-112 4,198 8.r12 .78 112
e o L3 11 114-13 28.512.7 13- 11
28 . 512 . 116 . 714 . 139
28 .512.7116.714.139 =1
43
q e e ey
) _ % —950 - 950 - -
2 2
e) ‘\5—7| —10‘-|23—1y:‘\—2| —10’-\7|:|22—10\-7:|4—10|~7:\—6|-7:6.7:42
125 (22 | 3
f 77 7 52 ) 5 22 .52 N 3.7 LQ_ 53 100 + 21 Lz_ 53.72.112 s
1+ o117 7. 52 7.-52 ) 11  11-7  7-52 11~ 112-.72.52
| <% —4F|
) 2 |3 ar 11-17 4 ] 33—289 11-17 | —256 11-17
& — 17-11 11-17 218 T o11-17 29 1 11-17 29
28 11-17 1
11-17 29 2
i 2:5)°
) g G 13 322 /100-4 133 3-22  400-39 3-22
s B 3 4 19 \ 3.4 4-3 19 3-4 19
1 .92 2
36 3-22 19 19
3.922 19 19
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3 Exponenten in 7Z

Aufgabe 3.1 Benutzen Sie das Potenzgesetz Z—f = a®~/ um herauszufinden, wie a=! und ¢ (fiir n € N
und a € R*) definiert werden miissen, damit die Potenzgesetze weiterhin giiltig bleiben (Permanenzprinzip).
0 0
a N _ a 1 o 1
%—1:a01:a1 aber auch — = — und damit ¢t = —
a a a a
0 0
a _ _ a 1 L 1
— =" =g aber auch — = — und damit ¢ " = —
a” a” am a”
Merke
1 : -1 1 « : .
o= insbesondere a - = —, also “hoch minus 1 bildet den
a a
Kehrwert!”
Alle Potenzgesetze bleiben auch fiir negative Exponenten erhalten!
R Aufgabe 3.2 Schreiben Sie als vollstindig gekiirzten Bruch (oder ganze Zahl).
a) 1073 b) (0.25)73 c) 479 d) (L)7°
27234)? _ _
0 ) f) (1) g) (-2)7

3.1 Wissenschaftliche Darstellung’

Sehr grosse und sehr kleine Zahlen werden in den Naturwissenschaften mit Hilfe von Zehnerpotenzen oder
Vorsdtzen geschrieben.

Entfernung Erde-Sonne ~ 149 600 000 000 m & = 1.496 - 10" m = 149.6 Gm

Entfernung zum nichsten Stern (Proxima Centauri) 4.2 Lichtjahre: ~ 40 Billionen km &, 4 - 103 km =
4.10% m =40 Pm

: —31
Masse eines Elektrons = 0.000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 911 kg & 9.11 - 107" kg

Diese Schreibweise gibt zudem einen Hinweis auf die Genauigkeit der Angaben. (Fiir die Beispiele gilt: Entfer-
nung Erde-Sonne 4-stellige Genauigkeit, Entfernung Erde-Sirius 1-stellige Genauigkeit und Masse des Elektrons
3-stellige Genauigkeit.)

] Faktor Vorsatz \ Abk. \ Beispiel ‘
10%1 Yotta- Y 3.2-10* m = 3.2 Ym (Yottameter)
10% Zetta- Z 3.2-10%' m = 3.2 Zm (Zettameter)
108 Exa- E 3.2-10® m = 3.2 Em (Exameter)
105 Peta- P 3.2-10% m = 3.2 Pm (Petameter)
10%2 Tera- T 3.2-102 m = 3.2 Tm (Terameter)
10° Giga- G 3.2-10° m = 3.2 Gm (Gigameter)
106 Mega- M 3.2-10° m = 3.2 Mm (Megameter)
103 Kilo- k 3.2-10° m = 3.2 km (Kilometer)
102 Hekto- h 3.2-10> m = 3.2 hm (Hektometer)
10! Deka- da 3.2-10!' m = 3.2 dam (Dekameter)
107! Dezi- d 3.2-107! m = 3.2 dm (Dezimeter)
1072 Centi- c 3.2-1072 m = 3.2 cm (Centimeter)
1073 Milli- m 3.2-107% m = 3.2 mm (Millimeter)
107  Mikro- 1] 3.2-107% m = 3.2 ym (Mikrometer)
107  Nano- n 3.2-107% m = 3.2 nm (Nanometer)
1072 Pico- p 3.2-10712 m = 3.2 pm (Picometer)

IDijeser Abschnitt basiert zum grossen Teil auf Unterrichtsunterlagen diverser Autoren der Kantonsschule am Burggraben.
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(In den USA werden die -iarden nicht verwendet, d.h. die Amerikaner zéhlen one million= 10, one billion= 10°, one

trillion= 102, ...)

Merke

Eine Kommaverschiebung um n Stellen nach rechts (bzw. nach links) wird durch den Faktor 107" (bzw.

10™) ausgeglichen!

R Aufgabe 3.3
a) 100 Billionen Euro

¢) 4 Hundertmillionstel

R Aufgabe 3.4 Schreiben Sie als Dezimalzahl:

a) 1074 b) 2.99792458 - 108
R Aufgabe 3.5

a) Dicke des menschlichen Haares 70 pm (mm;m)

Schreiben Sie mit Hilfe von Zehnerpotenzen:

b) 3 Tausendstel

d) 7 Zehnbillionstel

c) 22.4141-1073 d) 1013.25 - 102

Schreiben Sie die Grosse mit Hilfe der in Klammern angegebenen Vorsétzen:

b) Durchmesser von Atomen 100 pm (nm;m)

R Aufgabe 3.6 Rechnen Sie die folgenden Grossen um in wissenschaftlicher Darstellung:

a) 1 Liter in cm3 b) 10 mm? in km? ¢) 1kg/m?in g/dm?

K Aufgabe 3.7 Stimmt die folgende Faustregel: 1 Jahr dauert rund 10m Megasekunden? Geben Sie die
Abweichung vom exakten Wert absolut und relativ an.

R Aufgabe 3.8 Vereinfachen Sie soweit wie moglich, schreiben Sie den Ausdruck als Bruch ohne negative
Exponenten und ohne negative Basen. Die Potenzen sollen nicht ausgerechnet werden.

a) 5-4.576 b) 0.6710. (—0.6) c) < d) s
o) 12 f) (372)3 g) (=b%)2m=L mit m € Z, b #£ 0.

R Aufgabe 3.9 Vereinfachen Sie:

a) 120(;1—_53 2073 b) i
(&)~
c) 374 — (9-7)2 d) (a=0) (b—a)?

R Aufgabe 3.10 Fiir welche z € Z gilt:

a) 2¢ =871 b) 4% =810
Hinweis: Schreiben Sie die Potenzen der Gleichungen jeweils so wm, dass auf beiden Seiten die gleiche Basis
steht.

3.2 Prefixe in der Informatik

In der Informatik sind die Prefixe k, M, G, T, etc. nicht eindeutig definiert. Oft werden fiir k 210, fiir M 220,
fir G 230 und T 2%° verwendet. Um eindeutig die Zweierpotenzen zu kennzeichnen, werden Ki, Mi, Gi, Ti,
etc. vewendet. Das i’ kommt von binary, bzw. binér.
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R Aufgabe 3.11 Auf dem Computer werden Datenspeicher- und Dateigrossen praktisch immer mit binédren
Prefixen angezeigt (ohne aber die Prefixe Ki, Mi, Gi, Ti, etc. zu verwenden).

a) Festplatten- und Speichermedienhersteller verwenden praktisch immer die dezimalen Prefixe (also mit
Basis 10). Warum wohl?

b) Wie viele Bytes gross ist eine Datei, fiir deren Grosse genau 1GB (1GiB) angezeigt wird? Geben Sie das
Resultat in Exponentialschreibweise mit einer Genauigkeit von 4 Stellen an.

c¢) Wie gross wird dann die Kapazitét einer 2TB (2 Terabytes) grossen Festplatte angezeigt? Man ver-
nachlissige Kapazitatsverluste, die durch Verwaltungsinformation entstehen.

3.3 Weitere Aufgaben

R Aufgabe 3.12 Vereinfachen Sie und schreiben Sie das Resultat als Produkt von Potenzen, ohne Bruch-
striche und Divisionen:

(L 2.b~ba
1 a? 1 1 1 PR =
il b) — =4 = d
2) 4 ) a=1b3 ¢) a+b ( a " ) ) a=b* . pab. q=20
R Aufgabe 3.13 Vereinfachen Sie und schreiben Sie das Resultat ohne negative Exponenten mit héchstens

einem Bruchstrich (und ohne Divisionszeichen):

_9 o\ -2 _9 \ -3 10-7 -2 —12
-1 -7 ol3 €T Y > 35-8 ( 7 ) ( 5 )
a) x b) 472 c - d — | = =
) ) ) ( = ) ( =) a3 :

# Aufgabe 3.14 Beweisen Sie, dass v/3 € Q.
Hinweis: Anstatt gerade/ungerade, untersuchen Sie die Teilbarkeit durch 3.

# Aufgabe 3.15 Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche sind falsch? Begriinden Sie. Fiir falsche
Aussagen, finden Sie eine kleine Korrektur, um daraus eine wahre Aussage zu machen.

a) Die Differenz zweier Zahlen in N ist auf jeden Fall wieder in N.
b) Das Produkt zweier Zahlen in Z ist auf jeden Fall wieder in Z.
c¢) Der Quotient zweier Zahlen in Q ist auf jeden Fall wieder in Q.
d) Es gibt irrationale Zahlen (d.h. Zahlen in R, die nicht in Q sind), deren Produkt in N ist.

e) Die Summe einer irrationalen Zahl (in R, aber nicht in Q) und einer rationalen Zahl (in Q) ist immer
irrational.

f) Abbrechende Dezimalbriiche sind immer rational.
g) Jede rationale Zahl kann als Quotient zweier natiirlichen Zahlen geschrieben werden.
h) Jede irrationale Zahl kann beliebig genau durch eine natirliche Zahl angenéhert werden.

Aufgabe 3.16 Man stelle sich ein unendliches grosses, karriertes Papier vor. Zeigen Sie, dass man sdmtliche
Héuschen mit den natiirlichen Zahlen 0, 1, 2, etc. durchnummerieren kann.
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3.4 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-

reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

-g® . . o . . . . . .
A Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und oder die Theorie in einen grosseren

Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 3.2 cxzahlen-hoch-minus

a) o5 b) 64
e) 57 f) —1

*Lﬁsung Zzu Aufgabe 3.3 ex-wort-zu-potenz
a) = 10 Euro
c) =4-1078

R Losung zu Aufgabe 3.4 cxsci-su-des

a) 0.0001 b) 299 792 458

*Lﬁsung zu Aufgabe 3.5 ex-massumwandlungen

a) 7-1072mm =7-10"%m

*Lﬁsung zu Aufgabe 3.6 ex-massumwandlungen-plus

a) 1 Liter = 10® cm?

R Losung zu Aufgabe 3.7 cxjanr-in-sekunden
la=3.1536-10" s 107 Ms ~ 3.1416 - 107 s

R Losung zu Aufgabe 3.8 cx-vercintachen-neg-exp

a) 5—4 . 5—6 — 5—10 _ _1

b) 10 mm? = 10~ km?

) o d) 125

8 T

b) =3-1073

d) =7-10713

c) 0.0224141 d) 10.1325

b) 107! nm = 1071 m

c) 1kg/m®=1g/dm?

Differenz: ~ 1.20073 - 10° s, also weniger als 1% Fehler.

510

— _ _ —2 2 2
b) 0.6 (=0.6)% =0.6"17-(0.6)*=0.6"2=(-3) = (5) =3
c) z:i =c?2.0=c
d) (27:;3 — bn+1 (—b)?’ _ _bn+1 . b3 — _bn+4
o) L= G = A g -
[ (3=
g) (=b%)?m=1 = (=1)?m~1 = —1, weil 2m — 1 ungerade ist.
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R Losung zu Aufgabe 3.9 ex-vereintachen-neg-exp-plus

-3
a) 24— .2¢7% =502 242 =100t = 1%
2a a

p (B ® B e e
(%)—3 T2 63 33.23 0 23.3 0 24

C) 3—4z _ (9—;&)2 — 34z _ (32)_2;8 —3—4z _3-4x _

) = (=1) - (a —b). Und so (a — b (b—a)!® = (a — b ((-1)(a — b)) =

d) Beachte, dass (b —
10 ))10 — (a _ b)20

a
(a—0)10- (=)0 (a
*Lﬁsung zu Aufgabe 3.10 ex-exponentialgleichungen

4

a) 2¥ = (2%) " =27'% also x = —12.

b) (22)" = (2%) "

222 = 2730 also 22 = —30, also, © = —15.

wLﬁsung zu Aufgabe 3.11 ex-harddisk-angaben
a) Weil dann die Masszahl grosser wird. Ein z.B. 1 TB ist einiges weniger als 1 TiB.

b) 230 B ~ 1.074 - 10° B.
c) 2-10'2/240 ~ 1.81899 TB (TiB).

R Losung zu Aufgabe 3.12 ccaisproduki-von-potenzen

a) =471 b) =a3h—3 c) =a bt d) =ab-a" ! =ab!

R Losung zu Aufgabe 3.13 cxals-bruch-ohne-neg-exp

a) L b) 4 c) -1 d) 40
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4 Planimetrie Grundlagen

Die Planimetrie ist die Lehre der in der Ebene liegenden Figuren. Die Ebene wird als eine Menge von Punkten

aufgefasst.

4.1 Definitionen und Notationen

Beachten Sie, dass die Notationen in der Geometrie nicht standardisiert sind. In verschiedenen Lehrmitteln

werden verschiedene Notationen verwendet.

Wir definieren folgende Notationen fiir Objekte in der Ebene:

P Punkt (ohne Ausdehnung, bezeichnet mit grossen Buchstaben)
g Gerade (beidseitig unbegrenzt, bezeichnet mit kleinen Buchstaben)
Durch zwei verschiedene Punkte gibt es genau eine Gerade!
Eine Gerade ist eine Menge von Punkten.
Aeg Der Punkt A liegt auf der Geraden g. D.h. A ist Element der Punktemenge g.
Bdg Der Punkt B liegt nicht auf der Geraden g. D.h. B ist nicht Element von g.
AB Gerade (Punktemenge) durch die Punkte A und B. Z.B. g = AB
[AB] Strecke (Punktemenge) zwischen A und B, inklusive der Punkte A und B.
AB Lange (reelle Zahl) der Strecke [AB] (gemessen als Vielfaches einer definierten Einheitsldange).
Pg Abstand von P zu g, definiert als die kiirzeste Entfernung von P zu einem Punkt auf g.
gllh Zwei Geraden, die keinen Punkt gemeinsam haben, heissen parallele Geraden.
Zu einer Geraden g und einem nicht auf ihr liegenden Punkt P gibt es genau
eine Parallele p durch den Punkt P.
S=gnNh Schnittpunkt S der Geraden g und h. Lies «g geschnitten mit h».
gNh=9 g und h schneiden sich nicht (also g || h). Das Symbol & ist leere Menge.
g=nh Die beiden Geraden g und h sind identisch.
Manchmal werden identische Geraden ebenfalls als parallel betrachtet.
[AB Halbgerade, die beim Punkt A beginnt und sich durch B ins Unendliche erstreckt.
a=<ASB  Winkel mit Scheitel S und Schenkeln [SA und [SB.
Vorlaufig gilt: <ASB = <BSA und damit 0° < <ASB < 180°.
Bezeichnung mit kleinen griechischen Buchstaben: z.B. «, S, v, 4, €, ¢, w.
<(g,h) Winkel zwischen g und h. Vorldufig gilt <(g,h) = <t(h, g) und damit 0° < <(g, h) < 90°
gLlh <(g,h) =90°.
mag Mittelsenkrechte zu den Punkten A, B.
Map Mittelpunkt der Strecke [AB].
k=Fk(M,r) Kreis k mit Mittelpunkt M und Radius r.
Wgh Winkelhalbierende zu den Geraden g, h.
w;h, w_gh Winkelhalbierendenpaar zu den Geraden g, h. Beachten Sie, dass w;h 1 w_gh.
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4.2 Grundkonstruktionen mit Zirkel, Lineal und Geodreieck

MARB Gegeben: Punkte A und B.
1. Wahle r > %E — T
2. k(A, T) — kl
3. k(B,r) — ko
4. kiNks — P, Py
5. PP — Mmap
Mag Gegeben: Punkte A und B.

1. ABNmap — Map

Senkrechte (Lot) p zu g Gegeben: Gerade g, Punkt P.

durch P 1.  Mit Geodreieck — p
oder
1. Wihler >Pg —r
2. k(Pr)Ng — A, B
3. Mmuap —p

Parallele p zu g durch P Gegeben: Gerade g, Punkt P.
1. Verschiebung mit Geodreieck — p
oder
1. Senkrechte zu g durch P  — h
2. Senkrechte zu h durch P — p

Wgh, bzw. w;h und wgh Gegeben: Sich schneidende Geraden g, h.
1. gnh — S
2.  Wabhle einen Radius — 71
3. k(S,r) — k
4. kng, kNh — G, H
5. Wahle ro > %GiH — To
6. ]{J(G,Tg)ﬂk(Hﬂ“Q) — W
7. SW — Wgp, bzw. w;h
8. Optional: Rechtwinklige zu w;h durch § — wgh

Parallelen p1, ps zu g mit  Gegeben: Gerade g, Linge d.

gegebenem Abstand d 1. Wahle Peg — P
2. Senkrechte zu g durch P —h
3. k(P d)nh — Hy, Hy
4. Parallelen zu g durch Hy, Hy, — p1, p2
Winkel « tibertragen Gegeben: Winkel «, Scheitel S, Schenkel g, h, Halbgerade i = [AB
1.  Wahle einen Radius —r
2. k(S,r), k(A7) — k1, ko
3. klﬂg,klﬂh *)G,H
5. k([,@)ﬂk‘g — Jl, Jo
6. Ubertragener Winkel &« — <BAJ;, <BAJ,

Aufgabe 4.1 Konstruieren Sie obige Grundkonstruktionen.

R Aufgabe 4.2 Erstellen Sie eine Konstruktionsbeschreibung fiir die Konstruktion des Abstands eines
Punktes P zu einer Geraden g.

R Aufgabe 4.3 Erstellen Sie eine Konstruktionsbeschreibung fiir das Abtragen einer Strecke.

R Aufgabe 4.4 Konstruieren Sie ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenldnge s = 5 cm und erstellen Sie eine
Konstruktionsbeschreibung.

Aufgabe 4.5
Konstruieren Sie ein regelméssiges Fiinfeck ABCDE nach folgender Konstruktionsbeschreibung;:
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Gegeben: Punkt Z, Radius r, Umkreis k = k(Z, 7).

1. Wihle A € k — A
2. Rechtwinklige zu ZA durch Z =g
3. kng =G
4. /{J(Mzg,Mng)ﬁg — F
5. AF von A aus auf k 4 mal abtragen — B, C, D, E

R Aufgabe 4.6 «Ubersetzen» und verkiirzen Sie die Konstruktionsbeschreibung zur « Konstruktion mit
Zirkel und Lineal bei gegebener Seitenldnge» zu finden im Wikipedia-Artikel «Fiinfeck» in die hier vorgestellte
Kurzschreibweise fiir Konstruktionsbeschreibungen.

4.3 Koordinatensystem
Um ein (rechtwinkliges) Koordinatensystem in der Ebene zu definieren, miissen 3 Dinge festgelegt werden:

o Ein Ursprung (auch Nullpunkt genannt) O (der Buchstabe 'O’).
¢ Eine Einheitslédnge.
 Eine Richtung fiir die erste Achse (z-Achse).

Die letzten zwei Dinge konnen z.B. durch die Wahl eines weiteren Punkts X festgelegt werden. Die Einheitslidnge
ist dann OX. Normalerweise erhilt man die y-Achse durch eine Drehung der 2-Achse um 90° im Gegenuhr-
zeigersinn. Die z-Achse OX wird normalerweise horizontal mit positiver Richtung nach rechts und die y-Achse
nach oben eingezeichnet.

R Aufgabe 4.7 Zeichnen Sie auf karriertem Papier ein Koordinatensystem mit Mittelpunkt in der Blattmit-
te, Einheit 2 Hauschen und z-Achse nach rechts, y-Achse nach oben. Zeichnen Sie (in der gegebenen Reihenfolge)
folgende Objekte ein:

a) Punkte A = (8,2), B = (2,-6), C = (—4,—4).

b) Mittelsenkrechten m4p und mpc.

¢) Schnittpunkt D = map N mpe. Schitzen Sie die Koordinaten von D ab.

d) Strecke AB, Angabe der Linge ¢ = AB (in Einheitslingen!).

e) Kreis k1 = k(D, DA). Was stellen Sie fest? Kénnen Sie Thre Feststellung beweisen?

f) E = MAD und kg = k(E,ﬂ)

g) Messen Sie die Dreieckswinkel o« = <CAB, 8 = <ABC und v = <BCA. Berechnen Sie deren Summe. Was
sollte das Ergebnis sein? Warum ist dem eher nicht so?

h) Strecken a = BC, b = AC, ¢ = AB.

i) F=mapNec. Gilt F € ko? Ist das Zufall oder konnen Sie das beweisen?

j) Ist DF = AF? Gilt das auch, wenn man die Punkte A, B, C etwas anders wihlt?

4.4 Geometrische Orter

Ein Geometrischer Ort ist eine Menge von Punkten, die eine bestimmte Eigenschaft haben, bzw. eine be-
stimmte Bedingung erfiillen. In der konstruktiven Geometrie sind geometrische Orter normalerweise Geraden
oder Kreise.
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4.4.1 Geometrische Orter der konstruktiven Geometrie

MARB Gegeben sind zwei Punkte A # B.
map ist die Menge aller Punkte P fiir die gilt: PA = PB.

Kurz: mag = {P | PA = PB}

S5 k(M, 7”) Gegeben sind ein Punkt M und eine Lange r.

LS k(M, 7“) ist die Menge aller Punkte P fiir die gilt: M P = r.
Kurz:%;k(M,T) = {P | PM = T’}

2 Winkelhalbierendenpaar wgp, Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden g # h.

o Wy, ist die Menge aller Punkte P fiur die gilt:

Pg = Ph.
Kurz: & Wy = {P | Pg = Ph}.

KN Mittelparallele ms Gegeben sind zwei parallele Geraden g # h.
& Mgy, ist die Menge aller Punkte P fiir die gilt:
Pg = Ph.
Kurz: & Mygp, = {P | Pg = Ph}.

Parallelenpaar zu g im Abstand d =~ & Gegeben: Gerade g, Lénge d
Kurz:{P | Pg = d}

Ceometrische Orter werden sehr oft zur Konstruktion von Punkten (oder Punktemengen) verwendet, die mehrere
Bedingungen erfiillen sollen.
Beispiel: Gegeben sind zwei Punkte A, B mit AB = ¢ = 5. Gesucht ist ein Punkt C' mit AC = b = 4 und
BC =a=3.

1. k(Ab) — ki:1.g.0f C  Erster geometrischer Ort fiir C

2. k(B,a) — kq:2.g01£C

3. kl n kg — Ol, 02
Der Punkt C' muss gleichzeitig zwei Bedingungen erfiillen. Konstruktiv geht man so vor, dass man alle Punkte
konstruiert, die eine Bedingung erfiillen (in diesem Fall je ein Kreis), die geometrischen Orter. Der Schnitt dieser
Orter ergibt dann die Punkte, die beide Bedingungen erfiillen.

R Aufgabe 4.8 Zeichnen Sie ein Koordinatensystem mit Einheit 2 Hduschen und mindestens je 6 Einheiten
nach oben und unten.

Gegeben sind die Punkte A = (—4,-3), B = (2,0) und C = (0,2). Daraus ergeben sich die Geraden g = AB
und h = BC.

a) Konstruieren Sie alle Kreise, die g und h berithren und durch C' gehen.
b) Konstruieren Sie die Punktemenge {P | AP = CP und Pg < Ph} und heben Sie diese farblich hervor.
c) Konstruieren Sie die Punktemenge {P | PB < PC und Pg > Ph} und heben Sie diese farblich hervor.

R Aufgabe 4.9 Auf einer Wiese ist eine Ziege am Punkt P = (1, —2) mit einer Leine der Linge ¢ = 6.5
angebunden. Auf der Wiese steht ein Haus mit quadratischem Grundriss der Seitenlédnge 3 mit je einer Seite
auf einer positiven Achse.

Konstruieren Sie die Menge aller Punkte, die die Ziege erreichen kann.

R Aufgabe 4.10 Gegeben sind die Geraden g durch A = (4,—2) und B = (7,2) und die Parallele h zu g
durch den Punkt C(—1,—0.5). Weiter ist der Punkt P(6,3.5) gegeben. Konstruieren Sie alle Kreise, die g und
h beriihren und durch P gehen. Schétzen Sie die Koordinaten der Mittelpunkte der Kreise ab.

R Aufgabe 4.11 Gegeben sind die Gerade g = G1G3 mit G; = (—1,—1) und G = (4, 1) und der Punkt
A = (0,2). Konstruieren Sie alle Kreise, die g in G beriihren und durch A gehen.
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R Aufgabe 4.12 Gegeben sind der Kreis k = k(M,r1) mit M = (1,—1) und 7 = 3, die Gerade g = G1G>
mit G; = (—=1,—1) und G2 = (4,1).

a) Konstruieren Sie alle Kreise mit Radius ro = 1.5, die k& und g beriihren.

b*) Welche Anzahl Loésungen sind méglich, je nach Wahl der Lage und Grossen der gegebenen Objekte?

¥ Aufgabe 4.13 Gegeben ist B = (0,2) und ¢ (die 2-Achse). Konstruieren Sie die Punkte P fiir die gilt:
PB = P{ = d fiir alle halbzahligen Werte von d von 1 bis und mit 6. Definieren Sie in GeoGebra fiir d einen
Schieberegler und schalten Sie die <Spurs> von P ein. Hinweis: auf dem Wiki ist ein Erkldrvideo zu finden.

Skizzieren Sie damit die Punktemenge {P | PB = P/}.

R Aufgabe 4.14 Gegeben sind By = (—4,0) und By = (4,0). Konstruieren Sie die Punkte P fiir die gilt:
PB; 4+ PBs = 10 und PB; = d fiir alle ganzzahligen Werte von d von 1 bis und mit 9.

Skizzieren Sie dann die Punktemenge {P | PB; + PB; = 10}.
Mit welchen Hilfsmitteln kénnte man diese Punktemenge relativ einfach zeichnen?

# Aufgabe 4.15 Sie stehen auf dem Punkt P = (-2, —1), die Strecke [AB] mit A = (—3,0) und B = (3,0)
ist eine uniiberwindbare Mauer. Welche Punkte hinter der Mauer (d.h. oberhalb der Geraden AB) haben die
Eigenschaft, dass sie von P gleich weit entfernt sind, egal, ob man die Mauer bei A oder B umgeht?

Waéhlen Sie das Koordinatensystem mit mindestens 2 Einheiten nach unten und 6 Einheiten nach oben.
a) Konstruieren Sie den Punkt X auf [AB] der die obige Eigenschaft hat.
b) Konstruieren Sie mindestens 5 weitere Punkte oberhalb der Geraden AB mit der obigen Eigenschaft.

— Merke

= Fine Parabel p ist der geometrische Ort aller Punkte P, die zu einer ge-
gebenen Gerade ¢ (Leitlinie) und einem Punkt B (Brennpunkt) den gleichen

Abstand haben.
p=1{P|PB =P}

Eine Parabel hat die Eigenschaft, dass Strahlen, die senkrecht zur /
Leitlinie einfallen, alle zum Brennpunkt reflektiert werden. Dreht — P
man eine Parabel um ihre Symmetrieachse, entsteht ein Parabo-
loid. Parabolantennen (Satellitenschiisseln) sind Paraboloide mit
der Antenne im Brennpunkt.

— Merke

= Eine Ellipse e ist der geometrische Ort aller Punkte P, die von zwei gege-
benen Punkten By und By (Brennpunkte) eine konstante Abstandssumme d
haben (d > By B»).

e={P| PB,+ PBy=d}.

Eine Ellipse hat die Eigenschaft, dass Strahlen, die von einem
Brennpunkt ausgehen, auf den anderen Brennpunkt reflektiert
werden.

Planetenumlaufbahnen sind in sehr guter Naherung ebenfalls El-
lipsen, wobei die Sonne in einem Brennpunkt steht).
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Merke

Eine Hyperbel h ist der geometrische Ort aller Punkte P, die von zwei gegebenen Brennpunkten B; und
Bs einen konstanten Abstandsunterschied d haben (d < B;Bs).

h={P||PB - PB,) = d).

Léasst man die Betriage weg, erhdlt man nur einen Hyperbel-Ast.

Eine Hyperbel hat die Eigenschaft, dass Strahlen, die von einem
Brennpunkt ausgehen so reflektiert werden, als kimen die Strah-
len vom anderen Brennpunkt.

Die Bahn eines Himmelskorper, der zu schnell unterwegs ist, um
in eine Umlaufbahn einzuschwenken, beschreibt eine Hyperbel.
Eine Hyperbel hat zwei Asymptoten, d.h. zwei Geraden (in
der Skizze oben gestrichelt), denen sich die Kurve immer mehr
annidhert.

R Aufgabe 4.16 Gegeben ist eine Strecke [AB] und eine Lange ¢. Was ist der geometrische Ort aller Punkte
C, fiir die der Umfang vom AABC gleich £ ist? Was fiir Bedingungen muss £ erfiillen, damit es iberhaupt eine
Losung gibt?

R Aufgabe 4.17 Gegeben ist eine Gerade g und ein Punkt P. Was ist der geometrische Ort der Kreiszentren
Z der Kreise, die g bertihren und durch P gehen, wenn a) P € g7 Und wenn b) P & g?

R Aufgabe 4.18 Gegeben ist eine Parabel p und ihre Leitlinie £. Durch einen Druckfehler ging ein Teil der
Parabel verloren. Konstruieren Sie direkt auf dieses Blatt den Brennpunkt der Parabel und den Scheitelpunkt
S der Parabel (der Punkt der Parabel, der am néchsten an £ ist).
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R Aufgabe 4.19 Gegeben ist eine Ellipse e sowie ihre Symmetrieachsen g und h. Konstruieren Sie die
Brennpunkte der Ellipse e direkt auf dieses Blatt.

Hinweis: Die Konstruktion ist extrem einfach. Die Schwierigkeit dieser Aufgabe liegt darin, die nétigen geome-
trischen Uberlegungen zu fiihren und sauber zu dokumentieren.

€
g
h
4.4.2 Zusammenfassung Kegelschnitte
Kurve Gegeben geometrischer Ort Reflexionseigenschaft
Parabel Brennpunkt B, Leitlinie £ {P | PB = Pé} Senkrecht zur Leitlinie einfallende Strahlen werden
zum Brennpunkt hin reflektiert.
Elhpse Brennpunkte Bi, Bz, Ab- {P | PBl =+ PBQ = d} Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen wer-
standssumme d > Bj By den zum anderen Brennpunkt hin reflektiert.
Hyperbel Brennpunkte Bj;, Bz, Ab- {P | |PB1 — PB2| = d} Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen wer-
standunterschied d < B Bs den so reflektiert, als kimen sie vom anderen Brenn-
punkt.

R Aufgabe 4.20 Von einer Ellipse kennt man den einen Brennpunkt B; = (2, 0) und zwei Punkte P; = (0, 2)
und P, = (—1,1) auf der Ellipse.

a) Gegeben ist die Abstandssumme d = 5. Konstruieren Sie den (die) zweiten Brennpunkt(e) und skizzieren Sie
die Ellipse(n).

b*) Wenn die Abstandssumme nicht gegeben ist, beschreiben Sie den geometrischen Ort aller zweiten Brenn-
punkte Bs.

# Aufgabe 4.21 Von einer Parabel kennt man zwei Punkte auf der Parabel P; = (—4,0) und P, = (4,2)
sowie den Brennpunkt B = (—1, —3). Konstruieren Sie alle moglichen Leitlinien und die entsprechenden Schei-
telpunkte der Parablen (Punkte, die am nichsten an der Leitlinie sind) und skizzieren Sie die entsprechenden
Parabeln.
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4.5 Winkelsitze an Geraden

4.5.1 Scheitel- und Nebenwinkel

Scheitelwinkel sind & gIGICh gross:
a=~und 8 =9.

Nebenwinkel ergéinzen sich zu & 180°:

a+B=B+7=~+0=0+a=180°.

4.5.2 Winkel an Parallelen

Stufenwinkel sind & glelch gross:
a=c¢, =, v=1und § = w.

Erginzungswinkel erginzen sich zu & 180°:
a+p=a+w=180°,
f+e=p0+1v =180,
1 te=q+w= 1807
0+¢c=26+1 = 180°.

Den Scheitelwinkel eines Stufenwinkels nennt man auch Wechselwinkel (z.B. a = ).

4.5.3 Bezeichnungen und Winkel in Dreiecken

Fiir ein Dreieck (AABC) gelten folgende Notationen:

A B, C Eckpunkte, normalerweise im Gegenuhrzeigersinn.
a, b, c Seiten, gegeniiber der entsprechenden Eckpunkten.
a, B,y Innenwinkel an den entsprechenden Eckpunkten.
We, WG, Wey Winkelhalbierende der entsprechenden Winkel.
ha, hy, he Hohen auf die entsprechenden Seiten.

M,, My, M. Seitenmittelpunkte.
Mq, Mp, M Mittelsenkrechten der entsprechenden Seiten.
Sa, Sby Se Schwerlinien. Z.B. s, = AM,

Aufgabe 4.22
Mit den Winkelsédtzen an Parallelen beweisen Sie, dass die Innenwinkelsumme in einem Dreieck 180° ist.

Gleichschenklige Dreiecke B
Ein Dreieck ist gleichschenklig wenn zwei Seiten gleich '
lang sind. Die gleich langen Seiten nennt man Schenkel, c

die dritte Seite heisst Basis. Die Winkel zwischen Basis

und Schenkeln sind gleich.

<

A
Gleichseitige Dreiecke

In einem gleichseitigen Dreieck sind alle Seiten gleich lang und damit alle Innenwinkel gleich 60°.
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R Aufgabe 4.23 Wie gross ist der Winkel a? Hinweis: Die Skizzen sind nicht massstabgetreu.

a) D, b NC b) D, 1y
92° o
o 42°
1l
i B AN B 7

R Aufgabe 4.24 Zeigen Sie, dass die beiden Winkelhalbierenden senkrecht aufeinander stehen.

R Aufgabe 4.25 In einem gleichschenkligen Dreieck mit oo = 3 ist
a)y=40° b)y=3a ¢)f+y=140° d)a=x
Wie gross ist a?

# Aufgabe 4.26 Beweisen Sie: In jedem AABC gilt <(wq,wp) = 90° — . Hinweis: Nehmen Sie an, die
Winkel des Dreiecks sind gegebene Grissen, deren Zahlwerte man aber nicht kennt.

# Aufgabe 4.27

Ein Lichtstrahl wird an den beiden Schenkeln eines Winkels «
reflektiert. Dabei gilt das Reflexionsgesetz aus der Physik:

Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel.

Unter welchem Winkel § schneiden sich der einfallende und der
ausfallende Lichtstrahl? Hinweis: Fihren Sie die Hilfswinkel 5 und
v @m Dreieck mit dem Winkel o ein.

R Aufgabe 4.28

Gegeben ist eine Strecke [AB] und ein Winkel 8 mit Scheitel B und
Schenkeln AB und a. Es wird folgende Konstruktion ausgefiihrt:
1. Map — M
2. k(M,MA) —t
3. ant —C
4. k(C,CM)nt — D
a) Berechnen Sie v = <«BCD in Abhéngigkeit von . Hinweis:
Untersuchen Sie das Dreieck AMCD.
b) Fiir welchen Winkel 3 ist CD || AB?

® Aufgabe 4.29

Gegeben ist eine Strecke [AB] und ein Winkel 8 mit Scheitel B und
Schenkeln AB und a. Es wird folgende Konstruktion ausgefiihrt:
1. MAB — M

2. k(M,MA) —t
3. ant —C
4. 1Ll zuadurch M —p
5. pNt — D

a) Berechnen Sie v = <BCD und p = <CM D in Abhéngigkeit
von f3.

6. Januar 2022 27 https://fginfo.ksbg.ch/blc


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
mailto:ivo.bloechliger@ksbg.ch
https://fginfo.ksbg.ch/blc

Mathematik 1. Klasse

! !"E EEEIE
Planimetrie Grundlagen - e ) @ BY-SA lvo Blochliger

4.6 Kreiswinkelsitze

4.6.1 Thaleskreis

Satz 1

Liegt in einem Dreieck ABC der Punkt C auf dem Kreis mit Durchmesser [AB], dann ist v = <BCA = 90°
und umgekehrt.
Der Kreis tiber dem Durchmesser [AB] heisst Thaleskreis.

Beweis: (C € k(Map, AMap) = v =90°)

s MA = MB = MC und damit sind
AAMC und AM BC' gleichschenklig.
Also gilt: v = a + .
3 Eingesetzt in oo+ 3+~ = 180° ergibt sich:
Al ] E

Sc

v+v=180° < ~=90°,
was zu beweisen war.
Beweis: (v =90° = C € k(Map, AMag))
C « Man spiegelt C' and M und erhilt ein Rechteck (o +
£ = 90°). Die Diagonalen in einem Rechteck halbieren

sich, und damit gilt AM = MC' = M B, womit bewiesen
A Vi B ist, dass C' auf dem Kreis mit Durchmesser [AB] liegt.

— Merke

Der Thaleskreis ist der geometrische Ort aller Punkte P, die {iber einer gegebenen Strecke [AB] einen Winkel
von 90° bilden.

— Merke

Beriihrt eine Gerade g einen Kreis k = k(Z,r) im Punkt G, nennt man diese Gerade eine Tangente and
k mit Berithrungspunkt G und es gilt:
ZG L g

R Aufgabe 4.30 Gegeben ist ein Kreis k = k(Z,r) und ein Punkt P ausserhalb von k. Konstruieren Sie
die Tangenten an k durch P.

# Aufgabe 4.31 _ Eine Strecke [AB] der Lénge 6 hat den Punkt A irgendwo auf der z-Achse und B so auf
der y-Achse, dass AB = 6. Konstruieren Sie einige Punkte des geometrischen Ortes aller Punkte M 45, stellen
Sie eine Vermutung fiir diesen Ort auf und beweisen Sie Ihre Vermutung.

R Aufgabe 4.32 Gegeben sind zwei Kreise k1 = k(Z1,71) und ke = k(Z3,r2) mit Z; = (—3,1) und r; = 3
und Z3 = (4, —3) und 2 = 1.5. Konstruieren Sie alle 4 Geraden, die beide Kreise beriihren.

Hinweis: Vergrissert oder verkleinert man die Radien beider Kreise um die gleiche Ldnge, verschieben sich
gemeinsame Tangenten parallel. Vergrissern, bzw. verkleinern Sie einen Kreis so, dass der andere zum Punkt
wird. Machen Sie erst eine Skizze, um die Situation zu verstehen.
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# Aufgabe 4.33 In einem allgemeinen Dreieck AABC seien H, und H}, die Hohenfusspunkte der Hohen
h, und hy auf den Seiten a, bzw. b. Zeigen Sie, dass das Dreieck AM a5 H,Hy gleichschenklig ist.

4.6.2 Sehnen-Tangenten-Winkel

= Die Winkel <MT 5P sind beide 90°. Also
o =90° —<MTYT, und oy =90° — <MT5T}

Das AMTiT, ist gleichschenklig, also <MT\T;, =
<):MT2T1. Und damit

a1 = (9

Dies gilt fiir alle gleich langen Sehnen s.

Merke
Eehnen—Tangenten—Winkel iiber gleich langen Sehnen sind gleich gross.

R Aufgabe 4.34 Beweisen Sie mit Hilfe der Skizze oben, dass der Zentriwinkel <77 M1, = 2a.

4.6.3 Peripherie-Winkel

Ein Peripheriewinkel ist ein Winkel mit Scheitel auf der Kreislinie und Schenkeln durch die Endpunkte einer
Kreissehne. Z.B. der Winkel « iiber der Sehne [AB] in der folgenden Skizze:

o Im AABC gilt: a4+ 5+~ = 180°
Eingesetzt in

(a6 +7)+(B+d' +9)+(v+a'+5") = 3-180°
erhalt man

180° + 20/ + 28 + 2+ = 3 - 180°

also
Oé/+/8/+’>/ — 1800
Im Punkt A gilt a+ '+ +" = 180° und damit

/
a =«

Analog dazu beweist man 5 = § und +' = ~.
Da keine Annahmen iiber die Wahl der Punkte A, B, C' auf dem Kreis k getroffen wurden, ist der Beweis
allgemein giiltig. Insbesondere gilt der Beweis, wenn [BC] fix ist und A auf dem Kreis wandert. Die Winkel o’
dndern sich dabei nicht, also bleibt auch der Winkel o immer gleich gross.

Merke

Peripheriewinkel iiber gleich langen Sehnen sind gleich gross.
Und umgekehrt gilt auch, dass der geometrische Ort aller Punkte C, die {iber einer Strecke [AB] einen
Winkel v bilden, einem Kreisbogenpaar iiber [AB], dem sogenannten Ortsbogenpaar entspricht.
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R Aufgabe 4.35 Uber einer gegebenen Strecke [AB] konstruieren Sie den Ortsbogen fiir einen gegebenen
Winkel v = 65°.

R Aufgabe 4.36 Von einem Dreieck ABC' ist folgendes gegeben (Einheit jeweils 2 Hiuschen (oder lcm)):
a) c=5,v=060° h.=4.

b) ¢ =5, 7 =60° 6 = <ACMup = 40°.

c¢*)c=5,he=3,~v="70°

# Aufgabe 4.37 Gegeben sind zwei unterschiedlich grosse Kreise k1 und ko, die sich in einem Punkt B
von aussen berithren. Durch den Punkt B wird eine Gerade g gelegt, die keine Tangente an die Kreise ist. Die
Gerade g schneidet die Kreise k1 und ko in je einem weiteren Punkt 77 und T5. Seien ¢; bzw. to die Tangenten
an ki bzw. kg im Punkt 77 bzw. Ts.

a) Machen Sie eine saubere Skizze der Situation.
b) Beweisen Sie, dass t1 || t2.

® Aufgabe 4.38 Berechnen Sie den Winkel a:

e ) C é\

(0] / °

# Aufgabe 4.39 Gegeben sind zwei unterschiedlich grosse Kreise k1 und ks, die sich in zwei Punkten A
und B schneiden. Weiter ist eine beliebige Gerade g durch A gegeben, die beide Kreise schneidet, ndmlich in
den Punkten C'=gNk; und D = g N ko.

a) Machen Sie eine saubere Skizze der Situation.

b) Beweisen Sie, dass der Winkel <CBD immer gleich gross ist, egal wie g durch A gelegt wird.

# Aufgabe 4.40 Diese Aufgabe kann mit GeoGebra gelost werden.

Gegeben ist ein Kreis k und zwei beliebige, sich nicht schneidende Sehnen [AB] und [CD] (also A, B,C, D € k).
Hinweis: Die Sehne [CD] soll auf dem Kreis wandern kénnen. Definieren Sie darum in GeoGebra die Sehne
[CD] mit Hilfe eines Kreises mit Mittelpunkt C' auf k und gegebenem Radius. D ist dann ein Schnittpunkt der
Kreise.

Sei X der Diagonalenschnittpunkt des Vierecks, geformt durch die vier Punkte A, B, C, D.

Wenn die Sehne [C'D], ohne ihre Linge zu dndern, auf k wandert, wo liegen dann alle Punkte X? Stellen Sie
eine Vermutung auf und beweisen Sie diese.

R Aufgabe 4.41 Gegeben ist ein allgemeines Dreieck AABC. Im Punkt A wird die Tangente ¢ an den
Umkreis gelegt. Berechnen Sie den Winkel § = <((¢, a), wenn «, 8 und v gegeben sind. Machen Sie eine saubere
Skizze der Situation. Hinweis: Das Resultat ist eine Formel, die gegebene Winkel enthdlt.
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R Aufgabe 4.42

a) Berechnen Sie die Winkel v,  und ¢ aus « und 3: b) Wie hingen « und § zusammen? Hinweis: A und
B sind beliebig auf den Kreisen gewdhlt.
D

« Aufgabe 4.43 Beweisen Sie, dass in jedem beliebigen AABC folgendes gilt: wy N'map € u, wobei u der
Umkreis des Dreiecks ist.

4.7 Repetitionsaufgaben

Aufgabe 4.44 Gegeben sind zwei Kreise k1 und ko mit Zentren Z; und Zs mit unterschiedlichen Radien
r1 und 79.

a) Beschreiben Sie, wie man die Kreiszentren Z3 eines Kreises ks mit gegebenem Radius r3 konstruiert, so dass
ks beide Kreise k; und ko beriihrt.. Wie viele Losungen kann es maximal geben? Kann es null Losungen geben?

b) Man nimmt an, dass k1 Nke = @ und dass Z;Z> > r1 + ro. Beschreiben Sie, wie man den Kreis mit
kleinstmoglichem Radius konstruiert, der beide Kreise k1 und ko bertihrt.

¢) Man nimmt an, dass k1 N ke = @ und dass Z1Z5 > 11 + ro. Was ist der geometrische Ort aller Kreiszentren
der Kreise, die beide gegebenen Kreise von aussen beriithren?

Aufgabe 4.45 Zeigen Sie, dass sich eine Ellipse und eine Hyperbel mit gemeinsamen Brennpunkten senk-
recht schneiden. Verwenden Sie dazu die Reflexionseigenschaften der beiden Kurven. Hinweis: Der Schnittwinkel
zweier Kurven ist gleich dem Winkel der entsprechenden Tangenten im Schnittpunkt.

Aufgabe 4.46 Ein Lichtstrahl g wird von einer Kurve k so reflektiert, als ob der Lichtstrahl von der
Tangente im Schnittpunkt g N k reflektiert wiirde.

Gegeben ist ein Kreis um Z = (1,—2) mir Radius 7 = 4 und die Punkte A = (—6,4) und B = (—4,3).
Konstruieren Sie die Reflexion am Kreis des von A durch B gehenden Lichtstrahls.

Aufgabe 4.47 Gegeben sind zwei Kreise k; o die sich nicht schneiden und die nicht ineinander liegen. Es
gibt also zwei dussere gemeinsame Tangenten ¢; und ¢2 und zwei innere gemeinsame Tangenten ¢3 und t4. Zeigen
Sie, dass die vier Schnittpunkte je einer inneren mit einer dusseren Tangente auf einem Thaleskreis tiber Z;, Z5
liegen.

Machen Sie dazu eine gute Skizze mit Zirkel und Lineal, die gemeinsamen Tangenten brauchen aber nicht
konstruiert zu werden.

Aufgabe 4.48 Zeichnen Sie ein spitzwinkliges Dreieck ABC und konstruieren Sie einen Halbkreis mit
Mittelpunkt auf der Seite ¢ so, dass die Seiten a und b Tangenten des Halbkreises sind.

Aufgabe 4.49 Gegeben sind

a) zwei sich schneidende Geraden g und h mit <(g, h) = 60°.

b) zwei sich schneidende Kreise k1 = k(M7,7m1 = 3) und ko = k(Ms,r2 = 2.5) mit My My = 4.

c) eine Gerade g und ein Kreis k = k(M,r = 3) mit Mg = 1.

Konstruieren Sie alle Kreise mit Radius 1, so dass die zwei gegebenen Geraden bzw. zwei Kreise bzw. die Gerade
und den Kreis berithrt werden. Wie gross ist jeweils die Anzahl der Losungen?
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4.8 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-
reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, tiber den Tellerrand hinaus zu schauen und /oder die Theorie in einen grosseren
Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 4.2 cxxb-abstand-p-g

1. Wihler >Pg —r
2. k(P,r) — k
Gegeben: Gerade g, Punkt P (mit P ¢ g). 3. kNg — A, B
4. Map — Q
5. PQ — Pg
R Losung zu Aufgabe 4.3 cxib-strocke-abtragen
1. AB —r
Gegeben: Strecke [AB], Gerade g mit Punkt P €g. 2. k(P,r) —k
3. kng - C, D
R Losung zu Aufgabe 4.4 cxib-gleichseitiges-dreieck
1.  Punkt A wihlen — A
2. Gerade ¢ durch A widhlen — ¢
Gegeben: Linge s = 5 cm. Z Z (\:4(1)?5;4 auf g abtragen : kBll’ B
5. /C(Bl, S) — k‘g
6. kiNky — (1, Oy

Losung: AAB,C1.

R Losung zu Aufgabe 4.6 ccib-penta-aus-seite
Gegeben: Punkte A, B.
1. Senkrechte zu AB durch A — h

k(A AT)
kiNh

E(Map,MapJ)
k1N ko
map Nk

®© N ot N

/{J(MAB,MABH) NAB

k(D,DE) N k(B, AB)

— k1
- H
— J
— ko
- F
— D
—C

*Lﬁsung Zzu Aufgabe 4.7 ex-koordinaten-system-einfuehrung
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108.43°

c) D= (1,1) (sogar exakt).
d) 10 Einheiten (bei 8mm Einheit: 80mm/8mm = 10)
e) A,B,C € ky, weil D ist der Umkreismittelpunkt vom AABC. Weil D € mp gilt DA = DB, und weil

D € mpc gilt DB = DC, und damit ist D gleich weit von A, B, C entfernt.

g) a =~ 26.57°, 5 ~ 108.43°, v = 45°. So genau messen kann man die Winkel natiirlich nicht, die Summe kann
daher etwas kleiner oder grosser als die eigentlich exakten 180° sein.

i) Ja, weil <DFA = 90° iiber dem Kreisdurchmesser [DA] steht. Damit ist ko ein Thaleskreis auf dem alle
rechten Winkel mit Schenkeln durch A, D liegen.

j) In dieser speziellen Situation ja. Wiirde man den Punkt C weiter auf BC' verschieben, wiirde sich [DF]
dndern, aber [AF| nicht.

R Losung zu Aufgabe 4.8 cxgeometrische-oerters
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ky A
+6
h
1, 2.¢.0.1f.
Zo
+ 4
mac
+3
Hy
g
2
1 ! 41
wy, 1.8.0.1.
t t t t } t il } t t t t t +—
-8 -7 -6 -5 -4 -3 S -1 O 1 5 6 7 8
-1
- -2
A
+ -3
mAB wgh 1.g/0.f.Z

~+ —6

a) Fiir das Kreiszentrum Z gilt: Zg = Zh (Kreis beriihrt die Geraden) und ZC' L h (beriihrt h in C). Das
ergibt 2 geometrische Orter fiir Z.

b) Der erste geometrische Ort ist m4¢. Der zweite geometrische Ort ist die ganze Fliche zwischen w;h und wgh
in der g enthalten ist. Deren Schnitt ergibt eine Strecke.

c¢) Der erste geometrische Ort ist die Halbebene, die B enthilt und durch die Gerade mpc, begrenzt ist. Der
zweite geometrische Ort ist die ganze Fliche zwischen w; 5, und wsh in der h enthalten ist. Deren Schnitt ergibt
eine Fléche.

Lo wyy,, wy, — 1.g.0.f.7

2. 1 zu h durch C — 2..0£7, Z1, Zy

3. k(Z1,21,0C), k(Z3,Z2,C) — 2 Losungen zu a)

4. macN w;h, mac N wgh — [L1, L], Losung zu b)
5. chﬂw;h, mBCﬁw?]h — Hy, Hy

6. Schraffierte Flache — Losung zu c)

%Lﬁsung zu Aufgabe 4.9 ex-geometrische-oerter-ziege-ums-haus
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Die Eckpunkte des Hauses werden vom Nullpunkt aus im Gegenuhrzeigersinn mit Hy, Hy, H3 und H,4 bezeichnet.

1. k(P,6.5) =k

2. kiNPH; und k1 N PHy — L1 und Lo
3. k(Ho,HlLl) und k(Hl,Hng) — ko und k3
4. k2 N H1H4 und kg n H2H3 — L3 und L4

R Losung zu Aufgabe 4.10 cxgeometrische-ocrtera
A

Es wird zuerst das Kreiszentrum Z konstruiert. Es gilt Zg = Zh. Der Kreisradius muss %gih sein, und damit
7P = L gh.
2
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1. Mittelparallele mgp, — 1.g.0.£.7Z
2. k=k(P, %gih) — 2..0£7
3. Mgh Nk — Zl, Zy

4. k(Zy, %ﬁ), k(Z,, %gih) — 2 Losungen

R Losung zu Aufgabe 4.11 cxgeometrische-oertert

Man konstruiert zuerst das gesuchte Kreiszentrum Z, das folgende Bedingungen erfiillen muss: ZA = ZG, und
Zg=ZGy, bzw. ZGy L g (damit der gesuchte Kreis die Gerade g im Punkt G beriihrt).

1. mg,a — 1.g.0L7
2. 1 zugdurch G, — 2g0.f7
3. k(Z,ZGy) — 1 Losung

R Losung zu Aufgabe 4.12 cxgeometrische-oertor2

a)

Man konstruiert das gesuchte Kreiszentrum Z:

1. ki =k(M,ry —re) und kg = k(M,r1 + 1) — 1.g.0£Z7

2. Parallelenpaar py, p2 zu g im Abstand ry — 2.g.0£7

3. (k1Uka) N (p1 Upa) — 6 Losungen.
b*) Es kann zwischen 0 und 8 Losungen geben.

0 Losungen wenn kg > 2r, wobei kg = Mg — 7.

1 Losung wenn kg = 2r.
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2 Losungen wenn kg < 2r und g Nk = @.

3 Losungen wenn g Tangente an k und ro > 7.

4 Losungen wenn g Tangente an k ist und 7o < 71, oder wenn Mg < r; und 79 > 71.
5 Losungen wenn Mg = r; — rp (und damit 71 > 73).

7 Losungen wenn 7o < 2r; und gM + ry = 71.

8 Losungen wenn 7o < 2r; und gM + ry < 71.

6 Losungen sonst.

R Losung zu Aufgabe 4.13 cx-geometrische-oerter-parabel-entdecken

f
>

)
7 6 -5 -4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 5 g 7

Fiir alle halbzahligen d wird folgende Konstruktion durchgefiihrt:

1. Parallele zu g im Abstand d — p

2. k(B,d)np — Py, Py (ausser fir d = 1 nur ein Punkt
Die entstehende Kurve (eine Parabel) ist rund und hat nirgends einen Knick!

wLﬁSung zu Aufgabe 4.14 ex-geometrische-oerter-ellipse-entdecken
A

+5

+ -5

Fiir alle ganzzahligen d von 1 bis 9 wird folgende Konstruktion durchgefiihrt:
1. k(B1,d)Nk(B,10 —d) — 2 Punkte (ausser fir d =1 und d =9)

Die entstehende Kurve (eine Ellipse) ist rund und hat nirgends einen Knick!
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Schlagt man bei By und By zwei Négel ein und legt eine Fadenschlaufe der Lange 10 + B1 By, = 10+ 8 = 18 um
die Négel, kann mit einem Stift, der die Schlaufe spannt, die Ellipse gezeichnet werden.

gLﬁSung zZzu Aufgabe 4.15 ex-geometrische-oerter-hyperbel-entdecken
A

=4 5

+ 2

Zuerst wird der Punkt D auf [AB] konstruiert, der via A gleich weit von P entfernt ist, wie der Punkt B. Der
Mittelpunkt von D und B ist dann X:

1. k(P,PB)N[PA —=C

2. k(A,AC)N[AB] — D

3. Mpp — X
Fiir alle halbzahligen d von 0.5 bis 4 wird folgende Konstruktion durchgefiihrt:

1. k(A,d+AX)Nk(B,d+ BX) — 1 Punkt oberhalb AB

Die entstehende Kurve (ein halber Hyperbelast) ist rund und hat nirgends einen Knick! Die Tangente an die
Hyperbel in X ist vertikal.

Man beachte dass fiir alle Punkte P auf der Hyperbel folgendes gilt: AP — BP = AX — BX.

R Losung zu Aufgabe 4.16 cx-gcometrisehe-oerter-ellipsel

Damit iiberhaupt ein Dreieck gezeichnet werden kann muss £ > 2AB sein. Ansonsten ist der geometrische Ort
die leere Menge @.

Es gilt also AB+ BC +CA =/, bzw. AC + BC = { — AB und damit ist der geometrische Ort aller Punkte C
eine Ellipse mit Brennpunkten A und B und Abstandssumme ¢ — AB.

R Losung zu Aufgabe 4.17 cx-geometrische-oerter-parabell

a) Da g Tangente an die Kreise ist und der Berithrungspunkt P auf g ist, ist der geometrische Ort die Recht-
winklige zu g durch P.

b) Fiir die Kreiszentren Z gilt: ZP = Zg. Damit ist der gesuchte geometrische Ort eine Parabel mit Brennpunkt
P und Leitlinie g.

R Losung zu Aufgabe 4.18 cxgeometrische-oertor-parabel2
Zuerst wird die Symmetrieachse a der Parablel konstruiert. Es gilt: B € a. Danach wird ein Punkt @ € p
gewdhlt und die Bedingung Q¢ = QB genutzt.
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mag,G, 1.g.O.f.B
\\
Gy 7 " Go
p
S = Map
0 A
1. Wahle Gy auf p — G
2. Parallele zu £ durch G;, — g
3. gnp — Ga
4. mG1G27 — 1gOfB
5. k(GQ, Ggé) — QgOfB
6. mg,g,NY — A
7. Mup — Scheitel S

R Losung zu Aufgabe 4.19 cxgeometrische-oerter-ellipse2
Seien A, B die Schnittpunkte e N g, und C, D die Schnittpunkte eNh und M = g N h.

Seien B; und By die unbekannten Brennpunkte auf g, symmetrisch zu M = g N h, d.h.
AB, = BB,.
Fiir jeden Punkt P € e gilt:
B1P + ByP =5 (konstante Abstandssumme)

Insbesondere gilt dies fiir den Punkt A, also

S = ABl +A32 ZABl +ABl +BlBg = ABl —|—BQB+B182 :E

Damit ist die Abstandssumme s bekannt. Aus Symmetriegriinden gilt CB; = CB, und damit CB; = %
AM.
Damit ist die Konstruktionsbeschreibung wie folgt:

1. k(C,MA)Og — Bl, By

C

S =
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R Losung zu Aufgabe 4.20 cx-geom-ort-kegelschnitte1

a) Es gilt By P, + P By = d also PyBy = d — B P;. Analog dazu gilt P,By = d — B, P;.
1. k(Pi,d—BiP1) — ki, 1.g.0.£Bsy
2. I{:(P27d — Blpg) — kg, 2g0f32
3. kiNko — 2 Losungen

b)

B1P, + PABy = B1 P, + P2By & P1By — P,By = B1P, — B1 P,

Die rechte Seite ist konstant, die linke Seite die Differenz der Absténde von Bs zu zwei gegebenen Punkten Py
und P». Alle Punkte Bs liegen also auf einem Hypbel-Ast mit Brennpunkten P; und P, und Abstandsunterschied
ByP, — B1P,.

‘ﬁLﬁsung zZzu Aufgabe 4.21 ex-geom-ort-kegelschnitte3

Es gilt P,B = P{¢ und damit muss ¢ den Kreis k(Py;, P; B) berithren. Analog dazu fiir P,. Die Leitlinien sind
also gemeinsame Tangenten an diese beiden Kreise. Da sich die Kreise schneiden (in B), gibt es nur zwei solche
Tangenten und damit 2 Losungen.

1. k(P,PB — k1
2. k‘(Pg,PQiB — ko
3. k(PyP,B-P.B )
4. Thaleskreis iiber [P1Py] — ¢
5. tNkb — 11, Ty
6. [PQT{ N ko — T
7. [PQTQ, N ko — Ty
8. || zu PT{ durch Ty — 0
9. || zu A, T4 durch Ty =l
10. ]\4']341 — Sl
11. ]\43@2 — Sy
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R Losung zu Aufgabe 4.23 cx-winkelsactze-geradent

a)

<DAB = 88° (Erginzungswinkel an Parallelen).

ANACD ist gleichschenklig damit ist <DAC = <ACD = (180° — <CDA)/2 = (180° — 92°)/2 = 44°.
Damit ist <CAB = <DAB — <DAC = 88° — 44° = 44°.

dABC ist gleichschenlig und damit o = (180° — <CAB)/2 = (180° — 44°)/2 = 136°/2 = 68°.
Antwort: o = 68°.

b)

d = 180° — 82° = 98° (Ergédnzungswinkel).

v =180° — 40° = 140° (Ergénzungswinkel).

o =180° — 56 — 5y = 180° — 49° — 70° = 61°. (Winkelsumme im A).

Antwort: @ = 61°.

c)

<BDC = 42° (Stufenwinkel).

<SADB = 180° — 2 - 42° = 96° (gleichschenkliges AABD mit Basis [AB]).

<ADC = <ADB + <BDC = 96° + 42° = 138°.

JACD = 1 - (180° — <ADC) = -1 - (180° — 138°) = 1-42° = 21°. (gleichschenkliges AAC'D mit Basis [AC]).
<DFC =180° — <FDC — <FCD = 180° — 42° — 21° = 117° (Winkelsumme im ADFC).

a=180° — «DF(C = 180° — 117° = 63°

Antwort: o = 63°.

Alternative: @« = <ABD + <DCF. Man denke sich eine dritte Parallele durch F und « als Summe zweier
Stufenwinkel.

R Losung zu Aufgabe 4.24 cxcwinkelsactze-goraden2
Seien g, h zwei sich schneidende Geraden mit <t(g, h) = a. Sei 8 = 180° — a der Nebenwinkel von «. Damit gilt

a B
<I(w_(1;h79) =5 und <(w§hag) =5

und damit

o B
<(w;haw§h) =5 + o5
=9

Es gilt o + 3 = 180° und damit -5- + % 0°, was zu beweisen war.

R Losung zu Aufgabe 4.25 cxwinkelsactze-geradens

a) a = (180° — v)/2 = 70°.

b) 180° =a+ 8+ 7 =a+ a+ 3a =5« also a = 36°.
c) a=180° — (8 + ) = 40°.

d)180° =a+8+v=a+a+a=3«aalso a = 60°.

# Losung zu Aufgabe 4.26 cxwinkelsactae-geradend
Sei I = wy Nwg. Es gilt:
o« 3 . .
<AIB = 180° — > "5 Innenwinkelsumme im A

Der gesuchte Winkel ¢ ist der Nebenwinkel von <AI B, also

_ 1200 o a B o B
o = 180° — (180 > 2)—2+2.
Man hétte dies auch direkt aufschreiben kénnen, da der Aussenwinkel in einem Dreieck immer die Summe der
gegentiiberliegenden Innenwinkel ist.

In jedem Dreieck gilt:

w‘m

a+B8+v=180° <« =90° < Jr%:g()O,

m‘s;

+

gl
+ 2

w‘g

e
2

Und damit ist § = <(wa,ws) = 90° — 3-.
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# Losung zu Aufgabe 4.27 ccwinkelsactze-geradens
Fiir den Aussenwinkel § gilt:

d=c+71
Mit € = 180° — 23 und ¢ = 180° — 2. Und damit
0 =€+ =180° — 2 + 180° — 2y = 360° — (2 + 2v)

Es gilt

a+f+y =180° < 2a+28+2y=360° <& 28+2vy=360°—2«
Oben eingesetzt erhédlt man
0 = 360° — (360° — 2a) = 2«

R Losung zu Aufgabe 4.28 ccwinkersactze-geradens
a) Das Dreieck AM BC' ist gleichschenklig, also ist <M CB = f.

Es gilt

CD=CM=MA=MD

und damit ist AMCD gleichseitig und alle Innenwinkel gleich 60°.
Somit gilt:
<MCD = +~v=060° & v =60° — 5.

b) Wenn 3 = v sind dies Wechselwinkel (Scheitelwinkel zu Stufenwinkel) und damit CD || AB. Eingesetzt in
obige Gleichung:
B=60°—8 o  28=60° o  B=30°

R Losung zu Aufgabe 4.29 cxwinkelsactzo-goraden7
Das Dreieck AM BC ist gleichschenklig und damit ist <M CB = [. Damit ist p die Mittelsenkrechte zu BC
und Winkelhalbierende vom <CM B. Damit ist Mocp = a N p. Im Dreieck ACM Mpe gilt

1= 180° —90° — 3 = 90° — 3

Das Dreieck AMCD ist gleichschenklig mit Basis [C'D]. Damit ist <M DC = (180° — p)/2 = (180° — (90° —
B8))/2 = (90° + B)/2 = 45° + L.
Im Dreieck ACMpeD gilt:

5 B

7 = 180° — 90° — <MDC = 90° — (45° + ) =45° — -

# Losung zu Aufgabe 4.31 ccthateskreis-leiter
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%Lﬁsung zZu Aufgabe 4.32 ex-tangenten-an-zwei-kreise

Map ist der Mittelpunkt der Stecke [AB], tiber der
der Nullpunkt des Koordinatensystem ein rechter
Winkel bildet. D.h. O liegt auf dem Thaleskreis {iber
[AB] und somit OM = AMp.

Damit ist bewiesen, dass alle Punkte M4 auf einem
Kreis um O liegen.

1. Thaleskreis iiber [Z; Zs] —t

2. k(Zl,Tl—'l‘Q)ﬂt —)T{,TQ/
3. [ZlTll’Q N kq — Tl’g
4. k(Zl,’ﬁ + 7"2) Nt — Té, Ti
9. [Z1T3,’4 N kq — T34

6. Paralellen zu ZQT{,27374 durch T172,374 — t172,374

\\‘

# Losung zu Aufgabe 4.33 cxihateskreis-hochenfusspunkte

H, und H, sind Scheitel von rechten Winkeln iiber der Strecke [AB], also liegen beide auf dem Thaleskreis iiber
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[AB]. Somit gilt MapH, = MapH, = MapA, was zu beweisen war.

R Losung zu Aufgabe 4.35 cx-geom-ort-ortsbogeno
Es gilt: Der Peripheriewinkel ist gleich dem Sehnen-
Tangenwinkel. Die Tangente kann also konstruiert werden, MAB
indem der Winkel v an der Strecke [AB] abgetragen wird.
Das gesuchte Ortsbogenzentrum muss einerseits auf der
Rechtwinkligen dazu liegen, andererseits auf der Mittel- p
senkrechte mapg.

1. Winkel a bei A abtragen — Tangente t

2. 1 zut durch A —7r M
3. mapNnr — M
4. k(M,MA) — Gesuchter Ortsbogen
/O'B
a
t

R Losung zu Aufgabe 4.36 cx-geom-ort-ortsbogent

a)
2.2.0.1.C

o] I _\Cz

f /B /'B

v
1. Ortsbogen zu 7 iiber [AB] — 1.g.0.£.C
1. || z2u AB im Abstand h.. — 1.g.0.1.C 2. Ortsbogen zu ¢ iiber [AMap] — 2.8.0.£.C
2. Ortsbogen zu « iiber [AB] — 2.g.0.£.C Es gibt 1 Losung (die an AB gespiegelte Losung mit
Es gibt 2 Losungen (die 2 an AB gespiegel- anderem Umlaufsinn nicht mitgezéhlt).
ten Losungen mit anderem Umlaufsinn nicht mit-

gezahlt).
c)
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Zuerst wird der Hohenfusspunkt H, konstruiert, wo-
mit man die Lage der Seite a erhilt.

1. Thaleskreis iiber [AB] —t

2. tNk(A4, hy) — H,

3. BH, 5 1.8.0.LC
4. Ortsbogen zu ~ iiber [AB] — 2.g.0.£.C

Es gibt 1 Losung (die an AB gespiegelte Losung mit
anderem Umlaufsinn nicht mitgez&hlt).

AB

# Losung zu Aufgabe 4.37 cxortsbogen-aufzabe-beweisen

Sei ¢ die gemeinsame Tangente an k; und ke im Punkt B. Der Winkel o = <(¢, g) ist ein Sehnen-Tangenten-
Winkel fiir beide Kreise iiber den Sehnen [BT;] und [BT5]. Der andere Sehnen-Tangenten-Winkel <((t1, g) bzw.
(2, g) ist gleich gross wie @. Damit haben wir in den Punkten 77 und 75 Wechselwinkel an der Geraden g und
damit sind 1 || ta.

R Losung zu Aufgabe 4.38 cxortsbogen-winkel-berechnen-formell

a)
Der Zentriwinkel ist doppelt so gross wie der entsprechende Peri-
pheriewinkel. M S halbiert die Winkel 4« und «a.
Im AMST gilt: 180° = 90° + 2a + %a, also %a = 90° und

20 damit o = 2 - 90° = 36°.

<IT'CB = 3« (Peripheriew. zum Sehnen-Tangenten-W.in 7T'.)
<CTB = 90° (Thaleskreis iiber [BC]).

<CBT = =180° — 3a — 90° = 90° — 3«

<ATB = 180° — 3a (Nebenwinkel).

Im AATB gilt: 180° = o+ (180° — 3ar) + (90° — 3ar) = 270° — 5«
Nach « aufgelost erhélt man o = 18°.

6. Januar 2022 31-xiv https://fginfo.ksbg.ch/blc


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
mailto:ivo.bloechliger@ksbg.ch
https://fginfo.ksbg.ch/blc

::: : Mathematik 1. Klasse
Planimetrie Grundlagen e ) @ BY-SA lvo Blochliger

<PMC = 2« (Zentriwinkel zum Peripheriewinkel «)

APMB ist gleichschenklig mit Basis [M B] und Basiswinkeln
(180° — 28°)/2 = 76°.

AM BC ist gleichschenklig mit Basis [BC] und damit ist der Win-
kel an der Spitze <BMC = 28°.

Somit gilt <PMB = 76° = 2a + 28°. Also 2a = 76° — 28° = 48°
und damit o = 24°.

A A B

# Losung zu Aufgabe 4.39 cortsbogen-aufgabe-beweisen2

Hinweis: Dieser Beweis geht davon aus, dass [AB] innerhalb des Dreiecks ABDC' liegt:

Die Winkel <BCD und <BDC sind Peripheriewinkel iiber [AB] und damit, unabhéngig von g immer gleich
gross. Damit ist auch der dritte Winkel im ABDC immer gleich gross, was zu beweisen war.

Wenn [AB] ausserhalb des Dreiecks ABDC liegt, ist der Peripheriewinkel das Komplement zu 180° und ein
Aussenwinkel des Dreiecks, womit der Innenwinkel wieder gleich gross ist.

# Losung zu Aufgabe 4.40 cxortsbogen-autgabe-beweisens-geogebra

Annahme: [AC] und [AD] sind die Diagonalen (andernfalls sind C' und D zu vertauschen).

Die Winkel <DAC und <ADB sind Peripheriewinkel tiber den Sehnen [DC] und [AB]. Diese Winkel sind immer
gleich gross, auch wenn die Sehne [C'D] auf k¥ wandert. Diese Winkel sind Innenwinkel im AAX D und damit

ist der Winkel <AX D auch immer gleich gross. Damit liegen alle moglichen Punkte X auf einem Ortsbogen
iiber [AB].

R Losung zu Aufgabe 4.41 cxortsbogen-winkel-berechnen-formel2
Diese Losung ist fir den Fall g > ~.

Sei T =tNa.
<IBAT = v (Sehnen-Tangenten-Winkel zum Peripheriewinkel ).
B ist Aussenwinkel im AABT und damit 8 = v+ § und somit § = 8 — 7.

Im Falle v = 8 gibt es keinen Schnittpunkt (der Winkel zwischen den Geraden ist dann 0°). Wenn v > 3 ist
0 = — {8 mit dhnlicher Herleitung.

*Lﬁsung zu Aufgabe 4.42 ex-ortsbogen-winkel-berechnen-formell3
a) Sei X = AD N CE der Diagonalenschnittpunkt.

Es gilt: <«CED = 8 (Peripheriewinkel {iber [CD]) und <AEC = 90° — o (Innenwinkelsumme im AAXFE). Und
damit:

e=90°—-a+p
Analog erhélt man v = 90° — 5 + «.

Im AEDC ist der Winkel bei E gleich gross wie 8 und der Winkel bei C gleich gross wie « (Peripheriewinkel
tiber gleichen Sehnen). Damit ist

§=180°—a—f.

b) Der Winkel <DZC = 2 ist Zentriwinkel zum Peripheriewinkel § iiber der Sehne [C' D] im kleinen Kreis. Die-
ser Winkel ist aber auch Peripheriewnkel iiber [C'D] im grossen Kreis. Peripheriewinkel auf gegeniiberliegenden
Seiten der Kreissehne ergénzen sich zu 180° (die entsprechenden Sehnen-Tangenten-Winkel sind Nebenwinkel).
Also gilt folgende Beziehung zwischen « und :

26 =180° — «
Hinweis: Die obige Beziehung kann natiirlich auch umgeformt und nach « oder S aufgelést werden.

“$® T o0

A Losung zu Aufgabe 4.43 cxortsbogen-autgabe-beweisena

Sei X = w, Nu, der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden w, mit dem Umkreis. Zu zeigen ist also, dass
X €map.

Es gilt: <ACX = <X(CB = %’y. Da beide Winkel Peripheriewinkel im Umkreis sind, miissen die entsprechen-
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den Sehnen [AX] und [BX] gleich lang sein, d.h. X € m4p, was zu beweisen war.

Losung zu Aufgabe 4.44 cxgeom-ort-kegelschnitte2

a) Der 1.g.0.f.Z3 ist ein konzentrisches Kreispaar k1,1 = k(Z1,71 +73) und k1 2 = k(Z1,71 —r3), wobei letzterer
nur existiert, wenn r; > rs.

Der 2.g.0.f.Z3 ist ein konzentrisches Kreispaar ko1 = k(Za, 72 + r3) und ka2 = k(Zs,re — r3), wobei letzterer
nur existiert, wenn ry > r3.

Die Schnittpunkte dieser beiden geometrischen Orter ergeben die méglichen Kreiszentren. Es kann zwischen 0
und 8 Losungen geben (jeder Kreis kann mit den anderen beiden zwischen 0 und 4 Schnittpunkte bilden).

b) Die Kreise k; und ko schneiden sich nicht und liegen nicht ineinander. Der kleinste Kreis liegt also genau
zwischen den beiden Kreisen. Das Kreiszentrum liegt also auf Z; Zs und zwar genau in der Mitte zwischen den
Schnittpunkten der Kreise mit [Z; Z5].

c) Es gilt Z3Z; = r5+r1 und Z3Zs = r3+ry. Man kennt zwar r3 nicht, aber fur die Differenz gilt: Z37, — Z375 =
(rs+r1) — (r3+re) = r1 — ro. Damit ist die Abstandsdifferenz zu zwei Punkten konstant, die Punkte Z3 liegen
also auf einem Hyperbelast mit Brennpunkten Z;, Zs und Abstandsdifferenz r; — ro.

Losung zu Aufgabe 4.45 cxgeom-ort-kegelschnitted
Seien By und Bs die gemeinsamen Brennpunkte und
P ein Schnittpunkt der beiden Kurven.

Aus der Reflexionseigenschaft (Winkel «) in der El-
lipse folgt, dass die Tangente an die Ellipse in P die
dussere Winkelhalbierende vom <(BPB; ist.
Analog bei der Hyperbel (Winkel ) folgt, dass die
Tangente an die Hyperpel in P die dussere Winkel-
halbierende vom <(ByPX ist.

Da die Geraden By P und PX identisch sind, bilden
die Tangenten das Winkelhalbierendenpaar zu den
Geraden B P und By P und stehen somit senkrecht
aufeinander, was zu beweisen war.

Lﬁsung zu Aufgabe 4.46 ex-thaleskreis-reflexion-an-kreis

\J

1. gnk — T

2. 1L zuZT durch T — Tangente ¢

3. ¥ =x<(g,t) — Einfallswinkel 6 (theta)
4. Y ant bei T abtragen — Losung r
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Losung zu Aufgabe 4.47 cx thaleskreis-schnittpunkte-gemeinsamer-tangenten
~ /

~

Lﬁsung zu Aufgabe 4.48 ex-geom-ort-winkelhalbierende

Der Beweis wird hier exemplarisch fiir den Punkt
P =ty Ntg gefithrt. Da ts und t3 Tangenten an k;
sind, halbiert Z; P den Winkel <((¢2, t3). Analog teilt
auch ZoP den Winkel <(tq,t3). D.h. Z1 P und ZyP
sind ein Winkelhalbierendenpaar und somit recht-
winklig aufeinander, was beweist, dass P auf dem
Thaleskreis {iber [Z; Z5] liegt.

Ein Kreis, der zwei Geraden beriihrt, muss sein Zentrum Z auf der Winkelhalbierenden haben. Die Konstruktion

des Kreiszentrums und des Kreises ist wie folgt:

1. ¢ — 1.g.0.£7Z

2. wy — 2.g.0£7

3. LlzubdurchZ —g

4. gNnb — Beriihrungspunkt P
5. k(Z,ZP) — 1. Losung

Losung zu Aufgabe 4.49 cxgeometrische-oerters

Loowy,, wr, - 1.g.0£27
2) 2. Parallelenpaar zu g im Abstand 1 — 2.¢.0.f.7
Es gibt 4 Losungen.
b) 1. Kreise k(M71,3+1) — 1.2.0£7Z

2. Kreise k(M;7,25+1) — 2g0£7

Es kann bis zu 8 Losungen geben. Im konkreten Fall gibt es 6 Losungen.

0 1. Kreise k(M,3£1)
2. Parallelenpaar zu g im Abstand 1

— 1.g.0£7
— 2.g.0£7

Es kann bis zu 8 Losungen geben. Im konkreten Fall gibt es 7 Losungen.
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Polynome und Formeln e )

5 Polynome

Aufgabe 5.1 Studieren Sie folgende Definition Wort fiir Wort. Danach sollten Sie in eigenen Worten
erkldaren kénnen, was ein Monom ist, Beispiele dafiir geben und fiir gegebene Ausdriicke entscheiden kénnen,
ob es sich um ein Monom handelt oder nicht.

—— Definition 5.1 Monom

Ein Monom ist ein Produkt aus einer reellen Zahl (dem Koeffizienten) und beliebig vielen natiirlichen

Potenzen von Variablen (dem Namen des Monoms).
Ist das Monom nur eine reelle Zahl, nennt man es auch eine Konstante.

—— Definition 5.2 Grad eines Monoms

Der Grad eines Monoms ist die Summe der Exponenten der Variablen.

— Definition 5.3 Normalform eines Monoms

Der Koeflizient wird an erster Stelle geschrieben (Ausnahme +1), Potenzen gleicher Variablen werden zu-
sammengefasst und Variablen werden alphabetisch geordnet.

Beispiele fiir Monome in Normalform:

0 Konstante, Grad 0 T Koeffizient 1, Name x, Grad 1
5ty Koeffizient 5, Name zty, Grad 5 —V2uvz? Koeffizient —v/2, Name uvz?, Grad 4
R Aufgabe 5.2 Folgende Terme sind keine Monome in Normalform. Erkliren Sie, warum. Formen Sie die

Terme in Monome in Normalform um, wenn das mdoglich ist.

a) 4+ 3 b) a+b c) —42 d) 22 + 22
e) y+y? f) 3 g) [v?| h) b-4a

—— Definition 5.4 Polynom

Ein Polynom ist eine Summe von Monomen. Die einzelnen Summanden nennt man Glieder.
Hinweis: Die Summe kann auch aus nur einem Monom bestehen.

—— Definition 5.5 Grad eines Polynoms

Der Grad eines Polynoms ist der grosste Grad seiner Monome.

Beispiele fiir Polynome: 22 + 5zy a+b*2+1 7 727 u? + 2uv + v? —dy — 22

R Aufgabe 5.3 Begriinden Sie kurz, warum folgende Terme keine Polynome sind. Formen Sie die Terme
in Polynome um, falls moglich.

a) 4z - (2% — 5y) b) 5 c) |z —vyl d) 3% +4Y
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Definition 5.6 Normalform eines Polynoms

Alle Monome sind in Normalform. Jeder Name kommt héchstens einmal vor.

Die Monome werden nach Grad absteigend geordnet. Monome gleichen Grades werden alphabetisch ge-
ordnet, wenn man die Potenzen als Produkte ausschreiben wiirde.

(Z.B. a®b? = aaabb wird vor a?b® = aabbb geschrieben).

® Aufgabe 5.4 Schreiben Sie als Polynom in Normalform (es muss eventuell zuerst ausmultipliziert werden):
a) 3ab+2a+5ab+3a—0b b) (x4+2)- 2> —2-(x—2)—2 (v —2)
¢) bay® ((3z)% + 323y + 5y?) d) (g+2h%)-g+(h—2g)-h

5.1 Formeln

Merke Multiplikation zweier Polynome

Man multipliziert zwei Polynome miteinander, indem man jedes Glied des ersten Polynoms mit jedem Glied
des zweiten Polynoms multipliziert und die Zwischenresultate addiert.

® Aufgabe 5.5 Schreiben Sie in Normalform:

a) 2a—3b+c)la—b—a—c) b) (2% —y3)(y® + 2?)

c) (c+ct+c+ct) (B —c?) d) (a—z)b—x)(c—2) ... - (2 — )
# Aufgabe 5.6 Wie gross ist der Grad des Produkts zweier Monome?
# Aufgabe 5.7 Wie gross ist der Grad des Produkts zweier Polynome?

« Aufgabe 5.8 Was ist die Ausnahme der Regeln, die Sie bei Aufgaben 5.6 und 5.7 gefunden haben? Wie
konnte man durch eine geeignete Definition des Grads eines Monoms diese Ausnahme «beheben»?

5.1.1 Binomische Formeln

Ein Binom ist ein Polynom mit zwei Gliedern.

Merke Binomische Formeln

(a+b)?=0a’+2ab+b* (a—b)?=a>—2ab+b> (a+b)(a—b)=a>—1

Diese Formeln kénnen durch einfache Polynom-Multiplikation bewiesen werden. Die Formeln kénnen aber auch
geometrisch einsichtig gemacht werden.
Skizze fiir (a + b)? Skizze fiir (a — b)? Skizze fiir (a + b)(a — b)

ab b2 | b \NQ\ Ib DL & B—
a (a+0b)(a— |
a? ab | |a (a—0b)? // a <
A
b

b2
S— Y
B — L B a |<7>| [ S —
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R Aufgabe 5.9 Wenden Sie die binomischen Formeln an und schreiben Sie in Normalform:
a) (zy +y?)? b) (Za+4)’ c) (2e+3f)? d) (V2a+b)°
e) (y—2)? f (ey—v?)’ g) (def —3fe)” h) (& +24)°
) (y+z)(y—2) J) (=b+o)(b+c) k) (me—f)(—e+f) ) (a+b)(—a—0)

5.1.2 Umkehrung der binomischen Formeln

Fiir algebraische Umformungen sind Produkte in den meisten Féllen geeigneter als Summen. (Summen sind
doof!). Wendet man die binomischen Formeln in die andere Richtung an, lassen sich gewisse Polynome in
Produkte tiberfithren. Diesen Vorgang nennt man Faktorisieren.

Beispiele:
e +def +4f% = (e+2f)?

9c? — 6cd + d? = (3a — b)?
16a%b* — 25¢8 = (4ab? + 5¢3)(4ab® — 5¢3)

R Aufgabe 5.10 Faktorisieren Sie:

a) g%+ e —2ge b) u?v? — (vu)? c) 25b% + 16a* — 40ab
d) 4a?b + a* + 4b? e) xl0 —y10 f) 16a* — 25
g) 22 —2r+1 h) 4+ y* +4y i) a®+b?

Auch durch Ausklammern kann faktorisiert werden.

Beispiele
10a® + 20a%b + 10ab® = 10a(a® + 2ab + b*) = 10a - (a + b)?
T2t — 28(zy)? = Ta? - (22 — 4y?) = T2 (2 + 2y) (z — 2y)

K Aufgabe 5.11 Faktorisieren Sie so weit wie moglich
a) 6a*b? + 6a%b* — 12a°b? b) ¢% — h® c) (a+b)?+ (a—0b)?—4b?
d) (x+y)z? —y*(z +y) e) t°—2t3 +1t f) a®b — ab3

# Aufgabe 5.12 Eigentlich reicht die Formel fiir (a+b)?. Die Formel fiir (a —b)? ergibt sich daraus. Zeigen
Sie das, indem Sie die Identitit (a — b) = (a + (—b)) verwenden.

5.1.3 Quadrate von Trinomen und Polynomen

# Aufgabe 5.13 a) Was ist die “trinomische Formel” fiir (a + b + ¢)? und die “quadrinomische Formel”
fir (a + b+ c+ d)??

b) Beschreiben Sie, wie das (ausmultiplizierte) Quadrat eines Polynoms aussieht (so quasi die “polynomische
Formel”) fiir (z1 + x2 + 23 + ... 2,)%

Hinweis: Hier sind x1, xo usw. unterschiedliche Variablen, wie z.B. a und b

5.1.4 Hohere Potenzen von Binomen, Pascal’sches Dreieck

R Aufgabe 5.14 Schreiben Sie (a + b)? als Polynom in Normalform. Hinweis: Verwenden dazu auch die
binomische Formel, indem Sie die Identitit (a + b)® = (a + b)?(a + b) nutzen.
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# Aufgabe 5.15 Schreiben Sie (a + b)* in Normalform. Berechnen Sie auf zwei Arten:
a) (a+0b)3(a+0)
b) ((a+b)?)”

# Aufgabe 5.16 a) Schreiben Sie die Koeffizienten der Normalform von (a + b)™ fir n = 0,1,2,3,4 in

folgende Tabelle:
(a+b)°

b) Stellen Sie eine Vermutung auf, wie die Koeffizienten fiir n = 5,6 und 7 aussehen und tragen Sie diese in der
Tabelle ein.

¢) Versuchen Sie Thre Vermutung zu beweisen, indem Sie die Identitét (a + b)" = (a + b)"~*(a + b) nutzen.

Merke Pascal’sches Dreieck

Die Tabelle oben wird Pascal’sches Dreieck genannt. Es hat die Eigenschaft, dass jede Zahl gleich & der
Summe der beiden direkt dariiber stehenden Zahlen ist.

# Aufgabe 5.17 Mit Hilfe des Pascal’schen Dreiecks, berechnen Sie die Normalform von
a) (z—2)° b) (2z +3)8
Hinweis: Sie dirfen die Koeffizienten auch als Produkt von Potenzen schreiben.

« Aufgabe 5.18 Bilden Sie die Summe fiir jede Zeile des Pascal’schen Dreiecks.
a) Was stellen Sie fest?

b) Beweisen Sie IThre Feststellung. Hinweis: Benutzen Sie dazu entweder die Eigenschaft des Pascal’schen Drei-
ecks oder setzen Sie geeignete Zahlen fir a und b ein.

K Aufgabe 5.19 Was erhélt man, wenn man bei einer Zeile des Pascal’schen Dreiecks die Zahlen von links
nach rechts abwechslungsweise addiert und subtrahiert? Hinweis: Man nennt dies eine alternierende Summe.
Was vermuten Sie? Konnen Sie Thre Vermutung beweisen? Hinweis: Betrachten Sie (1 —1)".

« Aufgabe 5.20 Esgilt: (a+b)"=(a+b)-(a+b)-...-(a+Db).

a) Beim vollstdndigen ausmultiplizieren entsteht ein Polynom. Was sind die Grade der einzelnen Monome und
warum?

b) Begriinden Sie folgende Aussage: Der Koeffizient vom Monom mit Namen a?b* in der Normalform von (a+b)8
entspricht genau der Anzahl Moglichkeiten aus 6 Objekten 2 Objekte auszuwihlen.

c¢) Begriinden Sie folgende Aussage: Der Koeffizient vom Monom mit Namen a*b"~* in der Normalform von
(a + b)™ entspricht genau der Anzahl Méglichkeiten aus n Objekten k& Objekte auszuwéhlen.
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5.2 Ubungsaufgaben

Hinweis: Mazima, das Computer-Algebra-System, das u.a. fiir das Erstellen dieser Ubungsaufgaben verwendet
wurde, ordnet die Variablen in Monomen leider in alphabetisch umgekehrter Reihenfolge an.

R Aufgabe 5.21

Wenden Sie die binomischen Formeln an.

a) (5d®+5f3) b) (—g* + 5m?g — 52%0) c) (—r?d? —55%) (r?d* - 55%)
d) (4% — 5wd?)? e) (3ul +3z)° f) (da® - 2¢) (da?® + 2e)

g) (-2 —2p%))” h) (—n®—3r)? D) (2w? - 313) (3% + 20?)

j) (s0® — 3(12)2 k) (40%a+ 4n2)2 1) (—3a® — 4u?) (4u® — 3a®)

m) (5¢8 — 4jh)° n) (2% —t302)° 0) (422p® - 5w?) (42%p® + 5u?)
p) (¢° — 3k2)2 q) (423h+ 4;102)2 r) (=5r?k — 5z%t) (523t — 5rk)
s) (2a+ 5%) t) (30%d? — f2€)2 u) (—3s% —2%) (357 — 22)

V) (¢* — da?d® + yid)? w) (31245 — 3z)° x) (—5ud? - 2i?) (2i2 — 5vd?)

R Aufgabe 5.22

a) k%b% —2n%kb+ n*

c) 405 — 9¢%p*

e) 16a4 8la? + 12

g) 25a% — 40n%a + 16n°
i) 9v% — 2544

k) j*—2y%5% +4°
m) 9mSeS + 6r2m3 f3e3 4+ 14 6
9[2 6b4
4u662 dudqkde + ¢?kS
4 2e2b2 + et
16v%i* — 952
l6

9s

o)
q)
) b
)

W)

S

R Aufgabe 5.23 Faktorisieren Sie:

a) —4x3o*m? + 8235%0°m? — 4a3sim?
c) 8y*udm? — 2y2u3d?

e) 25x%a? — 30z2n3ha + 922nSh?

g) —8d%c + 24lde — 181%¢

i) 3pigt — 3p2pS

k) 36225297 + 96x203k%jg* + 642205k g

m) 5£b2 — 5063 feb + 12516 fe?
o) bzw* — 5zj*

Faktorisieren Sie mit Hilfe der binomischen Formeln:

b) 4x%k% + 4323k + ¢
d) 4z%i? +20232%i + 252°
f) m*d® — u?r?
h) 9f6 + 24mh3 f3 + 16m?h°
) 25320t — 20zyv? + 422
) 2%w? — 25u?
16b° + 8t3d3b% + t°d°
k? 4+ 6wm?2k + 9w?m*
n*h? — 45
9c* +12r2c2 + 4rt

8 4 2woh?c® + 0?h?*
— 4a*

= —_
~

=
~—

-+

—
~— ~—

<

r =

992ub

5xv2q2a® + 10xv3qo®g3a + 5xv208 ¢b
—5seta® + 20sr3ke?a® — 20srk2a?
20572ks — 215k5%5

2003n*hS — 20r203n2h3 + 5rt0?
—4wSu?h* + 2023 w3ulh® — 2525u?h?
5v3r41% — 5031244

100nm? 4+ 120wvnm + 36w?v3n

0ab + 4qoa® + 4¢%0

= =
Rat

=

~

q) 2f%c — 4w?k3 f3c + 2w*kSe r) 80s*¢Sh — 45m*h
s) —120%12h%e + 60031h3e — T5o%e t) 2p3d* + 4p3gd® + 2p3g?
u) 125r5d*h? — 4532 f4p? v) 5x8kh? + 1023w?r3kh + SwirSk
w) 2t2pet — 20t2s3pe? + 50t2s5p x) 4zm?f6 — 16225
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5.3 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-
reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, tiber den Tellerrand hinaus zu schauen und /oder die Theorie in einen grosseren
Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 5.2 cx-monome-normalform

a) 4+ 3: Summe. Zusammenfassen: 7 (ist ein Monom).

b) a+ b: Summe. Kann nicht zusammengefasst werden.

c) —4%: Potenz einer Zahl. Ausrechnen: —16 (ist ein Monom).

d) 2? 4+ 22: Summe. Zusammenfassen 222 (ist ein Monom).

e) y+ y* Summe. Kann nicht zusammengefasst werden.

f) 3%: Variable im Exponenten.

g) |v?|: Betrag. Da v? immer positiv, kann der Betrag weggelassen werden: v? (ist ein Monom).

h) b - 4a: Koeflizient nicht an erster Stelle, Variablen nicht alphabetisch geordnet. Geordnet: 4ab (ist ein

Monom).

*Lﬁsul’lg zu Aufgabe 5.3 ex-polynome-ja-nein

a) 4x - (22 — 5y): Ein Produkt. Ausmultiplizieren: 423 — 202y (ist ein Polynom).

b) : Ein Quotient. Kann nicht in ein Polynom umgeformt werden.

4a —b

¢) |z — y|: Ein Betrag. Kann nicht in ein Polynom umgeformt werden.

d) 3% 4 4¥: Variablen im Exponenten. Kann nicht in ein Polynom umgeformt werden.

R Losung zu Aufgabe 5.4 cxpolynome-normalform

a) 3ab+2a+ 5ab+3a —b=8ab+ 5a —b

b) (x42)-2?—x-(x-2)—2-(—2)=a3+22% — (2% —22) — 20 —4) =23 + 22 + 4
c¢) bay® ((3z)% 4 323y + by?) = 4523y + 152y + 252y* = 152%y> + 4523y? + 25zy*
d) (g+2h%)-g+ (h—29)-h=g?+2h%g+ h? — 2gh = 2gh? + g — 2gh + h?

R Losung zu Aufgabe 5.5 cx-polynome-normalform?

a) (2a—3b+c)(a—b—a—c) = —2ab—2ac+3b*+2bc—c* b) (2% —y?)(y> + 23) = 25 — ¢°
c) (c+c2+c+cH) B —-c)=c"-¢ d) (@a—z)b—z)(c—x)-...-(2—2) =0

# Losung zu Aufgabe 5.6 cx-monom-produkt
Der Grad entspricht der Linge der “ausgeschriebenen” Namen (d.h. ohne Potenzen), bzw. der Summe aller
Exponenten der Variablen. Bei Multiplikation addieren sich diese Grossen. D.h. der Grad des Produkts ist
die Summe der Grade der Faktoren.
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# Losung zu Aufgabe 5.7 cxpolynom-produks

Der Grad des Produkts entspricht dem hochsten Grad aller Monome. Das Monom mit héchstem Grad wird
gebildet als Produkt der beiden Monome mit hochstem Grad. Also auch hier addieren sich die Grade.

4 T .
X LOSLlIlg zu Aufgabe 5.8 ex-polynom-produkt-ausnahme

Nach unserer Definition ist der Grad einer Konstante (also einer rellen Zahl) Null. Ist die Konstante aber selbst
Null, ist auch das Produkt Null, unabhéngig vom anderen Faktor. Der Grad des Produkts ist also auf jeden

Fall Null, wenn einer der beiden Faktoren Null ist.

Wiirde man den Grad vom Monom 0 als —oo (minus unendlich) definieren, ergidbe die Addition der Grade

ebenfalls —oo und somit den Grad des Produkts.

R Losung zu Aufgabe 5.9 cx-binomische-formeln-anwenden

a) (zy+y?)? = 22y* + 22° + ¢
c) (2e+3f)% =4e? + 12ef + 9f2
e) (y—2)P=y*—2yz+2°

g) (def —3fe)® =e*f?
24e? f2 + 9e2 f2)

nicht vereinfacht (16e2f2? —

i) (y+a)(y—x)=—22+y? (Normalform z vor y)

k) (—e—f)(—e+ [f)=e*—f?

R Losung zu Aufgabe 5.10 ex-binomische-formeln-umkehren

2

a) g +e*—2ge=(g—e)

25b% + 16a? — 40ab = (5b — 4a)?

]

)
) = (2" +y°)(@° —y°)
2?2 =2+ 1= (z—1)2

e) x10 — y10

g)

schreibt, hat man immer noch eine Summe.

R Losung zu Aufgabe 5.11 ex-binomische-formeln-faktorisieren

a) 6a*b? + 6a%b* —
) g = (9" +h")(g*
c) + (a —b)?
d)

12a2b? = 6a2b?(a® + b% —
—ht) =

2)
= (9" +hH)(g?

o

+ b)? —4b% = a? + 2ab + b% + a?

r+y)a® —y?(e+y) =
e) t5—2t3+t—t(t —2t2 4+ 1) = t(t? —

/—\/—\

(z+y)(a®—y?) =
1)2

f) a = ab(a® — b?) = ab(a + b)(a — b)

ﬁ*Lﬁsung zu Aufgabe 5.12 cx-binomische-formeln-cine-reicht
(a+ (=b))? = a® + 2a(—b) + (—b)? = a? — 2ab + b?

a®+b? (nicht faktorisierbar). Auch wenn man (a + b)?

+ 1) (g +h)(g -
— 2ab + b?

(z+y)?

e T
\/§a+b)2 = 2a2 + 2v/2ab + b2

ry —

b) (
d) (
) (wy —2)° = 22y? — 2293 +
(c

+ 4 ) = 272 +2+ f—j (kein Polynom)

j) (=b+e)(b+c)=—b*+c?
1) (a+b)(—a—b) = (a+b)-(—1)-(a+b) = —(a+b)? =
a? — 2ab — b?

2

qu

b)
d) 4a®b+ a* + 4b2 =

— (vu)? = 0 bzw. zuerst (uv — vu)(uv + vu)
(a? 4 2b)?
f) 16a* — 25 = (4a + 5)(4a — 5)

h) 4 + y* + 4y (nicht faktorisierbar). Wenn man die
Aufgabenstellung “korrigiert” zu 44 y* + 4y kann
man faktorisieren, ndmlich (2 + y)2.

— 2ab

h)
—4b% = 2(a® — b?) = 2(a + b)(a — b)

(z—y)
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# Losung zu Aufgabe 5.13 cbinomische-formeln-tri-quadsi-poly
a) a? + b% + 2 + 2ab + 2ac + 2bc und a? + b% + ¢ + d? + 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd.

b) x3 + 2% + ... + 22 + 22170 + 22123 + ... + 2212y, + 20273 + 20Tg + ... A ...+ 2Ty 1Ty,
Man erhélt die (einfache) Summe aller Quadrate plus die doppelte Summe aller moglichen Zweierprodukte.

2 Zweierprodukte

S S
(w14 4+ .+ +. o Fr) (T T)

\—/4

1 Quadrat
R Losung zu Aufgabe 5.14 cxbinomische-formeln-hoch-drei
(a+b)%(a+0b) = (a®+2ab+b*)(a+b) =...=a>+ 3a%b + 3ab® + b3

i?LﬁSllng zu Aufgabe 5.15 ex-binomische-formeln-hoch-vier
2)
(a® +3a%b+3ab? + b3)(a+b) = a*+ 3a3b+ 3a%b*+ ab®+
ab+  3a’b’+  3ab’+ b=
a*+ 4aPb+ 64?0+  dabd+ bt

b) (a? + 2ab + b?)? = a* + 4a*b* + b* + 4a®b + 2a%b* + 4ab® = a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab® + b*

Quadrate Doppelprodukte

# Losung zu Aufgabe 5.16 cxbinomische-formeln-paseal-dreicck
Die vollstiandige Tabelle sieht wie folgt aus:

(a+0b)° 1

7
atb) 17 20 3 3 21 7T L
b) Die Zahlen sind immer die Summe der beiden oberen Zahlen (bzw. der einen Zahl an den Rédndern).
c¢) Die Namen der Glieder von (a + b)" sind a”, a”~'b, a®~2b%, ..., ab™~ !, b™. D.h. die Potenzen von a sind
absteigend, die Potenzen von b aufsteigend (alle Grade sind gleich n).

Multiplizert man nun (a + b)"~! mit a, erhélt man die Namen von a™ bis ab”~! mit den gleichen Koeffizienten
wie (a + b)"~!. Multiplizert man nun (a + b)"~! mit b, erhilt man die Namen von a" b bis ", wieder mit
den gleichen Koeffizienten. Schreibt man die Namen untereinander (wie in der Losung von Aufgabe 5.3a)), sieht
man, dass immer benachbarte Koeffizienten der Zeile n — 1 zu einem neuen Koeffizienten der Zeile n addiert
werden.

# Losung zu Aufgabe 5.17 cobinomische-formeln-pascal-dreieck-anwenden

a) (z—2)% =25+5-(=2)z*+10-(—2)%23+10-(-2)32%+5-(=2)*2+(-2)5 = 2° — 102" + 402> — 802>+ 80z — 32

b) (2 +3)6 = 2626 + 626 . 325 + 1524 . 3224 + 20253323 + 1522 . 3422 + 6.2 352 + 36

',thisung zZu Aufgabe 5.18 cx-binomische-formeln-pascal-dreieck-zeilensumme

a) Die Summe der n-ten Zeile ist 2.

b) Im Pascaldreieck wird eine Zahl als Summe der oberen beiden Zahlen berechnet. Umgekehrt triagt jede Zahl
genau zwei Mal zur darunterliegenden Zeile bei. D.h. die Zeilensumme verdoppelt sich, wenn man eine Zeile
nach unten geht. Da die erste Zeile die Summe 1 = 2° stimmt die obige Aussage.
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Alternativ betrachtet man den Ausdruck (1 + 1)™. Wenn man diesen Ausdruck vollstdndig ausmultiplizert (mit
Hilfe des Pascaldreiecks) erhélt man genau die Summe aller Koeffizienten. Es gilt natiirlich dass (14 1)" = 2™.

'thisung zu Aufgabe 5.19 cx-binomische-formeln-pascal-dreicck-alternicrende-zeilensumme

Die alternierende Summe ergibt Null, ausser fiir die oberste Zeile (Zeile zu (a + b)?).

Entwickelt man (1 — 1)™ erhidlt man absteigende Potenzen von (—1), d.h. die Koeffizienten erhalten abwechs-
lungsweise ein positives und negatives Vorzeichen. D.h. die Entwicklung von (1 —1)" ist genau die alternierende
Summe. Fiir n > 1ist (1—-1)" =0.

Hinweis: 0° ist nicht definiert. Es wird aber hin und wieder als 1 angenommen, womit das Pascal’sche Dreieck
auch fir diesen Spezialfall seine Giltigkeit bewahrt.

',thisung zu Aufgabe 5.20 ex-binomische-formeln-pascal-dreieck-n-choose-k

a) Der Grad ist immer n, weil immer n Variablen miteinander multipliziert werden.

b) (a+b)8 = (a+b)-(a+b)-. . .-(a+b). Beim Ausmultiplizieren wird jeweils aus jeder Klammer ein Glied ausgewiihlt
und alle zusammen multipliziert. Um a2b* zu erhalten, muss aus genau zwei Klammern ein a ausgewihlt werden
(und aus den anderen ein b). Addiert man alle diese Méglichkeiten erhélt man den Koeffizienten von a?b* (in
diesem Fall 15, siche im Pascal’schen Dreieck). Ob man nun 2 aus 6 Klammern oder 2 Objekte aus 6 auswéhlt,
spielt fir die Anzahl Moglichkeiten keine Rolle.

c) Wie oben, addiert man alle Moglichkeiten, aus n Klammern k Klammern mit dem a auszuwéahlen.

R Losung zu Aufgabe 5.21 cxbinomischo-formeln-anwenden-bis-zum-abwinken

a) 25d% + 50f3d® + 256 b) g* — 10m2g® + 25m*g® + 102309? — 50x20m?g+
c) 2555 —rtd? d) 25wtd* — 40w?i3d? + 1645

e) 9u?l? + 18zul + 922 f) d?a* — 4e?

g) 4i% + 8p3ji + 4p8 42 h) n® + 6rn3 + 9r?

i) 4w* —91° j) 9d* — 6s03d? + s%0°

k) 160%a% + 320%n%a + 16n* 1) 9a% — 16u®

415 — 430213 + 504

g% — 6k2g> + 9k*

25r4k2 — 2525¢2

905d* — 603 f2ed? + fe?

S —822d3c3 + 2yt + 162*d® — Syx?i®
25v2d* — 444

m) 25¢% — 405hc3 + 1652h2
0) 16z*p® — 25w

q) 162°h? + 32232%h + 162*
s) 4a® +4j3%a + 58

u) z* —9s8

w) 914d° + 18z1%d3 + 922

Loz E

r =

> T o2
'X LOSLlIlg zu Aufgabe 5.22 ex-binomische-formeln-umkehren-bis-zum-abwinken
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R Losung zu Aufgabe 5.23 cxtaktorisicren-bis-zum-abwinken

a) —4m2a3 (0 — 5)? (0 + s)?
—2y*u® (d — 2ym) (d + 2ym)
22 (5a — 3n3h)2

g) —2¢(2d — 31)?

i) —3p* (b° —pg?) (b* + pg®)

k) 4a2g (3j¢° + 40°k2)°

m) 57 (b — 5t%)’

0) =5z (j —w) (j +w) (% + w?)
) 2¢ (f3 - w2k3)2

) —3eo® (21h3 — 5)°

) 5b? (5r3d* — 3y f?) (5r*d* + 3y f?)
w) 262p (2 — 55%)°

e}

wn

=

b) 5zv? (qa + o3g3)2
d) —5a’s (e* — 27’3k)2
f) =2k (13% — v®r) (15 + v3r) i
h) 503 (2n2h3 - 7“2)2
) —u2h? (2uwdh — 5®)
) =503 (i —7) (i +7) (% +1r?)
n) 4n (5m + 3wv)®
p) o(a® +2q)”
) —5h (3m? — 4s2¢%) (3m? + 4s%¢®)
t) 2p% (d? + g)°
) 5k (z3h + w?r3)®
x) 4z (mf3 — 223) (mf3 + 22%)
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6 Gleichungen

Dieses Kapitel basiert zu grossen Teilen auf den Unterrichtsunterlagen von Angelika Rupflin der Kantonsschule

am Burggraben St. Gallen, die ihrerseits auf dem Fundus der Fachgruppe Mathematik basieren.

R Aufgabe 6.1 In einer Prifung gibt der Lehrer fiir 0 Punkte die Note 1 und fiir jeden weiteren Punkt
0.3 Notenpunkte. Welche Punktzahl gibt Note 47

Losungsschema:

1. Festlegen der Unbekannten (inkl. Masseinheit!): & P ist die gesuchte Anzahl Punkte.

2. Ubersetzen der Textinformation und Aufstellen der Gleichung: & Mit p Punkten erhélt man
die Note 1 + 0.3p. Wir wollen also dass 1+ 0.3p = 4.

3. Auflésen der Gleichung: &

140.3p =4 -1
0.3p=3 |:0.3
p =10

4. Antwort: & Mit p = 10 Punkten erhalt man die Note 4.

6.1 Grundlegendes zu Gleichungen und ihren Losungen
Eine Gleichung ist eine Aussage. Fiir Aussagen gibt es drei Moglichkeiten:

e Immer wahr. Z.B. 2+ 3+2x =5+ 2 oder 6-7 = 42.

e Immer falsch. Z.B. x +1 =2 oder 1 = 0.

e Nur fiir gewisse Einsetzungen wahr. Z.B. 2z 4+ 3 = 6 ist nur wahr fiir z = %
Lésungen einer Gleichung sind alle méglichen Einsetzungen, die eine wahre Aussage ergeben. Alle moglichen
Losungen werden in der Losungsmenge L zusammengefasst.
Manchmal méchte man die moglichen Einsetzungen einschrianken, z.B. auf natiirliche Zahlen. In solchen Féllen
wird eine Grundmenge G angegeben, z.B. G = N. Wird nichts angegeben, gilt die Abmachung G = R (alle
reellen Zahlen).

Beispiele: 20 +3=6 G =% L; = {} = @, keine Losung
G, =0Q Ly = {%} bzw. z = %
Gs=R L3 = {5}, baw. 2 = 5~
Fehlt die Angabe der Grundmenge, so wird immer R verwendet.
Beispiele: r+1=1 L;={0},2=0
r+l=z Ly ={} = @, keine Losung
(x—1)2=2-2z+1 Ls = G =R, jede Zahl ist Losung
x? =25 Ly ={-5,45}, 2 ==£5

Um die Losung einer Gleichung zu bestimmen, versucht man normalerweise, die Unbekannte zu isolieren.
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6.2 Lineare Gleichungen

—— Definition 6.1 Lineare Gleichung

Eine Gleichung, die man in die Form
a-x=1> (mit a, b € R)

bringen kann, heisst lineare Gleichung. Hinweis: Fine lineare Gleichung kann auch als Polynom vom
Grad 1 aufgefasst werden, das gleich Null gesetzt wird: ax — b = 0.

Beispiel: (x—12=(@x+2) - (z-2)
2 —2r+1=2"-4 | — 2*
2t 1=-4 -1
—2r = -5 |:(-2)
5)
r=—
2
— Satz 1

Lineare Gleichungen a -z = b haben entweder eine Losung, keine Losung oder unendlich viele Losungen.

a#0 b beliebig a-r=5b m:% }L:%
a=0 b#0 0-x=0> keine Losung L={}=9o
a=20 b=0 0-2=0 jede Zahl ist Losung L=G=R

R Aufgabe 6.2 Losen Sie nach z auf:

le=5 =3 _z b) da(x —1) = (20 —1)2 — 1 c)

a) _ 8$—3_8+3$
3 6 2

=0
8 3

d) Fiir welche Werte des Parameters p hat die Gleichung p(z +3) =5(p —x) genau eine Losung?

6.3 Gleichungen mit Parametern

Parameter sind zusétzliche Variablen, um gegebene, aber numerisch (noch) unbekannte Grossen darzustellen,
wie z.B. ein Zinssatz. Es gilt z.B. die Formel K,, = Ky - (1 + p)™.

Wenn nicht anders erwahnt, werden Unbekannte mit x, y oder z bezeichnet; die Parameter mit a, b, ¢ usw. Ziel
ist es, die Gleichungen nach der Unbekannten aufzulésen.

—— Merke Strategie zum Losen von Parametergleichungen

1. Vereinfache beide Seiten der Gleichung.
2. Bringe alle Terme mit der Unbekannten x auf eine Seite, die iibrigen Terme auf die andere Seite.

3. Klammere x aus und dividiere die Gleichung durch den Begleitfaktor von z.
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Beispiel: a(x —b) = 2(ax — 2a — bx)™

axr —ab = 2ax — 4a — 2bx | + ab — 2ax + 2bx
—ax + 2bx = —4a + ab
z(—a+ 2b) = a(b — 4a) | (—a + 20b)
a(b — 4a) a(4a —b)
T —a+20 a—2b

R Aufgabe 6.3 Losen Sie ohne Diskussion der Sonderfélle nach z, y oder z auf. Ohne Sonderfélle bedeutet,
dass man annimmt, dass die Gleichungen genau eine Losung haben.

a) gr—x=¢>—1 b) 2(bz —cz) =z +bz —c ) (y—3p)*=2y(y+3p)—yly—1)

6.3.1 Diskussion von Sonderfillen

Parametergleichungen kénnen fiir bestimmte Werte der Parameter keine oder unendlich viele Losungen besitzen.
Man spricht dann bei diesen Parameterwerten von einem Sonderfall der Gleichung bzw. Losungen.

R Aufgabe 6.4 Losen Sie mit Diskussion der Sonderfille:

a) ar+b=3 b) pr—5=2x+q ¢) pPr—pr=p>—1

6.4 Aquivalenz-, Gewinn- und Verlustumformungen

— Definition 6.2  Aquivalenzumformungen

Aquivalenzumformungen sind Umformungen einer Gleichung, welche die Losungsmenge der Gleichung
nicht verdndern:

e Addieren und Subtrahieren von beliebigen Termen® und Zahlen

e Multiplizieren mit Zahlen ungleich Null und dividieren durch Zahlen ungleich Null.

“Vorausgesetzt, die Terme sind fiir alle Werte der Unbekannten definiert.

Die Aquivalenzumformungen werden verwendet, um Gleichungen zu vereinfachen. Es gibt aber auch «proble-
matische» Umformungen von Gleichungen, die Sie jetzt kennen lernen werden:

6.4.1 Lernaufgabe

Losen Sie die folgenden Aufgaben der Reihe nach und fiillen Sie die Liicken aus!

# Aufgabe 6.5 Gegeben ist die Gleichung =3
a) Bestimmen Sie die Losungsmenge L der Gleichung

L=(3)
b) Quadrieren Sie beide Seiten der Gleichung und bestimmen Sie die Losungsmenge L der neuen Gleichung!
r=3 | (...)2
2=9
L={-3+3}

Sie haben die Aufgaben a) und b) richtig gelost, wenn die Losungsmenge aus b) ein Element mehr besitzt als
die aus a).
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—— Merke Quadrieren ist eine Gewinnumformung

Aus diesem Grund ist das Quadrieren einer Gleichung eine Gewinnumformung: Man kann dabei eine
(oder mehrere) Losung(en) gewinnen.

—— Merke Verlustumformung

Umgekehrt kann man bei einer Verlustumformung einer Gleichung eine oder mehrere Losungen verlieren.

Man sieht das in der néchsten Aufgabe:

# Aufgabe 6.6 Betrachten Sie die Gleichung r* =16
a) Geben Sie die Losungsmenge L. der Gleichung an! (Vorsicht: es gibt 2 Losungen)

L ={-2 +2}

b) Ziehen Sie beiden Seiten der Gleichung die Wurzel und geben Sie wieder die Losungsmenge L an.
zt =16 V-
2> =4

L ={-2,+2}

c) Vergleichen Sie die Losungsmengen aus a) und b)! Sie sind ~ gleich
d) Ziehen Sie nochmals auf beiden Seiten die Wurzel und geben Sie die Losungsmenge L an!

Merke

Das beidseitige Wurzelziehen einer Gleichung kann eine & Verlustumformung sein.

Ubrigens sicht man in der Aufgabe 6.6, dass man nicht in jedem Fall bei einer Verlust- oder Gewinnumformung
eine Losung verliert bzw. gewinnt. Bei b) verliert man keine, bei d) verliert man eine Losung.

# Aufgabe 6.7 Bestimmen Sie die Losungsmengen und fiillen Sie die Liicken aus:
a)
x—2=0
L ={2}
b)
x—2=0 | (z+1)
(z—=2)(z+1)=0
L ={-1,2}

(Tipp: Ein Produkt ist dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist.)

Merke

Das Multiplizieren einer Gleichung mit einem Term, der die Variable x enthilt, kann eine
& Gewinnumformung sein.
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(r+4)x=2+4
L ={-4,1}

(Tipp: Finden Sie die zwei Losungen durch Probieren, es sind ganze Zahlen zwischen -10 und 10.)

d)
(z+4d)r=x+4 | :(x+4)
r=1
L ={1}

Merke

Das Dividieren einer Gleichung durch einem Term, der die Unbekannte = enthélt, kann eine
KN Verlustumformung selin.

Beim Dividieren durch einen Term, der die Unbekannte enthélt, muss sichergestellt werden, dass der Term nicht
Null ist. Das fithrt auf eine Fallunterscheidung. Beispiel:

(x—3)x=(z—-3)

Fall 1: Division nicht moglich weil (x — 3) = 0, also = 3. In diesem Fall erhdlt man die Gleichung 0 = 0 und
damit eine wahre Aussage. x = 3 ist also eine Losung der Gleichung!

Fall 2: (x — 3) # 0. In diesem Fall darf man dividieren und verliert keine Losung (die wurde in Fall 1 bereits
berticksichtigt).
z=1

Damit ist L = {1, 3}.

Merke

Damit wir keine unvollstdndigen Losungsmengen bekommen, miissen Verlustumformungen vermieden oder
speziell behandelt werden. Gewinnumformungen jedoch lassen sich nicht vermeiden. Damit sich keine
falschen Losungen «einschmuggeln», priifen wir am Schluss der Aufgabe alle Losungen der Losungsmenge.

Beispiel:
V3r—1 = Vdx+1 | quadrieren Gewinnumformung!
3r—1 = 4x+1
r = =2

Danach setzt man die gefundenen Losungen in die Ausgangsgleichung ein. Man macht die Probe:

3.(-2)—1 = 4-(-2)+1
V=T = V=7

ist falsch, da man von einer negativen Zahl keine Wurzel ziehen darf.
x = —2 ist also keine Losung der Gleichung. Sie wurde durch eine Gewinnumformung ”gewonnen”.

Da wir keine weiteren Losungen gefunden haben, ist die Losungsmenge der Gleichung +/3x — 1 = v/4x + 1 leer.
L={}=2.
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Beispiel:
2¢ — 1 5 — 10
. = & | - (x—3) Gewinnumformung!
r—3 r—3
2r—1 = 5z —10
9 = 3z
r = 3

Mache selbst die Probe und bestimme L!
s r = 3 flihrt in der Ausgangsgleichung zu Divisionen durch Null und ist somit
keine Losung. Also L = @.

R Aufgabe 6.8

a) V3z+1=+dr—1 b) Ve —5=T—=z
¢) V2z—6=+8—5zx d) vV2z+1=a+1
R Aufgabe 6.9
a) or 3z —10 b) 20 2—10x o) 5x  dx —10
20 -3 2r—3 Tr—1 14z —2 20 —3 2o —3

6.5 Textaufgaben aus Algebra 1 S. 66 ff

Wenden Sie bei folgenden Aufgaben das Losungsschema und die Darstellung wie in Aufgabe 6.1 auf Seite 36 an.

R Aufgabe 6.10 Bestimme eine zweistellige (natiirliche) Zahl mit folgender Eigenschaft: fiigt man die
Ziffer 3 einmal links und einmal rechts hinzu, so unterscheiden sich die entstehenden beiden Zahlen um 333.

R Aufgabe 6.11 “Meine Tante”, sagt Simone, “ist jetzt 5-mal so alt wie ich. In 7 Jahren wird sie nur noch
3-mal so alt sein. Wie alt bin ich heute?”

R Aufgabe 6.12 Ein Teil eines Kapitals von 70350 Franken ist zu 6 % angelegt, der andere zu 5 %. Der
Jahreszins des gesamten Kapitals betrdgt 4 100 Franken. Wie gross sind die beiden Teile?

R Aufgabe 6.13 Zu welcher Zeit (auf Hunderstelsekunden genau) zwischen 16 Uhr und 17 Uhr bilden die
Zeiger einer Uhr einen rechten Winkel?

® Aufgabe 6.14 Die Ortschaften A und B liegen 120 Bahnkilometer voneinander entfernt. Ein Zug verlésst
A um 15.00 Uhr in Richtung B; seine mittlere Geschwindigkeit betrigt 72 km/h. Der Gegenzug verldsst B um
15.15 Uhr; seine mittlere Geschwindigkeit betrdgt 88 km/h. Wann kreuzen sich die beiden Ziige?

6.6 Einfache nicht lineare Gleichungen

Merke

Ein Produkt ist genau dann Null, wenn mindestens ein Faktor Null ist:

T -Th =0 <~ T, =0 oder Tp, =0

R Aufgabe 6.15
a) 2z+7)-(5x—8)- (22 +1)=0 b) (z+4)(2?>—4)=0

c) 28 —222+2 =0 d) z-(zx+6)=-9
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6.7 Ubungsaufgaben

K Aufgabe 6.16 Losen Sie folgende Gleichungen nach x auf mit Diskussion aller Spezialfélle.

a) plpr—1)=-22z—1) b) a(x —3) = ab—2 c) 22 —ba®? =0

6.7.1 Schiilerbeitrige

R Aufgabe 6.17 Max, Isabella und Fabio haben zusammen CHF 251. Max hat CHF 27 mehr als Fabio,
Isabella hat CHF 14 mehr als Max. Wie viel Geld besitzt Max?

R Aufgabe 6.18 Eine Treppe hat 34 Stufen. Wiirde jede Stufe um 2.7cm hoher gebaut, kénnten damit 4
Stufen eingespart werden. Wie hoch ist eine Stufe in cm?

R Aufgabe 6.19 Zwei Briider sind 21 und 29 Jahre alt. Vor wie vielen Jahren war der &ltere Bruder dreimal
so alt wie der jlingere?

# Aufgabe 6.20 Mia ist genau so viele Tage alt, wie Tim Wochen alt ist. Mia ist genau so viele Monate
alt, wie Leo Jahre alt ist. Timo ist doppelt so alt wie Leo. Wie alt ist Timo, wenn alle zusammen 352 alt sind?

# Aufgabe 6.21 Wenn x durch 8 dividiert wird kommt man auf die vierte Wurzel von z. Wie viel ist x?

R Aufgabe 6.22 Kiara und ihre Mutter sind gemeinsam 68 Jahre alt. Vor 13 Jahren hatte Kiaras Mutter
das vierfache Alter von dem welches Kiara in drei Jahren erreichen wird. Wie alt sind die beiden?

® Aufgabe 6.23 Was ist die Lange und die Breite eines Rechtecks, wenn wir wissen dass der Umfang 380
cm betrigt und die Lange 20 cm langer ist als die Breite?

R Aufgabe 6.24 3 rote Kugeln sind gleich schwer wie 4 orange Kugeln. 2 orange Kugeln sind gleich
schwer wie 3 Griine Kugeln. Wie viele griine Kugeln muss ich auf eine Balkenwaage legen, um 2 rote Kugeln
auszutarieren?

# Aufgabe 6.25 Der Vater wére fiinfmal so alt wie der Altersunterschied des &ltesten Sohnes und der
jingsten Tochter, wenn der alteste Sohn ein Jahr jinger ware. Die Mutter hat ihr erstes Kind im Alter von 22
Jahren bekommen, zu diesem Zeitpunkt war der Vater genau 1.5-mal so alt wie seine Frau. Die Familie hat 3
Kinder, sie sind zusammen 30 Jahre alt. Das jiingste Kind durfte gerade erst den Film Schneewittchen schauen
(ab 6).

Wie alt ist das mittlere Kind?

® Aufgabe 6.26 Marvin hat 8 Bonbons und Kevin hat 4. Wie viele Bonbons hat Marianne, wenn sie die
Summe von der Hélfte des Produkts zwischen der Summe von Marvins und Kevins Bonbons und denen von
Marianne und der Wurzel vom Quadrat vom Quadrat von der Differenz von Kevins Bonbons und 1 hat.

R Aufgabe 6.27 Drei gute Freunde sind in einer Band und haben vor 5 Wochen eine CD rausgebracht.
Pro verkaufte CD erhalten sie 7 Fr. Die Produktion kostete sie 7°000 Fr. Wenn sie alle verkaufen verdienen sie
63’000 Fr.

Wie viele CDs produzierten sie?

« Aufgabe 6.28 Karla, Klaus, Tomas, Berta, Hana und Mona sind sechs Geschwister. Die Summe aller
ihrer Alter ist das Alter von Klaus verneunfacht. Karla ist die dlteste von den sechs Kindern, sie ist 2.5 mal so
alt wie Hana. Hana ist gleich alt wie Monas und Bertas Alter zusammengerechnet. Tomas ist zweimal so alt wie
Mona und somit das zweitélteste Kind. Alle Kinder sind unter 11 Jahre alt und nur zwei haben die Spielgruppe
schon hinter sich und sind entweder im Kindergarten oder schon in der Schule (ab 5). Mona und Klaus sind
Zwillinge. Berta ist die jiingste und ist so alt wie Hanas und Monas Alter zusammen minus Tomas’ Alter.

Wie alt ist jedes Kind?
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6.8 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-

reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

-g® . . o . . . . . .
X Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und/oder die Theorie in einen grosseren

Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 6.2 cxkomplexere-lineare-gleichungen

a)
dr—5 2x—-3 «x
3 6 2
24z —5)— (2 —3)=3x—6
8r—10—2x+3=3x—6
6r —7=3x—-6
3x =1
1
=3
b)

dar(z—1)=(2z—-1)2 -1
42 — 4o =42 —dx+1-1

0=0
L=R
c)
8x—378+3x70
8 3

3(8z —3) —8(8+3x) =0
242 — 9 — (64 4 242) =0
2z —9— 64— 24z =0
—73=0
L=o

Pl +3) = 5(p— )
px + 3p =5p — Sz
px + bx = 2p
z(p+5)=2p

| — 42 + 4z

| +5x — 3p

Diese Gleichung hat genau dann eine Losung, wenn (p + 5) # 0, also wenn p # —5.
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R Losung zu Aufgabe 6.3 cx-gicichungen-mit-parametern-ohne-diskussion

a)

gr—z=¢*—1
(g—1) =(¢+1)(g—-1)
r=q+1

b)
2bz—cz)=z+bz—c
2bz —2cz=z+ bz —c
2bz —2cz — z — bz = —c
2(2b—2c—1-0) = —¢
z(b—2c—1)=—c
-
= b—2c—1
c)

(y—3p)? =2y(y+3p) —y(y—1)
y> — 6py + 9p° =2y + 6py — (v — y)
y* —6py +9p° = y* + 6py +y
—12py —y = —9p°
y(=12p — 1) = —9p?

_
12p+1

2
y:

N T ee
'X LOSLlIlg Zzu Aufgabe 6.4 ex-gleichungen-mit-parametern-mit-diskussion

a)

ar+b=3
ar=3-—0

Fall 1: Normalfall . Losung z = 2=t

a

Fall 2: Spezialfall [a = 0]. Man hat die Gleichung 0 = 3 — b.

Fall 2.1: [0 #3| L= 2.
Fall 2.2: [b=3] L =R.

—z—bz

|:(b—2c—1)

| —y* — 6py —y — 9p°

|+ (=12p—1)
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b)

pr—5=2x+gq | —2z+5
pr—2x=q+5
z(p—2)=q+5

Fall 1: Normalfall [p — 2 # 0| Losung x = Z%Z.

Fall 2: Spezialfall p — 2 = 0, also . Man hat die Gleichung 0 = ¢ + 5.
Fall 2.1: |¢# 5| L =o.
Fall 2.2: |¢g=—-5| L =R.

p2m—px=p2—1
z(p® —p)=p° —1

Fall 1: Normalfall p? — p # 0, d.h. p(p — 1) # 0, d.h. ‘p Z#0und p#1 ‘

_ p’=1 _ (D=1 _ p+l
p2—p p(p—1) p

Fall 2: Spezialfall . Man hat die Gleichung 0 = —1, also L = &.
Fall 3: Spezialfall . Man hat die Gleichung 0 = 0, also L = R.

Losung «

R Losung zu Aufgabe 6.8 cxiincare-wursel-gleichungen

2)

V3r +1=+4z -1 I(+)? Gewinnumformung!
3x+1=4x—1 | -3z +1
2=z

Probe: \/3-2+1=+/4-2—1, also v/7 = v/7 und damit L = {2}.

b)
Ve—5=vVT—x I()? Gewinnumformung!
r—5=T7—zx |+2+5
9 = 12 22
z=06
Probe: v/6 — 1 = /7 — 6, also v/1 = v/1 und damit L = {6}.
c)
V2 —6=+8 -5z [OF
2r—6=8—"5x |+ 5z +6
Tr =14 |:7
T =2

Probe: 4 —6 = /8 — 10, also /-2 = /—2. Da Wurzeln nicht aus negativen Zahlen gezogen werden

konnen, ist L = {} = @.
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d)
Vit2r=2+1 ()2
1+2x=a>+2z+1 | —2x—1
0 =22
z=0

Probe: /1 +2-0=0+1, also v/1 =1, also 1 = 1, wahre Aussage. Also ist . = {0}.

R Losung zu Aufgabe 6.9 cxiincare-bruch-gleichungen

a)
o 3z — 10
= (22 — Acht 2z —
57— 3 25_3 |- (2x —3) chtung 2z —3 # 0
S5z =3z — 10 | — 3z
22 = —10 |12
T = -5
Probe: (2-(=5) —3) = —13 # 0, also L = {-5}.
b)
2z 2 - 10z
e By " [-2-(7Tx —1) Achtung 7z —1#0
2-2x=2-—10z | + 10z
14z =2 |:14
_ 1
T
Probe: 7- % —1=0,alsoist z = % keine Losung der Ursprungsgleichung und damit L = @.
c)
-1
2;? 3= 523; — 30 |- (22 —3) Achtung 22 —3 #0
S5z = 5z — 10 | — 5z
0=-10
L=g
R Losung zu Aufgabe 6.10 cxiincare-gleichungen-texaufgaben-algebral-s66f-128
Unbekannte Zahl: z, Grundmenge G = N.
Ziffer 3 links hinzufiigen ergibt: 300 + z
Ziffer 3 rechts hinzufiigen ergibt: 10z + 3
Unterschied der Zahlen ist 333, also zwei Moglichkeiten:
10z + 3 — (300 + z) = 333
300 + z — (10z + 3) = 333 9z — 297 = 333 | +297
297 — 9z = 333 | — 297 9z = 630 [+ 9
—9z = 36 2 (—9) 2 =10
=4 L = {70}. Da keine Gewinnumformungen gemacht
L = @ (die Losung ist nicht natiirlich). wurden, ist die Probe mathematisch nicht notig. Um

Rechenfehler zu entdecken, ist die Probe aber doch

sinnvoll: 703-370=333.
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R Losung zu Aufgabe 6.11 cxiineare-gleichungen-texaufgaben-algebral-s66f-138
Simones Alter heute: = [Jahre]. In 7 Jahren: = + 7.

Alter Simones Tante heute: 5z [Jahre]. In 7 Jahren: 5z + 7.

(x4+T7)=5x4+7

3x+21=5x+47 | -3z -7
14 = 2z [:2
T=x

Simone ist heute 7 Jahre alt.

*Lﬁsung zu Aufgabe 6.12 ex-lineare-gleichungen-texaufgaben-algebral-s66-144
1. Teil des Kapitals: z [Franken]. Jahreszins: 0.06x.

2. Teil des Kapitals: 70350 — . Jahreszins 0.05(70350 — x).

0.06z + 0.05(70350 — x) = 4100

0.01z + 3517.5 = 4100 | —3517.5
0.01z = 582.5 | :0.01
T = 58250

Der zu 6% verzinste Teil betragt 58250 Franken, der zu 5% verzinste Teil 12100 Franken.

*Lﬁsung zu Aufgabe 6.13 ex-lineare-gleichungen-texaufgaben-algebral-s66ff-163
Gesuchte Uhrzeit in Minuten nach 16 Uhr: z [min]

Winkel des Minutenzeigers: 6x [°] (12 Uhr = 0°)
Winkel des Stundenzeigers: 120 + +-x [°] (16 Uhr = 120°, pro Stunde 30°, also pro Minute 0.5°.)
Unterschied der Winkel muss 90 [°] sein. Es gibt also zwei Moglichkeiten:

1 1
6:1:—(120—!—733):90 12O—|—7x—6x:90
11 11 11
735—120:90 | + 120 —7x+120=90 |—9O+Ta:
11 11 11 11
420 60
= — ~ 38.182 — =x~54
x 11 38.18 11 x =~ 5.455
Der rechte Winkel entsteht ungefahr zur Zeit Der rechte Winkel entsteht ungefahr zur Zeit
16:38:10.91. 16:05:27.27.

™ T o2
‘x Losung zu Aufgabe 6.14 ex-lineare-gleichungen-texaufgaben-algebral-s66ff-165

Fahrzeit des Zugs A bis zum Kreuzen: x [h]

Fahrzeit des Zugs B bis zum Kreuzen: z — % [h]
Zuriickgelegte Strecke von A (s = v - t): 72z [km]

Zuriickgelegte Strecke von B (s = v - t): 88 (z — 1) [km]

T2z + 88 (z - i) =120

160x — 22 = 120 | + 22
160x = 142 | : 160
z = 0.8875h = 53.2min

Die Ziige kreuzen sich nach 53 Minuten und 15 Sekunden, also um 15:53 Uhr und 15 Sekunden.
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R Losung zu Aufgabe 6.15 cx-spesielle-nichtlineare-gleichungen

a)
2z +7)- (52 —8)- (2 +1) =0

Damit das Produkt Null ist, muss einer der Faktoren Null sein:

20 +7=0 oder 5c—8=0 oder
e b3
2 -5
7 8
Li={—— Lo ={——
= {5} 2= (=)
Und damit: L = {—Z%, -2}
b)
(x+4)(x? —4)=0
Damit das Produkt Null ist, muss einer der Faktoren Null sein:
x+4=0 oder 22 —4=0
r=—4 22 =4
Und damit: L = {—4, -2, 2}.
c)
22 =222+ =0
z(zx—1)2=0
Damit das Produkt Null ist, muss einer der Faktoren Null sein:
z=0 oder r—1=
Und damit: L = {0,1}.
d)
z-(x+6)=-9 [ +9
22+ 6r+9=0
(x+3)2=0
T =-3

R Losung zu Aufgabe 6.16 cx-glcichung-mit-parameterdiskussion

224+1=0
z?=—1
Ly=o2
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p(pxr —1) = =2(1 — 22) |TU
plr—p=—2+4x |+ p— 4z
pPr—dx=p—2 |TU

z(p? —4) =p -2

Fall 1: p?> — 4 =0, d.h.’p:20derp:—2
Fall 1.1 . Eingesetzt erhélt man 0 = 0 und damit L = R.
Fall 1.1 | p = —2| Eingesetzt erhilt man 0 = —4 und damit L = ().

Fall 2:‘p7é2undp7é—2‘
In diesem Fall kann dividiert werden und man erhélt
p—2 p—2 1

Tr = = =
P-4 p+2)p-2)  p+2

wobei gekiirzt werden darf, da p # 2.

b)
alx —3) =ab—2 TU
ar —3a =xb—2 | — b+ 3a
axr —xb=3a—2 |TU

z(a—b) =3a—2

Fall 1:[a = b]

Man erhélt die Gleichung 0 = 3a — 2.
Fall 1.1: [a=b= 2 | L=R
Fall 1.2: la=bunda# 2 || L=10

Fall 2:

Man kann dividieren und erhélt:

3a — 2
a—2b
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22 —ba® =0
2% = ba?

Damit man die Wurzel ziehen kann, muss b > 0 sein.
Fall 1:

| + ba?

Achtung: Das beidseitige Wurzelziehen ist eine Verlustumformung. Man verliert die Gegenzahl der Wurzel,

x:ia\@

was man aber beriicksichtigen kann:

Fall 2:

Fall 2.1:‘b<0unda:0

In diesem Fall kann die Wurzel aus Null gezogen werden und man erhilt

=0

Fall 2.2:‘b<0unda7é0‘

In diesem Fall hat die Gleichung keine Losung in R, weil ein Quadrat niemals negativ sein kann (a

immer positiv). Also L = 0.

™ T o2
‘X Losung zZu Aufgabe 6.17 ex-gleichungen-textaufgaben-schuelerbeitrag-lm

Unbekannte mit Masseinheit Vermogen von Max: = [CHF].

Aufstellen der Gleichung Vermogen Fabio: x — 27.
Vermogen Isabella: x + 14.
Alle zusammen: z + (x — 27) + (x + 14) = 251.

Losen der Gleichung

4 (v —27) + (v + 14) = 251

3x — 13 =251
3x = 264
T = 88

Antwortsatz Max besitzt CHF 88.

wLﬁSung zu Aufgabe 6.18 ex-gleichungen-textaufgaben-schuelerbeitrag-lb

Unbekannte mit Masseinheit Hohe einer Stufe = [cm].

Aufstellen der Gleichung Hohe der Treppe jetzt: 34zx.
Hohe der Treppe nachher: 30(z + 2.7).
Die beiden Hohen sind gleich:

Losen der Gleichung

34z = 30(z +2.7)

34x = 30x + 81
4r = 81
81

= — ~20.33
T3

Antwortsatz Eine Stufe misst % ~ 20.33 cm.

2 st

ITU
| +13

|TU
| — 30z

10. Marz 2022 42-viii

https://fginfo.ksbg.ch/blc


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
mailto:ivo.bloechliger@ksbg.ch
https://fginfo.ksbg.ch/blc

::: : Mathematik 1. Klasse
Gleichungen e ) @ BY-SA lvo Blochliger

R Losung zu Aufgabe 6.19 cxgleichungen-textaufgaben-schuelerbeitrag-1s

Unbekannte mit Masseinheit Gesuchte Anzahl Jahre frither: = [a].

Aufstellen der Gleichung Alter damals des jiingeren Bruders: 21 — .
Alter damals des édlteren Bruders: 29 — x.
Dreifaches Alter: 3(21 — ) =29 — «.

Losen der Gleichung

3(21 — ) =29 — x ITU
63—3r=29—1z |+ 3z — 29
34 =2z |:2

17=2x

Antwortsatz Vor 17 Jahren war der jlingere Bruder 4 und der dltere 12 Jahre alt.

# Losung zu Aufgabe 6.20 o sicichungen-textautgaben-schuclerbeitrag-c

Unbekannte mit Masseinheit Alter von Timo in Jahren: x [a].

x

Aufstellen der Gleichung Alter von Leo: —-.
Alter von Mia: % =
Alter von Tim: 7- 3 = %.

Summe aller Alter in Jahren: 352.

Losen der Gleichung

T T Tx
il 4~ —3592 T
T+ 5 + 24—|— 1 35 |TU
24 12 7
vl AT HIT g5 ITU
24
11 6
. r =352 L
5 =235 | 11
xr =192

Antwortsatz Timo ist also 6 - 32 = 192 Jahre alt.

‘&Lﬁsung zZu A.ufgabe 6.21 ex-gleichungen-textaufgaben-schuelerbeitrag-In

X

5= vz |()*  Achtung: Gewinnumformung
4

ZT =z | : 2 Verlustumformung: x = 0 ist ebenfalls eine Losung!
3

x

s 1 |- 8
% =212 |/~ @ muss positiv sein, Wurzel darf gezogen werden
z=2"=16

Die gesuchte Zahl x ist entweder 16 oder 0.

R‘Lﬁsung zu Aufgabe 6.22 cx-gleichungen-textaufgaben-schuelerbeitrag-ok

Unbekannte mit Masseinheit Alter von Kiara in Jahren: x [a].

Aufstellen der Gleichung Alter der Mutter: 68 — x.
Alter der Mutter von 13 Jahren: 68 — x — 13.
Alter von Kiara in 3 Jahren: 3 + x.
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Losen der Gleichung

AB3+12) =68z — 13 ITU
12+ 4 =55—=x |+2—12
Sz = 43 |:5

x = 8.6

Antwortsatz Kiara ist heute 8.6 Jahre alt, Ihre Mutter 59.4.

‘X‘Ltisung zZu Aufgabe 6.23 ex-gleichungen-textaufgaben-schuelerbeitrag-kb

Unbekannte mit Masseinheit Breite des Rechtecks: z [cm].

Aufstellen der Gleichung Lénge des Rechtecks: = + 20.
Umfang: 2(z + = + 20)

Losen der Gleichung

2(x + x4 20) = 380 [TU
4z + 40 = 380 | —40
4x = 340 | : 4
=285

Antwortsatz Das Rechteck ist 85 cm breit und 105 cm lang.

R‘Lﬁsung zZUu Aufgabe 6.24 ex-gleichungen-textaufgaben-schuelerbeitrag-ml
Die Masseinheit hier ist das Gewicht einer roten Kugel. Damit kénnen wir nun das Gewicht der anderen Kugeln

ausdriicken:

Gewicht einer organgen Kugel: o, also 40 = 3 und damit o = %.

Gewicht einer griinen Kugel: g, also 20 = 3¢, also % = 3¢ und damit g = %
Eine griine Kugel ist also halb so schwer wie eine rote. Es braucht also 4 griine Kugeln, um 2 rote Kugeln
auszutarieren.

# Losung zu Aufgabe 6.25 cxgicichungen-textautgaben-schuelerbeitrag-emu
Die Geschlechterverteilung unter den Geschwistern ist nicht klar. Der &lteste Sohn kdnnte auch das jiingste
Kind mit zwei dlteren Schwestern sein.

Wir nehmen an, dass das jiingste Kind ein Madchen, und das élteste ein Junge ist.

Unbekannte mit Masseinheit Alter in Jahren des mittleren Kindes: z [a].

Aufstellen der Gleichung Alter des jlingsten Kindes: 6.
Alter des altesten Kindes: 30 — 6 — 2z = 24 — z.
Alter des Vaters: 5((24 —z) — 1 —6) =5(17 — z) = 85 — bz.
Alter der Mutter: 22 + (24 — x) = 46 — x.
Alter des Vaters bei Geburt des ersten Kindes: 85 — 5z — (24 — ) = 85 — bz — 24 + = = 61 — 4x.

Losen der Gleichung

61 — 4z =22 1.5 ITU

61 — 4z = 33 | —33+4x
28 =4z |: 4
=1

Antwortsatz Das mittlere Kind ist 7 Jahre alt.
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R Losung zu Aufgabe 6.26 cx-gleichungen-textautgaben-schuelerbeitrag-ak
Anzahl Bonbons Marvin m = 8, Anzahl Bonbons Kevin k& = 4.

Ubersetzen in eine Formel fiir die Anzahl Bonbons Marianne z:

1 2
r= — -(m+k -z + k—1)2
g AR e ((k—1)2)
Hailfte rodukt - Summe Wurzel vom Quadrat vom Quadrat von der Differenz von Kevins Bonbons und 1

Setzt man fiir m und k die entsprechenden Werte ein erhélt man

1
:z::?~12-:17+9 |TU
x=06z+9 |—2—9
-9 =5z |:5
9
—— =z
5

Marianne schuldet noch jemandem 1.8 Bonbons.

R Losung zu Aufgabe 6.27 cx-gleichungen-textanfzaben-schuelerbeitrag-cme

Unbekannte mit Masseinheit Anzahl CDs: z.

Aufstellen der Gleichung Einnahmen: 7zx.
Ausgaben: 7°000.
Gewinn: 63’000

Losen der Gleichung

63000 = 7z — 7000 | + 7000
70000 = 7z |7
10000 =

Antwortsatz Die Band produzierte 10’000 CDs.

KL Losung zu Aufgabe 6.28 cxzicichungen-textantzaben-schuclerbeitrag-s
Alle Unbekannten beschreiben das Alter in Jahren und sind natiirliche Zahlen:

Karla a, Klaus [, Tomas t, Berta b, Hanna h und Mona m.

Gleichungen:
9 =a+l+t+b+h+m
a =2.5h (1)
h =m+5b
t =2m
m =1(2)
b =h+m-—t

6 Gleichungen reichen i.A. um 6 Variablen zu bestimmen. Die Vorgehensweise ist, eine Gleichung nach einer
Variablen aufzulésen und diese in die anderen Gleichungen einzusetzen. So reduziert man immer um eine Variable
und eine Gleichung.

Erst benutzen wir die Gleichungen (1) und (2) und setzen in die verbleibenden ein:

9 =25h+Il+t+b+h+1

h =101+0b
t =2 (3)
b =h+1—t

Wir setzen (3) ein:
9 =25h+14+204+b+h+1
h =1+b (4)
b =h+1-2]
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Wir setzen (4) ein

9 =2501+b)+1+204+b+1+b+1
b =1+b+1-2]

Zusammenfassen:

{m =7.50+45b (5)
b =b (6)

Die Gleichung (6) ist eine wahre Aussage. D.h. das System hat unendlich viele Losungen (konkret kann man
z.B. b wihlen und damit alles andere ausrechnen.)

Jetzt kommen die Zusatzbedingungen ins Spiel, ndmlich, dass die Losungen ganze Zahlen sein miissen und dass

a>1t,bhm und a<11 und genau zwei Variablen sind > 5

Weiter mit Gleichung (5):

91 = 7.5 + 4.5b | —7.51
1.51 = 4.5b |:1.5
1=3b

D.h. das Alter [ von Klaus ist ein Vielfaches von 3. Wir nehmen nun b als gegeben an, und driicken alle anderen
Alter damit aus.

Aus Gleichung (4) erhalten wir: h = 4b.
Aus Gleichung (3) erhalten wir: t = 21 = 6b.
Aus Gleichung (1) erhalten wir: a = 2.5k = 10b.

Weil die Alter natiirliche Zahlen kleiner als 11 sind, bleibt nur die Losung a = 10 und b = 1. (Die Losung b =0
kann verworfen werden, weil Klara dann auch Null Jahre alt wére und niemand alter als 5 Jahre wére).

Damit haben wir folgende Losung:
Karla 10, Klaus 3, Tomas 6, Berta 1, Hanna 4 und Mona 3.
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7 Ungleichungen und Intervalle

R Aufgabe 7.1 Losen Sie folgende Ungleichungen:
a) 2x —4>2 b) 3z +8 <2 c) bex+2<3zx d) 2z —-3>z+1

7.1 Intervalle

Um ganze Bereiche von reellen Zahlen anzugeben, wird die Schreibweise mit Intervallen verwendet. Beispiele:

[V2,7] Alle Zahlen von und mit /2 bis und mit 7.

13,8.5] Alle Zahlen grosser als 3 (ohne die 3) bis und mit 8.5.
[<4,—2-[  Alle Zahlen von und mit -4 bis —% (ohne —--).
10,1] Alle Zahlen zwischen 0 und 1 ohne 0 und 1.

] — 00,5.13]  Alle Zahlen kleiner oder gleich 5.13.

] —3.57,00] Alle Zahlen grosser als —3.57 (ohne —3.57).

Merke

Intervalle sind Mengen von reellen Zahlen und werden mit eckigen Klammern geschrieben, wobei zuerst
die untere Grenze und dann die obere Grenze angegeben wird (durch ein Komma getrennt). Ist die Klammer
«richtig herumpy, gehort die Grenze dazu, das Intervall ist geschlossen. Andernfalls ist das Intervall offen.
Da —oo und oo keine Zahlen sind, gehoren diese nie zum Intervall und die Klammern sind immer «offen».

R Aufgabe 7.2 Geben Sie die Losungsmengen der Aufgabe 7.1 als Intervall an.
a) x > 3, also L =3, o0] b) x < =2, also L =] — o0, —2|
c) x <—1,also L =] — oo, —1] d) x >4, also L =[4, 0]

X Aufgabe 7.3 Was ist die kleinste Zahl im Intervall [3,4[? Was ist die grosste Zahl im Intervall [3,4[?

7.2 Ungleichungen

R Aufgabe 7.4 Losen Sie folgende Ungleichungen, geben Sie die Losungsmenge als Intervall an und
iiberpriifen Sie dann Ihr Resultat durch Einsetzen einiger Zahlen der Losungsmenge.

a) —bx >5 b) —35- < -6 c) —x <2

7.2.1 Umformungen von Ungleichungen

# Aufgabe 7.5 Erkldren Sie schliissig mit Hilfe einer Waage (eine Seite schwerer als die andere), warum
bei Ungleichungen addieren und subtrahieren eines beliebigen Terms eine Aquivalenzumformung ist.

# Aufgabe 7.6 Wie steht es mit der Multiplikation einer Ungleichung? Worauf ist zu achten? Erklédren Sie
ebenfalls mit Hilfe einer Waage (und finden Sie eine Interpretation fiir ein negatives Gewicht auf der Waage).

R Aufgabe 7.7 Losen Sie folgende Ungleichung auf zwei Arten: Einmal nur mit Addition/Subtraktion,
einmal nur mit Multiplikation:
—x >4

Merke

Bei Ungleichungen darf man uneingeschriankt addieren (und subtrahieren). Beim Multiplizieren (und Divi-
dieren) mit einer & Negativen Zahl muss das Zeichen umgedreht werden.
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7.3 Rechnen mit Bruchtermen

— Merke

Vor der Addition (oder Subtraktion) von zwei Briichen, miissen die Briiche erst gleichnamig gemacht
werden, indem man sie erweitert. Gleichnamige Briiche werden addiert, indem man die Zéhler addiert.

— Merke

Es darf nur aus Produkten gekiirzt werden. Die Faktoren selbst diirfen aber beliebig kompliziert sein.

R Aufgabe 7.8 Falls moglich, faktorisieren Sie erst die Nenner! Machen Sie dann gleichnamig, fassen Sie
zusammen, faktorisieren Sie und kiirzen Sie, falls moglich.

z+y T—Yy 4 z—9 n 2n+1 n? +5n
a) - b) + = c) 3
T—Yy z+y z—1 z¢ -1 n+1 n—1 n®—1
a b b—c a—>b a® 4 c? 3s 2 s+4
d) + e) — f) -t —
a? — b2 (a —b)? a?+ac ac+c?  alc+ac? (s —2)2 s 2s — s?

Merke

Bruch mal Bruch, wie macht’s der Kenner? Zahler mal Z&hler, Nenner mal Nenner.
Es wird durch einen Bruch dividiert, indem man mit seinem Kehrwert multipliziert.

R Aufgabe 7.9 Vereinfachen Sie soweit wie moglich. Hinweis: Es ist oft besser, erst die Summe oder
Differenz als einen Bruch zu schreiben, bevor multipliziert wird (anstatt auszumultiplizieren,).

R 0 ()
O (-5) (5+%) 3 (1-27): (14 1)
o (BB )y 2
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Ungleichungen und Intervalle -

7.4 Vorzeichen von Produkten und Quotienten

Merke

Hat eine Ungleichung die Form «Produkt <, <,>, > O», reicht es, die Vorzeichen der Faktoren zu untersu-
chen. Genau dann, wenn eine ungerade Anzahl Faktoren negativ sind, ist auch das Produkt negativ.

Beispiel: W <0

Wir untersuchen die einzelnen Faktoren (x—4), (4—2x) und (x—1) auf die Vorzeichen und zeichnen die Grenzen
auf dem Zahlenstrahl auf:

1 2 4
S T
(4—=2z) L
(x—1)  ————-- N I DU
Resultat o N B E

Wir lesen nun die Intervalle ab, wo das Vorzeichen des Produkts negativ ist:
L =]1,2[ U |4, 00|

Merke

Die Grenzen von Termen im Nenner sind immer auszuschliessen (Division durch Null). Sonst sind die
Grenzen einzuschliessen, wenn das Vergleichszeichen < 0 oder > 0 ist.

R Aufgabe 7.10 Geben Sie die Losungsmengen fiir das Beispiel an, wenn das Zeichen zu a) <, b) > und
c¢) > geandert wird.
a) L=]1,2] U [4,00] b)L=]—-00,1[U[2,4] ¢)L=]—-o00,1[U]2,4]

R Aufgabe 7.11 Losen Sie folgende Ungleichungen. Wenn nétig, bringen Sie zuerst alles auf eine Seite,
fassen Sie auf einen Bruchstrich zusammen und faktorisieren Sie.
(x* —4) 23 — 622 + 9z
>0 b) ———— <0
Y Bl 2 s B
x4+ 8 z 1 dr — 3
— <0 d >
‘ t+6 2 ) z+2 7 5z+3
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7.5 Faktorisieren

Insbesondere bei Bruchgleichungen oder Gleichungen der Form «Produkt=Null» ist es niitzlich, quadratische
Polynome faktorisieren zu kénnen.

Wir beschrianken uns hier auf quadratische Polynome der Form
22 +ar+b mit a,b € Z.
Ziel ist es, folgende Faktorisierung zu finden, falls diese existiert:

(x4 ¢)(z + d) mit ¢, d € Z

R Aufgabe 7.12 Multiplizieren Sie das Produkt oben aus und vergleichen Sie es mit dem quadratischen
Polynom. Beschreiben Sie den Zusammenhang der Parameter a und b in Abhéngigkeit von ¢ und d.

Merke

Ganzzahliges Faktorisieren Ist ein quadratische Polynom der Form x2 + az + b zu faktorisieren, sucht man
zwei Zahlen so, dass & das Produkt der Zahlen gleich b und die Summe gleich a ist.

® Aufgabe 7.13 Faktorisieren Sie:

a) x?+ 18z + 72 b) x? 4+ 24x + 135 c) 2%+ 24x 4+ 135
d) 2?4+ 27z + 180 e) x?+ 18z + 72 f) 2% + 222 + 120
g) 2%+ 17z + 72 h) 22 + 242 + 135 i) 2?4 16z + 60

R Aufgabe 7.14 Faktorisieren Sie:

a) x? — 64 b) 2% +x — 72 c) 2% —20x + 96
d) 22 — 17z + 72 e) 2% — 23z + 120 f) 2% -7z —120
g) 22— 18z + 80 h) 2% — 20z + 96 i) 2% -5z — 150

R Aufgabe 7.15 Faktorisieren Sie:

a) —3z%y3 — 5lay® — 216y3 b) —bw3z? — 105w3x — 450w3 c) —2nx? + 2nx + 180n
d) —7az? + 42az + 945a e) —2cx? — 8cx + 192¢ f) —7e?2? + 140e?x — 672¢2
g) —2bx? + 200b h) —5f22? — 1052z — 4502 i) —3a32% + 27ax + 27003

R Aufgabe 7.16 Losen Sie folgende Gleichungen:
a) (22 —16) (z? —2 —30) (2 —4dz +4) =0 b) (x —2) 422 —8(x —2) =0
¢) (22 —9)- 72— 4222 - (2% — 9) = 9452(z — 3)(z + 3)

K Aufgabe 7.17 Losen Sie folgende Ungleichungen:

T 1

<0
R ¥ P, BB v D
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7.6 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-

reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

-g® . . o . . . . . .
X Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und/oder die Theorie in einen grosseren

Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 7.1 cxungleichungen-cinfacher-cinsticg

a) b) c) d)

20 —4>2 |+4 3xr+8<2 |-8 bx+2<3x |—3x-—2 2r—-3>x+1
20>6 |:2 3x<—6 |:3 20 < =2 |:2 >4
x> 3 < —2 r<-—1

R Losung zu Aufgabe 7.4 ccungieichungen-aufgepasst
a) b) ¢)

—br >5 |: =5 AN P |- —2 A —r <2 |- (=1)

r<—1 2 19 T > -2

L =] - oo, —1] v L =] — 2,00

L =[12, 00|
R Losung zu Aufgabe 7.8 ccvruchterme-aadition
R Al (z+y)? = (@ —y)?* _ 4y

r-y  zty (z+y)(z—y) (z+y)(r—y)

b) 4 n z2—=9 4 n z—9 Az +1) 429 dz4+4+2-9 52 —5

z—1 2-1  z-1 z+D(z-1)  (+DE-1)  (z+1)E-1) (+1)(z-1)

5(z—1) _ 5

(z+1)(z—=1)  (2+1)

o) n_ 2n+1 n n? + 5n . n  2n+41 n n?+5n _
n+1 n—1 n2—1  n+1 n—1 n+1)(n—-1)
nn—1)—2n+1)(n+1) + (n? + 5n) B n?*—n—2n®>+3n+1)+n?+5n
(n+1)(n—1) N (n+1)(n-1)
n*—n—2n*>—3n—1+n”+5n n—1 1
(n+1)(n—1)  (n+(n-1)  n+l
Q) a n b B a n b B a(a —b) b(a + b)

a? — b? (a—b2  (a+b)(a—0b) (a—b2  (a+b)(a—0b)? (a+b)(a—b)?

ala—b)+bla+b)  a*—ab+ab+b* a? +b?

(a+b)(a—b2  (a+b(a—b2  (a+b)(a—0b)?

| —x+3
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e) b—c - a—1b n a+c? _ b—c B a—1b n a?+c?
a? + ac ac+ c? a?c+ ac? ala+c) cla+c) ac(a + )
cb—c)—ala—b)+ (a®>+c*)  cb—c?—(a®—ab)+a*+c*  cb—a®+ab+a®  cb+ab
ac(a + ¢) N ac(a + c) N ac(a + ¢) ~ acla+c)
blc+a) b
ac(a+c)  ac
f) 3s _3+ s+ 4 _ 3s _3_’_ s+ 4 _ 3s 2 s+4 _
(s —2)2 s 2s — §2 (s —2)2 s s(2—s) (s —2)2 s s(s—2)
352 —2(s—2)2 = (s+4)(s—2) B 352 —2(4—4s+s%) — (s> + 25 —8) B
s(s —2)2 N s(s—2)2 N
352 — (8—8542s?) — s> —2s+8 35 —8+485—2s> —s* — 2548 6s B 6
s(s—2)2 B s(s —2)2 os(s—2)2  (s—2)2

Hinweis: Anstatt Vorzeichenakrobatik (2—s) = —(2—s), kénnte man auch einfach (2—s)? = (—(s—2))? =
(s — 2)? verwenden.

R Losung zu Aufgabe 7.9 ccvrucnterme querbeet

2) u? — v? u v B (u+v)(u—v) u(u —v) N v(u+v) B
w402 \utw u—v N u? + v? (u~+v)(u—v) (u+v)(u—v) N
(utv)(u—v) (v —wtuw+v?\  (u+v)(u—0v) u? + v? _

u? 4 v? (u—|—v)(u—v) N u? 402 (u+v)(u—v)
B r+s 3 r—s 2 B r+s—(r—s)\’ .
r—s r+s (r—s)(r+s) (r+s)(r—s) N (r—s)(r+s) N
2_ 452
(7‘—5 r+s) (r—8)2(r + s)2
(a ) (i_,_i)_ ad—bc  ad+cb  ad—bc bd  ad—bc
b d/) bd ' bd N bd ad+cb  ad+cb
Q) 17L : 1+i _ n?—1 : n+l n+1)n-1) n _n—1
n? n n? n n? n+1 n
2
1 1 1 1 1 1 1
(o) )= 2] ()2 = () )
a a a a a a a
a?+1 a®—1  a®+1 a a’+1
a o a a2—1  (a+1)(a—1)
) 1 n(n+1) n (n+1)n+2)\ 1 n*+n+n*+3n+2Y\
n2 4 2n +1 2 2  (n+1)2 2 B
2 2
1 (2 HAn 42 1 (2 +2n+1) _ 1 (1) =1
(n+1)2 2 (n+1)2 2 (n+1)2
3n?(n +1) — 2n(n? + 4) 9 2 1—n?
12 ) : 4) — =
8 n+1 + (n"+4) n+1 * n?2+n
2n(n? +4 2 1 1-
g2 2+ g, S (n2 4 4) — LA -n) _
n+1 n+1 n(n+1)
3  2n L2 2 +1—n_3n2+12_2n+2+1—n_
n? +4 n+1 n?+4 n+1 n  n2+4 n+1 no
3(n? +4) 2(n+1) 1-n 1-n 1-n n 1—-n n+1l-—n 1
n? +4 n+1 n n n n n n n
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R Losung zu Aufgabe 7.11 cx-ungleichungen-vorzeichen

a)
(z* —4)
— 7 >
B—2z)(z2+1) —
2 2 _
(x* +2)(x* —2) -0
B-—a)(z24+1) —
(@ +2)@+V2)(-v2) _
B—a)(z24+1) -
(22 +2) und (2% + 1) sind immer positiv (weil
2?2 immer positiv oder Null ist) und kénnen daher
ignoriert werden.
—V2 V2 3
(Z‘ + \/i) - — Y
(=V2) ———F———m—mm =
(B—) _
Resultat -~ F-——-=-=-===—q4--""~+ - -
x = 3 ist nicht Teil der Losungsmenge, weil (z —3)
im Nenner vorkommt.
c)
vHS LT g
z+6 2
2(z +38) z(x +6) <0
2(x +6) 2(z +6)
2x 4 16 2% + 6x
<0
2(z +6) 2(z +6)
2z + 16 + 22 + 62
<0
2(z +6)
2%+ 8z + 16
— <0
2(z +6)
2
M < O
2(z +6)

(x + 4)? ist nie negativ, es reicht also (z + 6) zu
betrachten.
L =] — o0, —6[

R Losung zu Aufgabe 7.13 cxtaktorisieren-nur-positiv

a) (x+12) - (x+6)

b) (z+9)- (z+15)

% — 622 + 9z 0
22 —1 -

z(z — 3)? 0
(x+1)(z—-1) —

(x — 3)? ist zwar nie negativ wird aber 0 (fiir x =

-1 0 1 3
T T
(x—3)2 .......................
(x+1) I
(‘x,l) R
Resultat — — - -- P

L =]—o00,—1[ U [0,1[ U {3}

x = 3 ist Teil der Losungsmenge weil (x —3)3 dort
0 ist. Anstatt {3} konnte auch [3,3] geschrieben
werden.

1 S dx —3 - dr —3
x+2 d5x + 3 dx + 3
I 4z-3 >0
T+ 2 5T + 3
5z + 3 ~ (z+2)(dz - 3) -0
(x +2)(5x +3) (x +2)(5x + 3)
5x + 3 — (422 + 5x — 6)
(x +2)(5z + 3) >0
5r +3 — 42?2 — 5x + 6
@+2)(a+3) "
—42% +9
>0
(x +2)(5x +3)
(34 22)(3 —2x) 50
(x 4+ 2)(5z +3)
23 ;
(3—|—2$> T
(3-2z) ] N N B L
(.%'—1-2) e
(5$+3) e T P
Resultat N L

L=]-2-4[u]-4. 4

¢) (x+9)-(x+15)
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d) (z+12)- (z+15) e) (x+12)-(z+6) f) (z+10)-(z+12)
g) (x+9)-(x+8) h) (x+15) - (x+9) i) (x+10)-(z+6)

R Losung zu Aufgabe 7.14 cxtaktorisieren-auch-negativ

a) (x—8)-(x+8) b) (x —8)-(x+9) ¢) (x—8)-(x—12)
d) (x—8)-(x—9) e) (x—15)(x —8) f) (x—15)-(x+8)
g) (z—28)-(z—10) h) (z —8)-(z —12) i) (x—15)- (xz+10)

R Losung zu Aufgabe 7.15 cxtaktorisicren-rusatztaktor

a) —=3y° (22 + 172+ 72) = =3y° (x +9) - (z + 8)
b) —5w? (22 + 21z 4 90) = —5w? (z + 6) - (x + 15)

¢) —2n (2?2 —2—90) = —2n(z — 10) - (z +9)

o
—

—Ta (22 — 62 — 135) = —Ta(z+9) - (z — 15)
e) —2c(z? + 4z —96) = —2c(z+12) - (z — 8)

f) —7e? (22 — 20z + 96) = —Te? (z — 12) - (x — 8)
g) —2b(x? —100) = —2b(x + 10) - (z — 10)

h) —5f2 (22 + 21z + 90) = —5f% (z + 15) - (z + 6)
i) —3a® (2% — 9z — 90) = —3a® (x — 15) - (x + 6)

R‘Lﬁsung zu Aufgabe 7.16 cx-gleichungen-produkt-gleich-null

2)
(2 +4)(z — 4)(x — 6) (¢ +5)(c —2)2 = 0

Alle z, die einen der Faktoren zu Null machen, sind eine Losung der Gleichung. Damit ist L = {—4, 4,6, —5, 2}.

b)
(x—2) (42 —8) = (x—2)-4- (2? = 2) =4(z - 2)(z + V2)(z — V2) = 0
L ={-v2,v2,2}.
c)
(x+3)(z —3) - 72> — 422 - (x + 3)(x — 3) = 9452 (x — 3)(x +3) | — 945z (x — 3)(x + 3)
(z+3)(x —3) - 723 — 422 - (x + 3)(z — 3) — 9452(x — 3)(z +3) =0 |TU
(z+3)(z — 3) (T2° — 422° — 945z) =0 |TU
Tx(z + 3)(z — 3) - (2* — 62 — 135) =0 |TU
Te(z+3)(z —3)(x+9)(x — 15) =0

L = {0,-3,3,-9, 15}.
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R Losung zu Aufgabe 7.17 cx-ungleichungen-produkt-ungleich-null
a)
T 1
0 TU
2?2 — 1la — 42 +x2+7x+12 - |
T 1
+ 0 TU
(x +3)(z —14) (x+3)(x+4) — |
z(zx+4) + (x — 14)
0 TU
(x+3)(z—14)(x+4) — |
2% +5r — 14
<0 TU
(x+3)(z—14)(x+4) — |
(x—=2)(z+7) 0
(x+3)(z—14)(x+4) —
-7 -4 -3 2 14
() [ R N I Y SRR
(x _|._ 7) ............................................................................
(a’; + 3) ____________ S e
(z—14) ———————|-——— el ________ B S
(.Z‘ + 4) _______ N e
Resultat ______________ B-— — - e — D
Man liest ab: L =] — oo, —=7] U | — 4, =3[ U [2, 14]
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8 Satzgruppe des Pythagoras

8.1 Bruchverbrechen

R Aufgabe 8.1 Falls ein Fehler vorhanden ist, erklaren und korrigieren Sie diesen. Wenn kein Fehler
vorhanden ist, erkldren Sie, wie man das einfacher machen konnte.
ab 2ab
8) 2 a2 —b2  2a2 — 22
b) b a bla—b) ala+0b)

a+b a-b a2 — b a?— b2
bla—b) ala+b)  bla—0b)-ala+Db)

¢) a2 — b2 a2 —p2 a2 — b2

a®+ ab ab —b? a®+ab—ab—b? a? —b?
d) 202 az_bp a2 — b2 T a2 2 =1
) a—1b b2 — ab B 1 _ b2 — ab

a?—ab = a—=bt  a2—ab 1

1 b2 —ab 1

£ - - 2
) a? —ab 1 a? —ab b" —ab
) a+b a—b _q a®>  (a+b)? (a — b)? B 2(a? — b?) a?
& a—b a+b a2 —b2  a?—b? a? — b2 a? — b2 a? — b2

(a+b)%+ (a—b)?—2(a® - b?) a?

aZ — b2 "Ta2 — 2

h) a _ a _ 1

a* + bt a(a3 + b*) ad + bt
i (a—+bT+ ab _ ab _
(aA4b) — ab —ab

! CELEEL y
6 6
ey —5=x+5
k
) 4o+ 7 4+ 5z
= | —4x —4
6 6
3_=
6 6

1) Seien a und b zwei reelle Zahlen. Was lisst sich iiber die Vorzeichen von a und b aussagen, wenn man
weiss, dass a - b < 07

m) Seien a und b zwei reelle Zahlen von denen man weiss, dass a - b < 2. Was lasst sich iiber die Vorzeichen
von a und b aussagen?

8.2 Satzgruppe des Pythagoras

—— Satz 1  Satz des Pythagoras

2 In einem rechtwinkligen Dreieck mit Katheten a und b und Hypotenuse ¢ gilt:

a®>+ b2 =¢?
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R Aufgabe 8.2 Beweisen Sie den Satz von Pythagoras mit folgenden Skizzen:

a) b) c)

8.2.1 Hohen- und Kathetensatz

Um den Hohensatz herzuleiten, driicken Sie
c? einmal mit a, b und einmal mit p, q aus, set-
zen Sie die beiden Ausdriicke gleich und iso-

lieren Sie das Produkt pq.

A
a®+ b = (p+q)°
A+ =p*+2q+q¢ |-p’—¢ .
(@® =p*) + (0° — ¢*) = 2pq &
2h? =2 02
, Pq | p2 +h2 = g2
K2 =
Pq P’ +pg=a’
p(p+4q) =a’
Fiir den Kathetensatz, driicken Sie a? mit h 2

und p aus und ersetzen Sie h? mit Hilfe des pe=a

Hohensatzes und klammern Sie p aus:

Satz 2 Hohen- und Kathetensatz

In einem rechtwinkligen Dreieck teilt die Hohe h auf die Hypotenuse ¢ diese in zwei Hypotenusenab-
schnitte, p und ¢ (wobei p néher bei a liegt). Es gilt:

Ho6hensatz: pg = h? Kathetensatz: cp = a® und cq = b?

R Aufgabe 8.3 In einem rechtwinkligen Dreieck teilt die Hohe h auf die Seite ¢ diese in zwei Hypotenu-
senabschnitte, p und ¢, wobei p ndher bei a liegt. Von den sechs Strecken a, b, ¢, h, p und ¢ sind jeweils zwei
gegeben. Finden Sie Formeln, um daraus die anderen vier zu berechnen.

a) a, b b) a, p ) p g d) p, c
® Aufgabe 8.4 Der Hohensatz und der Kathetensatz kénnen fiir die konstruktive Verwandlung von
Rechtecken in flichengleiche Quadrate gebraucht werden.

a) Konstruieren Sie mit Hilfe des Hohensatzes ein Quadrat, das die gleiche Fliche wie ein gegebenes Rechteck
hat.

b) Konstruieren Sie mit Hilfe des Kathetensatzes ein Quadrat, das die gleiche Flache wie ein gegebenes
Rechteck hat.

c) Gegeben ist ein Quadrat mit Seitenlinge s und eine Streckenlénge z. Konstruieren Sie mit Hilfe des
Hohensatzes ein Rechteck mit Seitenldnge z und gleicher Fléche wie das Quadrat.

d) Gegeben ist ein Quadrat mit Seitenldnge s und eine Streckenlidnge x. Konstruieren Sie mit Hilfe des
Kathetensatzes ein Rechteck mit Seitenlénge x und gleicher Flache wie das Quadrat. Was ist zu beachten?
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8.3

Spezielle rechtwinklige Dreiecke

K Aufgabe 8.5 Ein rechtwinklig gleichschenkliges Dreieck hat die Hypotenuse ¢ und die Katheten a = b.

a)
b)

Berechnen Sie ¢, wenn a gegeben ist.

Berechnen Sie a, wenn ¢ gegeben ist.

R Aufgabe 8.6 In einem Dreieck mit den Innenwinkeln 30°, 60°, 90° sei ¢ die Hypotenuse, a die kiirzere
und b die ldngere Kathete.

Wenn jeweils eine der drei Léngen gegeben ist, berechnen Sie daraus die anderen beiden.

8.4

Regulares Tetraeder

Das Tetraeder ist ein platonischer Korper bestehend aus 4 gleichseitigen Dreiecken mit Seitenlénge s.

Anzahl Flachen:
Kanten:

Anzahl Ecken:
Seitenhohe:

Korperhohe:

*Aufgabe 8.7 Folgende Aufgaben sind grisstenteils aus der Aufgabensammlung von Angelika Rupflin der Kantonsschule am

Burggraben St. Gallen

1.

10.

11.

12.

13.

Gegeben sind zwei Quadrate mit den Seitenldngen 3 cm und 5 cm. Konstruieren Sie ein Quadrat des-
sen Fldcheninhalt a) mit der Summe b) mit der Differenz der Inhalte der beiden Quadrate
iibereinstimmt.

Zeichnen Sie ein Quadrat mit der Seitenlinge a = 3 cm und konstruieren Sie dann ein Quadrat, das
a) den halben, b) den doppelten, ¢) den dreifachen Inhalt wie das urspriingliche hat.

Konstruieren Sie (ausgehend von ganzzahligen Streckenldngen) auf mindestens 2 verschiedene Weisen ein
Quadrat mit dem Flacheninhalt
a) 5cm? b) 27 cm?

Welchen Radius muss ein rundes Backblech mindestens haben, um eine rechteckige Tiefkiihlpizza mit den
Abmessungen 22 cm x 17 cm in den Ofen zu schieben.

Berechnen Sie die theoretische Blickweite von einem 100 m hohen Leuchtturm aufs Meer. (Erdradius
6.37 - 10° m)

Wie weit unter Wasser liegt die gerade Verbindungslinie von Romanshorn nach Friedrichshafen? Machen
Sie eine Skizze. Erdradius: 6370 km.

Wie hoch darf ein 60 cm tiefer Schrank hochstens sein, damit man ihn aus der liegenden Position in einem
2.4 m hohen Raum durch Kippen aufstellen kann?

Berechnen Sie die Lénge aller Seitenhalbierenden in einem rechtwinkligen Dreieck aus den Kathetenléngen
a und b. a) a=6und b=10 b) allgemein mit Parametern ¢ und b

Von einem allgemeinen Dreieck ABC' kennt man die Seite ¢ = 56 cm, die Hoéhe h. = 15 cm und die
Seitenhalbierende s. = 17 cm. Berechnen Sie die Lénge der Seiten a und b.

Gegeben sei eine Strecke der Lénge a.
Konstruieren Sie a) +/6la b) 153a c) V7a

Gegeben sind die Punkte A = (—3,—2), B = (6,1) und C = (—5,4). Priifen Sie durch Rechnung, ob das
Dreieck ABC rechtwinklig ist. (Achtung: Hier ist keine Zeichnung verlangt!)

Uberpriifen Sie durch Rechnung, ob das Dreieck ABC mit A = (2,1), B = (1,10) und C = (6,5)
rechtwinklig ist und geben Sie den Flicheninhalt an! (Keine Zeichnung!)

Verwandeln Sie ein Dreieck mit den Seiten 3 cm, 4 ¢cm, 5 cm in ein flichengleiches Quadrat.
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14. Verwandeln Sie ein Quadrat mit Seitenlédnge 7.5 cm in ein flichengleiches Rechteck, dessen eine Seite 5.5
cm lang ist. Erldutere kurz dein Vorgehen!

15. Ein Matrose sitzt auf hoher (und ruhiger) See im Ausguck eines Schiffes 25 m iiber dem Wasser. In welcher

Entfernung (Luftlinie) sieht er frithestens
a) eine auf dem Wasser treibende Luftmatratze?

b) einen anderen Matrosen, der seinerseits in einem Ausguck 30 m {iber der Wasseroberflache sitzt?
Hinweise: Fertigen Sie eine Skizze an. Erdradius: 6370 km

R Aufgabe 8.8

a) Berechnen Sie aus a und b die Langen der Strecken b) Berechnen Sie s und r aus a = 4v/5 und h,. = 8.
AB, MB und CB.

B

|

P! 1 X ‘
< a ><t— p —] A

# Aufgabe 8.9 Berechnen Sie aus a den Radius = der skizzierten Fiillkreise.

a) b)

< a =

MooIRI( 09-,0€ Sep 9IS ueyong :(e Nz semuly

‘U9YTY TOMZ JNR SIUI[PUNIY) INZ WINIJUSZSIOIY WOA PURISqY USP oI UouydaIog (2 pun (q Nz oSToMUI
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8.5 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-

reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

-g® . . o . . . . . .
X Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und/oder die Theorie in einen grosseren

Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 8.1 cx-bruch-verbrechen

a) Falsch. Richtig: 2 - =

2ab

ab 3 ab
a? — b2 1

b) Richtig, aber unnétig kompliziert.

a2 —p2

a2 —p2 "
a bla—b) ala+bd)

a+b

= . Erweitern ist unnotig beim

"a—b a? — b2 a? — b2

Multiplizieren (nur zum Addieren muss erst gleichnamig gemacht werden). Es kann nachher wieder gekiirzt

erden b ¢ ab
w . . =
a+b a-—0» a? — b2

bla—0b) ala+b)

_ bla—10)-ala+b)

c¢) Falsch. Richtig wére Ry R s

a® + ab

(2127

ab — b? a? +ab — (ab— b?) a? + b2

d) Falsch. Schutzklammer setzen: —;
a? — b?

—_p2 a2 — b2 T a2 — b2

e) Falsch. Gekiirzt werden kann nur aus Produkten von Briichen.

f) Falsch. Schutzklammer setzen:

b —ab 1

1
= —(® —ab) = —— —b* +ab

a? —ab

g) Falsch. Punkt vor Strich! (Und es wurde unnétigerweise fiir eine Multiplikation erweitert).

1 a? —ab

a? —ab
(a+b)?

a2 — b2 +

a2 — b2 a2 — b2 a2 — b2

(a—b)? _(2(a2—b2) o >: (a+b)2+(a—b)? — 22— a®

/cz%—/l)2 a2 — 12

h) Falsch. a kann nicht ausgeklammert werden (und dann auch nicht gekiirzt werden).

i) Falsch: Aus Differenzen und Summen. ..

j) Falsch. Auch = muss mit 6 multipliziert werden. Die Operationen werden immer auf die gesamte linke

und rechte Seite angewandst.

4dr — 5

= —_— . 6
5 T+ |
dr —5=6x+5
k) Falsch. Die neue Gleichung hat zwar die gleichen Losungen, es wurde aber nicht 42 sondern 4% subtra-
hiert. Richtig:
dx+7  4+5zx | 4o 4
6 6 6 6
3_=
6 6

1) Wenn ab < 0, muss eine Zahl positiv und die andere negativ sein. D.h. Entweder (¢ < 0 und b > 0) oder

(a>0und b < 0).

m) Nichts, jede Kombination ist moglich (man nehme z.B. alle méglichen Zweier-Kombinationen von +1 und

1)
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R Losung zu Aufgabe 8.2 cxpythagoras-beweise

a) Mit den Katheten a, b und der Hypotenuse ¢ kann man die Gesamtfliche auf 2 Arten berechnen und die

entstehende Gleichung vereinfachen:

1
(a+b)?*=c*+4- <2ab)
a® + 2ab+ b = + 2ab

a®>+ b2 =¢?

was zu beweisen war.

| — 2ab

b) Mit den Katheten a, b und der Hypotenuse ¢ kann man die Gesamtfliche auf 2 Arten berechnen und die

entstehende Gleichung vereinfachen:

1
A =(a—0b)*+4- <2ab>
= a® — 2ab + b* + 2ab

A =a?+ b
was zu beweisen war.

¢) Zuerst ist zu bemerken, dass die Dreiecke AAB;C; und
A Ay BCy deckungsgleich sind mit AABC und durch Dre-
hungen um 90° erhalten wurden (gleiche Winkel, gemein-
same Seite b, bzw. a).

Damit gilt, dass die Strecken [AB;] und [BA] und [CD]
alle die gleiche Lange ¢ haben.

Das Parallelogramm ACDB; hat die gleiche Grundlinie
und Hohe wie das Quadrat tiber der Seite b = [AC] und hat
somit die Fliche b%. Dieses Parallelogramm hat die gleiche
Flache wie das Rechteck AH H1B;.

Das Parallelogramm BA;DC hat die gleiche Grundlinie
und Hohe wie das Quadrat iiber der Seite a = [AC] und hat
somit die Fliche a?. Dieses Parallelogramm hat die gleiche
Flache wie das Rechteck HBAsH; .

Das Quadrat ABA,B; hat die Fliche ¢? und ist gleich der
Summe der Flachen der Rechtecke AH Hy By und HBAsHq,
also b? + a2, was zu beweisen war.

R Losung zu Aufgabe 8.3 cx-umkenrformeln

a) |c = +va?+ b? | Die doppelte Dreiecksfliche ist ab = ch und daraus h = aTb7 eingesetzt fir c:

By

Ch

a2
c

Kathetensatz: cp = a? also p =

eingesetzt fir c: | p

a2

Va2 457

=@ P

D
H1 A2
C
Co
H B
_ ab
T Ve |
— b’
. Entsprechend | ¢ = RV v

, Kathetensatz cp = a2 also E. Aus p+q = cergibt sich ¢ = ¢—p, also| g = &

Fiir b bieten sich jetzt viele Wege an, z.B. b = v/¢? — a?, eingesetzt fiir ¢: |b = Z—: — a? |. Hinweis: Die
letzte Formel lasst sich zu b = a% vereinfachen.
c) VPille=p+qla= \/h2 + p2, eingesetzt fiir h: |a = \/pq + p? |, entsprechend |b = /pq + ¢2 |
d) . Aus dem Hohensatz ergibt sich | h = 1/p(c — p) |, aus dem Kathetensatz|a = /cp|und | b =
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R Losung zu Aufgabe 8.4 cx-facchenverwandlung

a) h? = pq. Die Rechtecksseiten entsprechen p und ¢. Damit kann die Seite ¢ = p + ¢ hingelegt werden
(Punkte A, B). Die Hohe als 1.g.0.f.C' kann eingezeichnet werden. Der Thaleskreis iiber [AB] ist der
2.2.0.£.C. Das Quadrat iiber h ist nun flichengleich.

b) a? = cp. Die lingere Rechtecksseite entspricht c, die kiirzere p. Damit kann die Seite ¢ (Punkte A, B)
und die Hohe h auf ¢ (1.g.0.£.C) eingezeichnet werden. Der Thaleskreis iiber [AB] ist der 2.g.0.f.C. Das
Quadrat iiber a ist nun flichengleich.

c¢) h? = pq. Eine Quadratseite entspricht » (Punkt C' und Hohenfusspunkt H), der Hypotenusenabschnitt p
entspricht der Rechtecksseite . Damit kann B konstruiert werden und die Seite b rechtwinklig zu a in C'
abgetragen werden, ergibt A und den gesuchten Hypotenusenabschnitt ¢ = [AH].

d) Je nachdem, ob = < s oder x > s ergibt sich eine andere Konstruktion.
Fall 1: 2 > s. Kathetensatz: a> = cp. Die Seite ¢ = z. Eine Quadratseite entspricht der Seite a (Punkte
B und C). Die Seite b kann also hingelegt werden (1.g.0.f.A). Der Kreis k(B, s) ist der 2.g.0.f.A. Der
Hohenfusspunkt auf ¢ kann nun konstruiert und der gesuchte Hypotenusenabschnitt p abgelesen werden.
Fall 2: x < s. Kathetensatz: a? = cp. In diesem Fall p = z. Das Dreieck ABCH kann konstruiert werden
(Thaleskreis iiber [BC] geschnitten mit k(B,z) ergibt H. Das Dreieck ABC kann nun ergénzt und die
gesuchte Seite ¢ kann abgelesen werden.

‘R‘Lﬁsung zZu Aufgabe 8.5 ex-rechtwinklig-gleischschenkliges-dreieck

a) 2 =a®+ a? = 2d?, also c = V2a.

_ = _ e _ en/2 2
b) Aus ¢ = v/2a erhilt man a = =5 V2=E e

R Losung zu Aufgabe 8.6 ex-30-60-90-dreicck
Erst ist zu bemerken, dass das 30°, 60°, 90° Dreieck ein halbes gleichseitiges Dreieck ist, d.h. a = %c.

:c:2aundb:\/02—a2:\/4a2—a2:\/3a2=\/§-a.
b gegeben || Aus b = v/3a erhélt man a = % = \/ng/\% = %-b.

Und aus ¢ = 2a folgt ¢ = %b.
: a = —+c und (aus Teilaufgabe a)) b = v/3a = %c. (Oder etwas komplizierter, via Satz von
Pythagoras: b = v/c2 — a? = \/02 - % = \/%62 = %c =3¢)

R Losung zu Aufgabe 8.7 ecx-pythagoras-angelikas-sammlung

1. a) Katheten mit Liange 3 und 5, dann ist das Hypotenusenquadrat die Losung
b) Kathete mit Linge 3, Hypotenuse mit Linge 5, dann ist das andere Kathetenquadrat die Losung

2. Fliachenverwandlung Rechteck — Quadrat (z.B. mit Hilfe des Hohensatzes, wobei ein rechtwinkliges Drei-
eck mit Hypotenusenabschnitt 3 und a) %, b) 6 und c¢) 9 zu konstruieren ist. Die Hohe ist dann die
gesuchte Quadratseite).

3. a) zB.5=124+2%0oder 5 = 3% —22 oder 5 =1-5. b) 27 =6%—3%oder 52 + 12+ 12 oder 27 = 3-9.

4. 13.9 cm (Halbe Diagonale im Rechteck, zu berechnen mit dem Satz von Pythagoras).

5. 35.7 km. Sei M der Erdmittelpunkt, L die Spitze des Leuchtturms, T der Berithrungspunkt der Tangente
durch L an k(M,r.). Im AMLT gilt: IT =ML’ - MT = (re +1)% —r2.

6. Alle Angaben in km. Erdradius r = 6370, Distanz d = 12.2. Die gesuchte Tiefe ist 7 — /72 — (%)2 ~
0.0029207. Also knapp 3m.

7. maximal 2.32 m. Entscheidend ist die Rechtecksdiagonale bei Schrank. Diese darf hochstens gleich lang
wie der Raum hoch sein.
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8. 84 = \/% + b2 =109 = 10.44, s, =+/a®+ % = +/61 = 7.81. Die Schwerlinien sind Hypotenusen in
rechtwinkligen Dreiecken!

S¢ = 5 = a22+b2 = 1236 = 5.83 C liegt auf dem Thaleskreis und damit ist s. ein Radius. Das gilt
natiirlich nur im rechtwinkligen Dreieck!

9. a =39 b = 25. Seien H der Hohenfusspunkt und M. die Seitenmitte von c. HM, ist Kathete im
AHM.C. HM, = /172 — 152 = 8. Damit ist HA = < — HM. = 28 — 8 = 20. b ist Hypotenuse im
ANAHC. b =+/202 + 152 = 25. a ist Hypotenuse im AHBC. a = /152 + 362 = 39.

10.a) zB.61=62+52 b) zB.153=1224+32 ) 7=42_32

11. Die Distanz zweier Punkte kann mit Hilfe des Satzes von Pythagoras berechnet werden. Z.B. ist die Strecke
[AB] die Hypotenuse und die Katheten sind parallel zu den Achsen. Deren Lénge entspricht dann genau
der Differenz der jeweiligen Koordinaten. Berechnet man diese Léngen, stellt man fest, dass die Summe
der Quadrate von zweien die dritte ergeben und damit ist das Dreieck rechtwinklig.

12. rechtwinklig, Fléache 20.

13. Dreieck in ein flichengleiches Rechteck umwandeln. Dann Héhen- oder Kathetensatz anwenden.

14. Hohen- oder Kathetensatz anwenden
15.a) 17.85 km (Losung analog zu Aufgabe 5). b) 37.39 km (Losung ganz dhnlich zu Aufgabe 6).

R Losung zu Aufgabe 8.8 cx-satzgruppe-pythagoras-figuren

a) Der Kreisbogen ist ein Thaleskreis {iber [PR], damit ist APRB rechtwinklig. Damit gilt der Héhensatz und
so ist AB = v/ab.

MB = MR = > (Kreisradien).

Der Kathetensatz im AMAB besagt: MB - CB = AB” und damit CB = ﬂBBZ = a‘sz = azi%
b) Im AMapBC gilt: MapB = /a? — h2 = /80 — 64 = /16 = 4.
Im AMagM A gilt: r? = MABA2 + (he — r)?. Eingesetzt:
2 =424+ (8—r)?
2 =16+8%—-2.8. 7 +1r? | —r?
0=80 — 16r | + 167
16r = 80 |: 16
r=25
Der Punkt D liegt auf dem Thaleskreis iiber M4pC und damit ist [MapD] die Hohe im rechtwinkligen
e 12 s o h2 84 16 _ 16v5  _ 16V5
ANAMapC'. Der Kathetensatz besagt: a - s = hZ und damit ist s = — = WE T R T e T 5

# Losung zu Aufgabe 8.9 cxpyihagoras tuciikreise

\

w s

30& - {70 . 7/
< a = L L L

NABC ist ein 30°-60° Dreieck und damit ist AB = 2C' B. Weiter ist AD = a = 3z und damit ist x = %a.
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(o4 5) = () = t-ar =

2 2
x2+2x%+?—6—(j—6:a2—2ax+x2——
32
dax 3a?
2 4
_ 3a
10
C) s N
T
R
2
< ><®
M1 H M2

a

= =
Die Hohe h kann auf zwei Arten berechnet werden, einmal im AM;HZ und einmal im AHM-Z:

h2:h2

(a—z)?—2*=(a+2)*—(a—2)?

a® — 2ax = 4ax | + 2ax
a® = 6ax | : 6a
a
2
6
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10 Funktionen

Eine Funktion kann intuitiv als eine Art « Maschine» aufgefasst werden, die aus einem «Input» einen «Output»
generiert. Z.B. ist die Maschine, die eine Zahl als Input entgegennimmt, daraus die Wurzel zieht, davon die
Gegenzahl nimmt und das Ergebnis dieser Berechnungen als Output liefert, eine Funktion.

Input - Output
—— | Maschine | ——

Unsere Beispielfunktion liefert beim Input 7 als Qutput —v/7.

Der «Input» wird Argument genannt, der «Output» Wert.

Die Definitionsmenge besteht aus allen erlaubten Argumenten, gibt also an, was als Argument («Inputy)
iiberhaupt zuldssig ist. Im Beispiel sind als Argumente alle positiven reellen Zahlen und Null erlaubt; die maximal
mogliche Definitionsmenge besteht also aus allen positiven reellen Zahlen und der Null. Die Definitionsmenge
kann aber auch kleiner sein als maximal moglich (im Beispiel kénnte man auch N\ {0} als Definitionsmenge
nehmen).

Die Wertemenge besteht mindestens aus allen moglichen Werten («Outputsy ), die produziert werden kénnen.
In unserem Beispiel kommen alle negativen reellen Zahlen und die Null als Werte vor, die Wertemenge besteht
also mindestens aus diesen Zahlen. Der Wertebereich kann aber auch grosser angegeben werden als minimal
moglich (hier z. B. R).

Statt Definitionsmenge sagt man auch Definitonsbereich, statt Wertemenge Wertebereich.

Definition 10.1  Funktion

FEine Funktion ist eine Vorschrift, die jedem Element einer Definitionsmenge genau ein Element einer
Wertemenge zuordnet.

Funktion oder nicht?

e Jedem Schuhmodell eines Versandhauses wird der entsprechende Preis zugeordnet.
e Jeder Schiilerin wird eine Zeugnisnote in Mathematik zugeordnet.

e Jeder Zeugnisnote werden die Schiiler einer Klasse zugeordnet.

e Jeder natiirlichen Zahl wird ihre Quadratzahl zugeordnet.

e Jedem Zeitpunkt wird die Position eines Smartphones zugeordnet.

o Jeder Position eines Smartphones werden die entsprechenden Zeitpunkte zugeordnet.

In der Mathematik interessieren wir uns in erster Linie fiir Funktionen, die Zahlen wieder Zahlen zuordnen;
dabei betrachten wir fast immer Funktionen, die durch eine Formel beschrieben werden koénnen.

10.1 Notation Zahlenmengen

Die folgenden Schreibweisen sind beispielsweise niitzlich zur Angabe von Definitions- und Wertemengen.

R* (die Menge) alle(r) reellen Zahlen ausser der Null: R*=R\{0}={x eR |z #0}
R*  (die Menge) alle(r) positiven reellen Zahlen: R =]0,00[= {z € R | z > 0}
R (die Menge) alle(r) positiven reellen Zahlen und der Null: Ry =[0,00[={z €R |z >0}
R™ ) alle(r)

Ry ) alle(r)

die Menge) alle(r) negativen reellen Zahlen: R™ =] —00,0={zeR |z <0}
die Menge) alle(r) negativen reellen Zahlen und der Null: ~ R™ =] —0,0] = {x e R | z < 0}

In derselben Weise definiert man die Mengen Q*, Q, (@3‘ , Q7, Qy und analog fiir Z. Bei den natiirlichen
Zahlen verwendet man eigentlich nur die Notation N*.
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?Aufgabe 10.1 Wahr oder falsch? Falls die Aussage falsch ist, korrigieren Sie diese mit moglichst kleinen
Anderungen.

a) Nt =27+ b) R~ =R\ R* c) R* =Rt UR~
d) Q*NZ=N e) Ry NQF = {0} f) RFUZ™=Q

10.2 Notation von Funktionen
In ausfithrlicher Weise wird eine Funktion f wie folgt notiert:

f: D —- W
z = fz)

wobei gelten:
o fist der Name der Funktion (normalerweise ein beliebiger Kleinbuchstabe)
o DD ist die Definitionsmenge (meist maximal gross)
o W ist die Wertemenge (oft minimal klein)

e x ist das Argument, wobei z aus D kommt. Die Wahl des Buchstabens ist beliebig (er darf aber noch
nicht anderweitig verwendet sein).

o f(z) ist der Wert von f an der Stelle z. Dabei muss f(x) ein Element von W sein (fiir jedes Argument
x € D).

Statt f(x) steht dort meist eine Formel, die angibt, wie f(x) aus x berechnet wird, vgl. die nachfolgenden
Beispiele.

Sprechweise fiir obige Notation:

e Sprich: «f von D nach W» fiir f: D — W.

e Sprich: «x wird abgebildet auf f von x» fir x — f(z):

Beispiele:
a: R - R m: R — R s: R* — R* q:R—)RS‘
x —= x+5 ro o= 3r t — % v 02
Diese Funktionen kénnen auch abgekiirzt wie folgt geschrieben werden:
1 2
alz) =z +5 m(r) = 3r s(t) = - qv) =v

Dabei wird jeweils die grosstmogliche Definitionsmenge angenommen (falls méglich R) und die kleinstmogliche
Wertemenge, d. h. W = {f(z) | x € D}.

Die Funktion a ist die «Maschine», die eine Zahl als Argument («Input») bekommt, 5 dazu zdhlt und dieses
Resultat als Wert («Output») produziert. Entsprechend multipliziert m mit 3, s bildet den Kehrwert und ¢
quadriert.

Berechnen Sie:

a) a(2) = b) m(7) = c) 5(5) = d) ¢(=1) =
e) a(5)= f) m(-4)= g) s(vV2) = h) a(z —2) =
i) m(u+v)= ) ale+d) = k) a(m(4)) = ) m(a(4)) =
m) g(m(s(=0.5))) = n) a(s(q(vV7)) =
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10.3 Spezielle Funktionen

In der Mathematik gibt es viele wichtige Funktionen. Einige davon kennen Sie bereits.

10.3.1 Wurzel- und Betragsfunktion

Die Wurzelfunktion /- ordnet jedem nicht-negativen reellen Argument z diejenige nicht-negative reelle
Zahl \/z zu, die quadriert das Argument x ergibt;:

Vo R = RE
N

Beachten Sie: Fiir negative Zahlen ist die Wurzelfunktion nicht definiert. Die Wurzelfunktion liefert stets
positive Zahlen (oder Null).

Die Gleichung 2% = 2 hat zwei Losungen, namlich +1.41421 ... und —1.41421. ... Die Wurzelfunktion liefert,
wie alle Funktionen, jedoch fiir jedes Argument genau einen Wert; es gilt /2 = +1.41421 .. ..

Die Betragsfunktion || kann wie folgt definiert werden:
ll: R — Rf

r o o= r wennzxz >0
| —x sonst

Uberpriifen Sie die Definition, indem Sie positive und negative Zahlen fiir 2 einsetzen.

# Aufgabe 10.2 Erkldren Sie, warum |z| = Va2 fiir alle z € R gilt.

10.4 Nutzen von Funktionen

Mit Funktionen koénnen z. B. physikalische Abldufe beschrieben werden, wie etwa die z-Koordinate (Hohe in m
nach oben gemessen) und Geschwindigkeit v (in m/s) eines Massepunktes (beliebiger Masse) im freien Fall bei
Vernachlissigung der Luftreibung. Das Argument ¢ ist die Zeit (in Sekunden):

1

z(t) = 7gt2 u(t) =gt

wobei g = —9.81 die Erdbeschleunigung in m/s? ist.

R Aufgabe 10.3 Berechnen Sie mit Hilfe der obigen Funktionen z und v die Fallstrecke und die Geschwin-
digkeit nach 1 bzw. nach 2 bzw. nach 3 Sekunden Fallzeit.

10.5 Graph einer Funktion

R Aufgabe 10.4

a) Zeichnen Sie ein Koordinatensystem mit einer horizontalen ¢-Achse (Beschriftung ¢ statt =) und einer verti-
kalen s-Achse (Beschriftung s statt y). Zum Zeitpunkt Null fahrt die Trogenerbahn am Bahnhof St. Gallen ab.
Zeichnen Sie, moglichst realistisch, zu jedem Zeitpunkt ¢ die zuriickgelegte Strecke s(t) ein (bis zur Haltestelle
Spisertor).

b) Zeichnen Sie ins gleiche Koordinatensystem mit einer vertikalen v- statt s-Achse die entsprechende Geschwin-
digkeit ein.

Sie haben die Graphen der Funktionen s und v gezeichnet. Beachten Sie, dass diese Funktionen nicht verniinftig
mit Formeln dargestellt werden kénnen. Beachten Sie, dass v(t) angibt, wie steil der Graph von s zu einem
Zeitpunkt t ist.

Definition 10.2  Graph
Eer Graph einer Funktion f ist die Menge aller Punkte (z, f(z)) mit 2 € D.
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R Aufgabe 10.5 Zeichnen Sie jeweils den Graph der angegebenen Funktion in ein Koordinatensystem ein.
Bestimmen Sie vorgéngig Definitions- und Wertebereich, um nur den benétigten Teil des Koordinatensystems
zeichnen zu miissen.

a) a(r) = /r b) b(q
d) d(t) =t e) e(u) = —u f) flv)=-2Ltv-1
g) g(w) = v9—w? h) h(y) = v=-y ) i) =—lz—1+1

v
Il
<
(V]
o
N~—
o
PN

s) = s|

L

Um eine verniinftige Vorstellung vom Aussehen des Graphen zu bekommen, muss bei solchen (durch Formeln
gegebenen) Funktionen nicht fiir alle Argumente der Wert der Funktion berechnet werden; selbst ein Computer
ware damit iiberfordert. Die Art der Formel liasst auf die Art der Kurve schliessen. Mehr dazu spéter.

R Aufgabe 10.6

Fir ganzzahlige Argumente lesen Sie die 2 7~

Funktionswerte der Funktionen f, g, und A ¥ A / f \

aus deren Graphen ab. 1

Hinweis: Formeln fiir die Funktionen sind hier .

nicht gefragt! 0 1 J
SN T YN
_9 N

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

R Aufgabe 10.7 Gegeben ist eine Funktion a, deren Graph in jedem der drei folgenden Koordinatensysteme
eingezeichnet ist. Zeichnen Sie jeweils den Graph der angegebenen Funktion ein.

%) S) —ale) +1 b) glo) = Hale)
N A
NN ~ NN ~

~— N\ ~— N\

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

2. Juni 2022 54 https://fginfo.ksbg.ch/blc


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch/blc

Mathematik 1. Klasse
@ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

YT
Funktionen -

R Aufgabe 10.8
Die Graphen zweier Funktionen b und ¢ sind in den folgenden Koordinatensystemen eingezeichnet. Ergdnzen

Sie jeweils den Graph der angegebenen Funktion.

a) f(z) = b(z) + c(x) b) g(x) = b(x) - ¢(x)

1 //{ / ?\\ 1 //{ / ?\\
. // \\\\ . // \\\\
b NGO b N
N vd Nuw d
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

1 /| N\
d // \\\\
0 N\
1 /A \%
N

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

10.6 Transformation von Funktionsgraphen

R Aufgabe 10.9 Gegeben sei eine Funktion z. Beschreiben Sie die geometrische Abbildung, um aus dem
Funktionsgraph von z den Funktionsgraphen folgender Funktionen zu erhalten:

a) a(x) = z(x) + 2 b) b(x) = z(z) — 1 ¢) c(x) = z(x) + v, wobei v € R fest vorgegeben ist
Q) d(z) =2 2(x) &) e(@) = & - () ) @) = —=(a) 8) g(x) = —2-2()
— Merke

Wird zur gesamten Funktion eine positive Zahl addiert (bzw. von ihr subtrahiert), verschiebt sich der
Graph entsprechend vertikal nach oben (bzw. unten).

— Merke

Wird die gesamte Funktion mit einer Zahl multipliziert, wird der Graph in y-Richtung entsprechend
gestreckt (und zusétzlich gespiegelt, wenn die Zahl negativ ist).

10.7 Lineare Funktionen

R Aufgabe 10.10 Beschreiben Sie moglichst prézise den Graphen der Funktion f(z) = z. Finden Sie
einleuchtende Argumente dafiir, dass der Graph die Form hat, die er hat.

R Aufgabe 10.11 Zeichnen Sie folgende Funktionsgraphen mit moglichst wenig Aufwand. Sie sollen dabei
hochstens einen Punkt berechnen und/oder mit Transformationen des Graphen der Funktion f(x) = x arbeiten.

a) a(z) =3z b) b(z) = +x c) ¢(z) =—x d) d(z) = -+
e) e(z)=ax-1 f) fla)y)=—z+1 g) glx)=2x—2 h) h(z) = -4z + =
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—— Definition 10.3 Steigung

Die Steigung einer Geraden im Koordinatensystem ist die reelle Zahl,
die angibt, um wieviele y-Einheiten die Gerade pro z-Einheit ansteigt.
Konkret

Ay

Az’
wobei Ay fur die Differenz zweier y-Werte und Az fiir die Differenz ent-
sprechender z-Werte steht. Beachte: Differenzen sind vorzeichenbehaftet!

R Aufgabe 10.12 Zeichnen Sie in ein einziges Koordinatensystem elf Ursprungsgeraden (= Geraden durch

den Ursprung) mit den Steigungen i%7 i%, +1, 42, +4 und 0. Beschriften Sie die Geraden mit deren
Steigungen.

R Aufgabe 10.13 Gegeben sind zwei Punkte A = (z4,y4) und B = (zp,yp) mit unterschiedlichen z-
Koordinaten. Berechnen Sie die Steigung der Geraden durch A und B.

Warum miissen die x-Koordinaten unterschiedlich sein?

R Aufgabe 10.14 Bestimmen Sie jeweils die Steigung der Geraden, die mit der x-Achse einen Winkel von
a) 0° b) 30° c) 45° d) 60° e) 90°
bildet.

— Definition 10.4 Lineare Funktion

Eine lineare Funktion ist eine Funktion f, die in folgender Form geschrieben werden kann:

flz) =mx+q

Dabei sind m und ¢ geeignet gewéhlte reelle Zahlen.

R Aufgabe 10.15

a) Begriinden Sie, warum der Graph einer linearen Funktion eine Gerade ist.
b) Welcher Eigenschaft der Geraden entspricht m?
¢) Wenn der Graph einer linearen Funktion gegeben ist, wo kann man ¢ ablesen?

d) Schreibe moglichst wenig Text in die Box, damit die folgende falsche (warum?) Aussage korrekt wird!

Jede ’ Gerade im Koordinatensystem ist der Graph einer li-

nearen Funktion.

Definition 10.5 Steigung und Achsenabschnitt

Bei einer linearen Funktion f(z) = maz + ¢ ist
m & die Steigung und ¢ & der y-Achsenabschnitt.

R Aufgabe 10.16 Finden Sie Beispiele aus dem Alltag fiir lineare Funktionen.
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R Aufgabe 10.17 Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der folgenden linearen Funktionen:

d)
®) 2 2 I\ -
J
a) 2 C) 1 \
Y 1 y 6 -
1 6 » 2 N 7 —1
V) // J 1
O - 1 A \ - 2
T T 310123 \
-2 -1 1 2 3 e —4 \
-5
—2—1 1 2
—2—1 1 2
R Aufgabe 10.18 Indem Sie sich zuerst iiberlegen, wie der Funktionsgraph aussehen kann, bestimmen Sie

alle linearen Funktionen,

a) die die Zahl 1 auf 3 und die Zahl 4 auf 2 abbilden.

b) die das Intervall [—1, 1] vollstindig auf das Intervall [0, 4] abbilden.
c¢) die das Intervall [0,1] auf das Intervall [1, 6] abbilden.

d) die das Intervall 0, 1] abbilden.

[

[ auf das Intervall [0, 1]

e) die das Intervall [0, a,b] abbilden (mit a < b, a,b € R).
[ 1]
[

0
L
0
f) die das Intervall [a,b] auf das Intervall [0, 1] abbilden (mit @ < b, a,b € R).

]
]
] auf das Intervall
|
| ¢, d] abbilden.

6
1
b
g) die das Intervall [a,b] auf das Intervall

R Aufgabe 10.19 Gegeben ist die lineare Funktion f(z) =2z — 1.

a) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f.

b) Zeichnen Sie die Senkrechte zum Graphen von f durch den Punkt (—2,2) und bestimmen Sie deren
Funktionsgleichung in der Form g(z) = ma + q.

¢) Wie gross ist die Steigung einer Senkrechten zu einer Geraden mit Steigung m = %7

R Aufgabe 10.20 Gegeben ist eine Gerade g mit Steigung m. Berechnen Sie die Steigung m, einer Senk-
rechten zu g.

R Aufgabe 10.21 Gegeben sind zwei lineare Funktionen f(z) = -4z — 1 und g(z) = 3-2 + 1.

a) Zeichnen Sie die beiden Graphen von f und g in ein gemeinsames Koordinatensystem. Einheitslinge: 6
Héuschen.
b) Lesen Sie die ungefdhren Koordinaten des Schnittpunktes der beiden Geraden ab.

c¢) Berechnen Sie die exakten Koordinaten des Schnittpunktes.
Hinweis: Im Schnittpunkt sind die Funktionswerte beider Funktionen gleich.
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— Merke

Die Schnittpunkte der Graphen zweier Funktionen f und g erhilt man, indem man die Gleichung

nach x (der z-Koordinate eines Schnittpunktes) auflost. Sind f und g lineare Funktionen, ist die Gleichung
selbst linear und kann einfach geldst werden.

# Aufgabe 10.22 Gegeben sind die Punkte A = (—2,—1) und B = (3, 1) sowie die Steigung m = % der
Geraden b durch den Punkt A. Gesucht sind die Koordinaten des Punktes C' auf b, fiir den das Dreieck AABC
rechtwinklig ist.

a) Konstruieren Sie das Dreieck und lesen Sie die ungeféhren Koordinaten von C' ab.

b) Berechnen Sie die exakten Koordinaten von C'.

# Aufgabe 10.23 Gegeben sind zwei Punkte A = (—3,1) und B = (2, —2). Finden Sie die Koordinaten
der Punkte C und D oberhalb von AB, fir die ABCD ein Quadrat ist.

« Aufgabe 10.24 Finden Sie ganzzahlige Koordinaten fiir die Eckpunkte eines rechtwinkligen Dreiecks so,
dass die Hypotenuse parallel zur z-Achse ist und das Dreieck nicht gleichschenklig ist.

Bestimmen Sie dann die Koordinaten der Eckpunkte der Quadrate tiber den Dreiecksseiten.

Betrachten Sie das Quadrat iiber der Seite b. Das Quadrat soll kontinuierlich (als Animation) in ein Paral-
lelogramm tiberfiihrt werden, wobei die Seite b fix bleibt und die andere Seite am Schluss senkrecht auf der
Hypotenuse steht (wie im dritten Beweis des Satzes von Pythagoras bzw. dem Beweis des Kathetensatzes, der
Pythagoras sofort mitbeweist). Finden Sie zwei lineare Funktionen, die als Eingabe eine Zahl (alias Zeit) im
Intervall [0, 1] entgegennehmen und als Ausgabe die 2- bzw. y-Koordinate eines ,interessanten* Eckpunktes des
Parallelogramms produzieren, d. h. fir 0 das Quadrat und fiir 1 das Parallelogramm.

Hintergrund: In POV-Ray gibt es eine Variable clock, die von 0 bis 1 liuft und das Erzeugen von Animationen
erlaubt. Mit den obigen Funktionen kann diese Animation programmiert werden.

10.8 Repetition

Funktion: Eine Funktion ordnet jedem Element einer Definitionsmenge D (meistens ist das Element eine reelle
Zahle) ein Element einer Wertemenge W (meistens ist dieses Element wieder eine reelle Zahl) zu.

Diese Zuordnung kann auch als Maschine aufgefasst werden, die fiir jede Eingabe (Element aus der Definitions-
menge) eine Ausgabe (Element der Wertemenge) produziert.

Wir werden fast ausschliesslich Funktionen antreffen, die durch einfache Funktionsgleichungen (Formeln) dar-
gestellt werden konnen. Die Funktionsgleichung gibt an, wie aus der Eingabe (meist durch die Variable x
dargestellt) die Ausgabe berechnet werden kann.

Beispiele: a(x) = 2x — 3, b(x) = Va2 + 1, c(x) = |z + 2

Funktionsgraph: Sind Definitions- und Wertemenge Zahlen, kann der Funktionsgraph einer Funktion f im
z/y-Koordinatensystem gezeichnet werden. Fiir jede mogliche Eingabe x wird der Punkt (x,y) gezeichnet, des-
sen y-Koordinate die Ausgabe der Funktion ist, also y = f(x). Die Koordinaten der Punkte des Graphen sind
also (z, f(x)) fiir alle moglichen Werte von z.

Transformation von Graphen: Wird zu einer Funktion eine konstante Zahl addiert, bzw. subtrahiert,
verschiebt sich der Graph entsprechend in y-Richtung nach oben, bzw. nach unten.

Wird die gesamte Funktion mit einer konstanten Zahl multipliziert, wird der Graph in y-Richtung gestreckt
oder gestaucht (und zusétzlich gespiegelt, wenn die Zahl negativ ist).

Lineare Funktion: Eine Funktion ist linear, wenn die Funktionsgleichung auf die Form f(z) = m-x + ¢
gebracht werden kann. Der Graph einer linearen Funktion ist eine Gerade.

e Die Zahl m ist dann die Steigung und gibt an, um wieviele y-Einheiten die Gerade pro z-Einheit ansteigt
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(bei negativem m fillt die Gerade). Fiir zwei beliebige verschiedene Punkte auf der Geraden (und das
zugehorige Steigungsdreieck darunter) gilt:

Ay

Az

m =

wobei Az bzw. Ay die vorzeichenbehafteten Differenzen der z- bzw. y-Koordinaten der beiden Punkte
sind.

Die Steigung m, einer Geraden, die senkrecht auf einer Geraden mit Steigung m steht, ist

m| =——.
m

o Die Zahl ¢ ist der y-Achsenabschnitt (= y-Koordinate des Schnittpunkts der Geraden mit der y-Achse).
Beachte dazu: Wegen f(0) = ¢ ist (0, q) ein Punkt der Geraden.

Schnittpunkte zweier Funktionsgraphen: Gegeben sind zwei Funktionen f und g. Ist = die x-Koordinate
eines Schnittpunkts der Funktionsgraphen, so muss f(z) = g(x) gelten. Gilt umgekehrt f(z) = g(x) fiir ein
Argument x, so ist der Punkt (z, f(z)) = (z, g(x)) ein Schnittpunkt der beiden Funktionsgraphen.

Die z-Koordinaten der Schnittpunkte erhélt man somit durch Losen der Gleichung

f(z) =g(z)

Die y-Koordinaten der Schnittpunkte erhélt man durch Einsetzen der gefundenen z-Koordinaten in eine der
beiden Funktionen.

10.8.1 Standardaufgaben

R Aufgabe 10.25 Gegeben sind die Punkte A = (—2,1), B = (1,—2) und C = (3,1).

a) Bestimmen Sie die Funktionsgleichungen fiir die Geraden a = BC, b = AC und ¢ = AB.

b) Gilt a L ¢?

c¢) Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Hohe h, (dies ist die Gerade durch A, die senkrecht auf a steht).
d) Bestimmen Sie den Hohenfusspunkt H, (= a N hg).

R Aufgabe 10.26 Zeichnen Sie den Graphen folgender Funktionen in je ein Koordinatensystem. Bestimmen
Sie vorgéngig Definitions- und Wertebereich, um nur den benétigten Teil des Koordinatensystems zu zeichnen.

a) a(r) = —yF b) b(a) = v ¢) els) = s
d) d(t) = 4t -2 ) e(u) = /Tl ) o) = -2
8) gw) = w? 2 h) h(y) =2 - y? i) i) = |1 [al]

10.8.2 Vertiefungs- und Reflexionsaufgaben

R Aufgabe 10.27 Von einer unbekannten Funktion f weiss man, dass f(—1) = —1, f(0) = —2 und
f(2)=2.
a) Auf wie viele Arten kann der Graph von f vervollstiandigt werden? Zeichnen Sie eine Variante.
b) Ausgehend von Threr Variante, zeichnen Sie die Graphen der Funktionen g(z) = f(x)+ 2, h(x) = — f(x) und
k(z) = f(z+2).
c*) Finden Sie eine mogliche Funktionsgleichung fiir f. Wer findet mehr als eine mogliche Formel?

R Aufgabe 10.28 Gegeben sind die beiden linearen Funktionen f(x) = 2z — 1 und g(x) = 2z + 1.

a) Zeichnen Sie die Graphen der beiden Funktionen.

b) Messen Sie den Abstand der beiden Geraden (in Einheiten, nicht in cm!).

c) Berechnen Sie den exakten Abstand der beiden Geraden.

d*) Berechnen Sie den Abstand zweier Geraden mit Steigung m und Unterschied der Achsenabschnitte Ag.
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R Aufgabe 10.29 Wahr oder falsch? Begriinden Sie und korrigieren Sie falls moglich falsche Aussagen in
sinnvolle wahre Aussagen.

a) Fiir zwei beliebige Punkte in der z/y-Ebene gibt es immer eine lineare Funktion, deren Graph durch diese
Punkte geht.

b) Haben zwei Geraden die gleiche Steigung, so sind sie parallel.

¢) Haben zwei Geraden den gleichen y-Achsenabschnitt ¢, so schneiden sie sich auf der z-Achse.

d) Gegeben ist eine lineare Funktion f(z) = ma+q. Ersetzt man sowohl m als auch ¢ durch ihre Gegenzahlen,
wird der Graph an der y-Achse gespiegelt.

e) Die Steigung einer horizontalen Geraden ist nicht definiert.

f) Die Steigung der Winkelhalbierenden der Koordinatenachsen ist 1.

g) Die Steigung einer vertikalen Geraden ist 2.

h) Das Produkt der Steigungen zweier rechtwinkligen Geraden ist —1.

i) Erhoht man die Steigung einer Geraden um 2, so verschiebt sich die Gerade um 2 Einheiten in y-Richtung.
j) Wenn f eine lineare Funktion ist, dann ist auch h(x) = 2 - f(x) eine lineare Funktion.

k) Gegeben sind zwei lineare Funktionen f und g¢. Die Funktion h(x) = f(z) + g(z) ist dann ebenfalls eine
lineare Funktion.

1) Wenn f und g lineare Funktionen sind, dann ist auch h(z) = f(g(x)) eine lineare Funktion.
m) Wenn f eine lineare Funktion ist, dann ist auch g(z) = f(z) - f(x) eine lineare Funktion.
n) Die Graphen der Funktionen f(z) = 2% und g(x) = x +2 schneiden sich in den Punkten (—1,1) und (2, 4).

o) Die Graphen der Funktionen f(z) = (z 4+ 1)? — 1 und g(z) = (z — 1)® + 1 schneiden sich in genau einem
Punkt.

p) Die Graphen der Funktionen f(x) = (z — 1)2 + 1 und g(z) = 1 — 2z schneiden sich in zwei Punkten.
q) Die Summe h(z) = f(x) + g(x) zweier nicht-linearer Funktionen f und g ist nie linear.
) Das Produkt h(x) = f(z) - g(x) zweier linearer Funktionen f und g ist nie linear.
s) Der Abstand zweier Geraden ist gleich dem Unterschied der y-Achsenabschnitte.
) Fiir beliebiges x liegt der Punkt (f(z),z) auf dem Graphen der Funktion f.
u) Dr. Blochligers Notenskala ist eine lineare Funktion der Punktzahl.
)

Die Zeit, die bendtigt wird, um von einem Ort zu einem anderen zu gelangen, ist eine lineare Funktion
der Entfernung der beiden Orte.

R Aufgabe 10.30 Gegeben sind 4 Funktionen:

fl@)=2"=22, gla)=vh-u, Na)=le-2) k()=

Bestimmen Sie die (maximalen) Definitionsbereiche fiir diese Funktionen. Fiir g und h bestimmen Sie ebenfalls
die Wertebereiche.

Berechnen Sie und vereinfachen Sie soweit wie moglich:

a) f(7) b) g(1) c) h(=2) d) k(-1)

e) h(f(1)) f) k(g(-31)) g) g(=h(f(-1))) h) g(=(f(4) + h(4)))
i) k(a)- f(a) i) fla+b)+ k(o) +h(1)

k) fla+1) k(a—1) 1) h(z?+2)
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R Aufgabe 10.31 Gegeben ist eine (bzw. sind zwei) Funktion(en) f (und g) durch ihre(n) Graphen.
Skizzieren Sie jeweils den Graphen der angegebenen Funktion h:
a) h(z) = f(z) + 5 b) h(z) = -2 f(z) c) # h(z) = f(-2)
3 3 3
2 2 2
J 1\ )4 AN )4 AN
| \ X \ X \
-1 N -1 N -1 N
—9 - -2 S I — -
-3 ! -3 / -3 !
—4-3-2-10 1 2 3 4 —-4-3-2-10 1 2 3 4 —-4-3-2-10 1 2 3 4
d) # h(z)=f(z-1) e) # h(z)=f(z)+g() f) # h(z)=f(z) g(z)
3 3 3
2 2 - 2 g
) /N . M T . /AN T
AN gunA) X
—1 \ —1 \ -1 \
N P N e N
—9 -2 -~ -2 -
-3 ! -3 ! -3 !
—4-3-2-10 1 2 3 4 —4-3-2-10 1 2 3 4 —4-3-2-10 1 2 3 4

R Aufgabe 10.32 Gegeben sind die Funktionen f(z) = 22 und g(x) = 2x + ¢, wobei ¢ jeweils einen der
drei Werte —2, —1 und 0 annehmen soll.

a) Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen f und g fiir die drei Werte von ¢q. Wie viele Schnittpunkte erwarten
Sie in den drei Féllen?

b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Taschenrechners die Schnittpunkte der Funktionsgraphen.
¢*) Formen Sie die drei Schnittpunktsgleichungen so um, dass die Anzahl der Losungen ersichtlich wird.

# Aufgabe 10.33 Gegeben sind die zwei Funktionen f(z) = 2-y/[z] und g(z) = V1 — 22.

a) Was ist der (maximale) Definitions- und (minimale) Wertebereich der Funktion g?

b) Mit Hilfe des Taschnrechners, skizzieren Sie die Graphen der Funktionen f(x), g(z) und —g(z) im gleichen
Koordinatensystem. Wéhlen Sie als Einheitslinge mindestens 4cm (8 Hauschen).

c) Skizzieren Sie dann (zuerst von Hand) die Graphen der Funktionen hq(z) = f(z) + g(z) und ho(x) =
f(z) — g(z) mit roter Farbe.
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10.9 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-
reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, tiber den Tellerrand hinaus zu schauen und /oder die Theorie in einen grosseren
Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 10.1 cxzahimengen-und-intervalle-akrobatik

a) Wahr.
b) Falsch. Ry = R\ Rt oder R~ =R\ R} wiire wahr.
c) Wahr.
d) Falsch. QTigNZ = N oder QT NZ = N* wiire wahr.
e) Wabhr.

f) Falsch. Dazu sehe ich keine offensichtliche kleine Anderung (ausser = durch # zu ersetzen ;-).

R Losung zu Aufgabe 10.5 cxfunktionen-zeichnen

R e S
. I
3 I
a |
|
2 Y
T |
N s e I
| i | |
I No L _/ 1 |
1 1 2
_1—
|
] i
1--- .
i | |
| |
IIIO Iili;
42 41 ¢ 1 2
s ’
| i
|
d) o =2- e)
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f(=4) =17 g(—4) ~14 h(—4) ~ —1.5
f(=3) =0 g(—3) ~1.2 h(=3) ~ —0.8
f(=2) ~-1.7  g(-2) =~ h(—=2) ~0
f(=1) =~=1.7  g(-1) =07 h(-1) ~2
f0) =0 g(0)  ~04 h0)  ~0
f) =17 g(l) = h(1) =~ —0.8
f2) =17 g(2) =~-1 h(2) =-1.5
f(3) =0 g(3)  nicht definiert h(3) =~ -2
Die ungefihren Funktionswerte sind: / (4) ~-17  g(4)  nicht definiert h(4) = -25

R Losung zu Aufgabe 10.7 cxtunktionen-ablesen-transtormicren

N

N
L =TAN

L

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

*Lﬁsung zu Aufgabe 10.8 ex-funktionen-ablesen-addieren-multiplizieren

x) = b(z) + [x)

2

AN
/< -:’z’b(fx))\ >V

Dasine

‘/,(/(.1, blz) - (x) ‘\\

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

7,

/f/

R Losung zu Aufgabe 10.9 oxtunktionen-transformioren

a) Graph von z um 2 Einheiten nach oben verschieben.
b) Graph von z um 1 Einheit nach unten verschieben.
¢) Graph von z um |v| Einheiten nach oben (wenn v > 0) oder unten (wenn v < 0) verschieben.

d) Graph von z um Faktor 2 in y-Richtung strecken. D. h. alle Punkte auf dem Graphen sind danach doppelt
so weit von der z-Achse entfernt.

e) Graph von z um Faktor % in y-Richtung strecken. D. h. alle Punkte auf dem Graphen sind danach halb
so weit von der z-Achse entfernt.

f) Graph von z wird an der z-Achse gespiegelt.
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g) Graph von z wird an der z-Achse gespiegelt und mit Faktor 2 in y-Richtung gestreckt. (Bzw. einfach mit
Faktor —2 an der z-Achse gestreckt.

R Losung zu Aufgabe 10.11 cx-iincare-funktionen-zeichnen

Ausgehend vom Graphen der Funktion i(z) = x (die Winkelhalbierende zwischen der positiven z- und y-Achse),
konnen die Graphen durch Streckung (und gegebenenfalls anschliessender Verschiebung) als Geraden gezeichnet
werden.

a) Graph von ¢ mit Faktor 3 in y-Richtung gestreckt. Ergibt eine Gerade durch den Nullpunkt, die um 3
y-Einheiten pro z-Einheit ansteigt.

=3
~—

Gerade durch den Nullpunkt, steigt um 1 y-Einheit pro 3 xz-Einheiten an.
Graph von ¢ an der z-Achse gespiegelt. Ergibt die «andere Winkelhablierende».

e s

Graph von ¢ mit Faktor % gestreckt. Gerade durch den Nullpunkt, fallt um 1 y-Einheit pro 2 z-Einheiten.

Graph von ¢ um 1 Einheit nach unten verschoben.

= O
~

) Graph von ¢ um 1 Einheit nach oben verschoben.
g) Gerade durch den Punkt (0, —2), die pro z-Einheit um 2 y-Einheiten ansteigt.
h) Gerade durch den Punkt (07 %), die pro 3 z-Einheiten um eine y-Einheit abfillt.

R Losung zu Aufgabe 10.14 cx-spesiclie-steigungen

Hinweis: In der Losung hier werden nur positive Steigungen berechnet. Spiegelt man die Geraden an der z-Achse
bleibt der Winkel gleich, die Steigung wird aber negativ. D.h. zu allen Aufgaben ist auch die entsprechend
negative Steigung eine Losung.

a) Die Steigung ist 0.
b) Man zeichnet ein 30°-60°-90°Stiitz-Dreieck, z. B. so, dass die Hypotenuse 1 ist. Dann sind die Katheten
— (y-Differenz) und % (2z-Differenz). Die Steigung ist somit

Ay_%_

1
Ax i T /B VB3

V3 _ 3
3

¢) Steigung 1.
d) Wie in b), einfach = und y vertauschen, also ist die Steigung v/3.

e) Die Steigung ist nicht definiert, denn Division durch Null ist nicht definiert. (Genaugenommen hétte man
diesen Fall in der Definition der Steigung ausschliessen miissen.) Die Steigung wére quasi co.

R Losung zu Aufgabe 10.17 cx-iincare-funktionen-ablesen

a) y-Achsenabschnitt ¢ = % Steigung m = % (z.B. mit den Punkten (—1,0) und (1,1), % = % Also

fl@)=4+z+ L.

b) y-Achsenabschnitt ¢ = —--. Steigung m = -3 (z.B. mit den Punkten (—1,—2) und (1,1), ﬁz =3,
Also f(z) = 3z — 4.
¢) y-Achsenabschnitt ¢ = 1. Steigung m = —— (z. B. mit den Punkten (0,1) und (3,0), 25 = =L Also

_ 1
d) y-Achsenabschnitt ¢ = —-3-. Steigung m = —2 (z. B. mit den Punkten (-1, ) und (1, - L), R% = =+

Also f(z) = =22 — 3.
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R Losung zu Aufgabe 10.18 cx-intervalle-abbilen

fla) = ~fo+ 4
fl@)=2x+2und f(z) = -2z +2
f@)=5zx+1und f(z) = -5z +6
f@)=+tr-+t=+@-1Dud flz)=—Fa+ > =-L(6-2)
flx)=(b—-a)-z4+aund f(z)=(a—b) - x+b

f()

f(x)

=2 — 1 g 4 ypd f(z)=2=L = 1 .o 4 bfa
X

b—a a—b b—a
=22 (d—c)+cund f(z) = =% (d—c)+c

Aufgabe g) kann wie folgt aufgefasst werden:

1. Erst das Intervall verschieben: f;(z) = 2 — a. Damit bildet man das Intervall [a, b] auf [0,b — a] ab.

2. Das verschobene verkleinert man auf das Intervall [0,1], indem man durch seine Linge dividiert, also

fa(x) = 7=2-. Damit bildet man auf [0, 1].

3. Man vergrossert das Intervall auf die endgiiltige Lange, durch Multiplikation mit (d — ¢), also f3(x) =
p=a " (d—0).

4. Zu letzt verschiebt man das Intervall an die endgiiltige Lage, durch Addition von ¢: fi(x) = f(z) =
G2 (d=c) +e

Die zweite Funktion erhélt man fast gleich, ausser dass man im ersten Schritt zusétzlich zum Verschieben das
Intervall noch umdreht mit fi(x) =b — «.

R Losung zu Aufgabe 10.19 ccrechtwinklige-geraden

b) g(z) = f%x +1

c) Fir eine Gerade mit Steigung % kann ein Stitzdreieck mit Katheten Ax = 3 und Ay = 4 gezeichnet
werden. Dieses Dreieck wird um 90 Grad gedreht. Das neue Stiitzdreieck der Senkrechten hat die Katheten

vertauscht, wobei eine noch das Vorzeichen wechselt. Die neue Steigung ist also —%.
R Losung zu Aufgabe 10.21 cxschnittpunke
Wenn z die z-Koordinate des Schnittpunktes ist, gilt
f(z) = g(x)
L 1= 2 -6
e —1="12 .
3 2
—2x—6=9x+6 | + 22— 6
—-12 =11z |: 11
12
"
Eingesetzt in eine der Funktionen: f (—%) = % —1= —%. Zur Kontrolle (nicht wirklich notig) eingesetzt
in g (_ﬁ) =36 11— __7
9-9\~T1 22 11

Und damit sind die Koordinaten des Schnittpunktes: (—1—?, —1—71)
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# Losung zu Aufgabe 10.22 cxrechowinkliges-dreicck-konstruieren
Vorgehen: Zuerst werden die Funktionsgleichungen der Geraden b und a =
Schnittpunkt bestimmt.

BC bestimmt. Dann wird der

Geradengleichung von b (Steigung %) b(z) = %x + qp. Es gilt A € b: Setzt man die z-Koordinate von A in

die Funktion b ein, erhélt man die y-Koordinate von A:

b(—2)=-1
3
S 2t g =1
5 +ab
3+q=-1 |+3
Q=2
Die Gerade a ist rechtwinklig zu b, hat also die Steigung ——— = f%. Es gitl B € a, also
a(3)=1
2 34+4q,=1
3 qa =
—2+q,=1 | +2
Ga = 3
Es ist also der Schnittpunkt der Geraden a(z) = —2-z + 3 und b(z) = -z + 2 zu bestimmen:
2 3 2
—?x+3:7x+2 |—2—|—?m
1
13, L
6 13
6
—
13

Die y-Koordinate des Schnittpunktes erhélt man durch Einsetzen (in a oder b):

J(SN__ 2 6 . 35
13 ) 3 13 T 13

p(SY_B 6 L, 3
13 2 13 13

Damit sind die Koordinaten von C' = (-, 23-) ~ (0.4615,2.6923).

Kontrolle (eigentlich unnotig):

# Losung zu Aufgabe 10.23 cxioordinaten-quadrat
Das Stutzdreieck unter [AB] hat die Katheten Az = 5 und Ay = —3. Dreht

man das Stiitzdreieck um 90°

und hingt es bei A und B an, erhidlt man die Punkte C' und D, d.h. C = (24 3,-2+5) = (5,3) und

D= (-3+3,145)=(0,6).

KX Losung zu Aufgabe 10.24 cxkoordinaten-rechtw-dreicck
In der POV-Ray Datei sind am Anfang folgende Variablen definiert:

e x4 (in POV-Ray xa): Die z-Koordinate vom Punkt A.
o 13 (in POV-Ray xb): Die z-Koordinate vom Punkt B.
e my (in POV-Ray mb): Die Steigung der Seite b.

Aus diesen Variablen werden sukzessive alle weiteren Grossen berechnet.

Geraden b und a und der Punkt C
Die Gerade b hat folgende Funktionsgleichung:

fo(x) =mp-x+qp
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wobei ¢, im Moment noch unbekannt ist. Da der Punkt A = (z,,0) auf b liegt, gilt folgende Gleichung (die
dann nach ¢, aufgelost wird):

f(xa):()
My Ta +qp =0 —mp - Tq
dp = —Mp - Tq

Damit lasst sich in POV-Ray die Variable ¢, wie folgt definieren:
#declare gb = —mb*xa;

Die Steigung der Gerade a lésst sich aus der Steigung der Geraden b berechnen, da diese rechtwinklig aufeinander
stehen. Es gilt fiir rechtwinklige Steigungen m und m | :

1
m, = ——
m
also
1
Mg = ———
mp

oder in POV-Ray Code ausgedriickt:
#declare ma = -1/mb;

Fiir den Achsenabschnitt g, verfahrt man genau gleich wie bei ¢;. Es gilt:
Qo = —Mgqg - Tp

Fiir den Schnittpunkt C' = a N'b mit z-Koordinate z. gilt:

fa(ze) = fo(xe)

M * Te+ qa =My - Te + @ | = qa —mp - ¢
Te(Mma —Mp) = @b — qa |2 (ma —mp)
G —4qa
T me—my

also
#declare xc = (gb-qa)/(ma-mb);
Die y-Koordinate y. von C erhélt man durch Einsetzen:

Te = fa(xc) =Mg - Te+ G

also

#declare yc = ma*xc+qa;

Punkte A, und C,

Man zeichnet das Steigungsdreieck fiir die Gerade b an den Punkten A und C. Man dreht das Dreieck um 90°
um A im Gegenuhrzeigersinn. Man subtrahiert also von der z-Koordinate von a den y-Unterschied zwischen
A und C, d.h. 2, — (y. — 0). Zur y-Koordinate von A wird der z-Koordinatenunterschied zwischen A und C
addiert, d.h. 0 + (z. — z,). Als POV-Ray Code:

#declare Ab=<xa-yc, xc-xa, 0>;
Die Gleichen Koordinatenunterschiede werden den Koordinaten von C' hinzugerechnet, also:
#declare Ab=<xc-yc, yc+xc-xa, 0>;

Punkte Abtop, Cbtop und Cbbottom

Zuerst ermittelt man die Funktionsgleichung der Parallen by zu b durch A,.Die Steigung ist die gleiche, ndmlich
my. Der Achsenabschnitt kann entweder wie am Anfang berechnet werden, oder man sieht ein, dass der vertikale
Abstand genau der Seite ¢ entspricht. Man erhélt auf beide Weisen ¢y, = ¢, + (zb— za) oder in POV-Ray Code:

#declare g2b=gb+(xb-xa);
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Man kennt die z-Koordinaten (z,, bzw. z.). Durch einsezten in die Funktionsgleichung f, erhélt man die y-
Koordinaten. Oder man sieht ein, dass der Abstand der Punkte A und Ay, gleich der Seite c ist, also sind die
y-Koordinaten 0 + (z. — z,), bzw. y. + (z. — 24). In POV-Ray Code:

#declare Abtop=<xa,xc-xa,0>;

und
#declare Cbtop=<xc,yc+xc-xa,0>;
Die Koordinaten von Cy, ... sind z. fiir  und c fiir y wobei ¢ = . — z,. Also

#declare Cbbottom=<xc,xc-xa,0>;

R Losung zu Aufgabe 10.25 cx-geraden-durch-punkte

a) Steigungen m = ﬁg i %, my =0, m, = —1.

Achsenabschnitte: Ein Punkt auf der Geraden in die Funktionsgleichung mit unbekanntem ¢ einsetzen, nach ¢
auflosen. Beispiel fiir die Gerade a:

fa(1) = =2
ma'1+Qa = -2

3 3
i —_9 _ =
5+ da -5
__T
o = 5
Entsprechend g, = 1, ¢. = —1 und damit
3 7
fa(x):?x—? fo(z) =1 fe(z) = -2 —1

b) Nein, da mq # ——-

c) fu(x) = myp -2+ qp mit my, = —

Auflésen nach gj,. Resultat: f,(z) = -2 -z — +
d) Auflésen der Gleichung fo(z) = fr(z) & S-x — L = —2-2 — L liefert © = 3. Eingesetzt erhélt man
y— fu(A0)— 3 .10 T T si a7

al713 2 13 2 26 1

R Losung zu Aufgabe 10.26 cx-tunktionsgraphen-zeichnen
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R Losung zu Aufgabe 10.27 ex-transformation-unbekannte-funktion

a) Nur die Werte fiir £ = —1, 0 und 2 sind bestimmt. Alle anderen Werte sind frei wéhlbar. Es gibt also
unendlich viele solche Graphen (diese Unendlichekeit ist sogar noch grosser als jene der reellen Zahlen, wenn
der Funktionsgraph nicht eine durchgehende Linie sein muss).

b) g: Der Graph wird um 2 Einheiten nach oben verschoben. h: der Graph wird an der z-Achse gespiegelt. k:
der Graph wird um zwei Einheiten nach links verschoben (die Eingabe ist quasi zwei Einheiten zu friih).

¢) Nice try...

R Losung zu Aufgabe 10.28 cx-abstand-paralieler-geraden
c¢) Eine Moglichkeit besteht darin, die Konstruktion rechnerisch nachzuvollziehen. Es wird also eine Rechtwink-
1

lige mit beiden Geraden geschnitten, z. B. die Gerade mit der Funktionsgleichung k(z) = —7:10

Man 16st die Gleichungen f(z) = k(x) und g(x) = k(z) und erhalt den Schmttpunkt mit f (2, —-+) und mit

T
g: (—%, ). Der Abstand der beiden Punkte betréigt 1/ ( =/3 =/ 22 = % ~ 0.89443

d) Seien f(z) = ma und g(x) = mz — ¢. Die Glelchung einer Rechtwmkhgen Gerade ist k(z) = —-L-z. Der
Schnittpunkt mit f ist (0,0), der Schnittpunkt mit g ist ( 2q+1 ) Der Abstand der beiden Punkte

q _
m+-L- m
ist also q 2_|_ q 2 _ qm 2_|_ q 2 _ ?(m2+1) _ gvVm241 _ q

m+ -1 m2+1 - m2+1 m2+41 - (m24+1)2 —  m2+1l T /1+m?

*Lﬁsung zu Aufgabe 10.29 ex-wahr-oder-falsch

a) Falsch. Das gilt nicht wenn die Punkte vertikal {ibereinander liegen (gleiche z-Koordinate, unterschied-
liche y-Koordinaten). Um die Aussage wahr zu machen, kénnte man «...Punkte mit unterschiedlichen
z-Koordinaten. . . » schreiben.

b) Wahr. Der einzige Streitpunkt hier ist, ob man identische (iibereinanderliegende) Geraden ebenfalls als
parallel bezeichnet.

o
~

Falsch. Sie schneiden sich auf der y-Achse.

o
—

Falsch. Die neue Funktion ist einfach g(z) = — f(x), also an der x-Achse gespiegelt.

Falsch. Die Steigung ist Null.

f) Wahr. 1 y-Einheit pro z-Einheit.

g) Falsch. Vertikale Geraden haben keine definierte Steigung (wére quasi unendlich).

h) Wahr. m - —-L = —1.

i) Falsch. Richtig wire z. B. «Erhoht man den y-Achsenabschnit um 2. .. ».

j) Wahr. h(z)=2- f(x) =2 - (mz+q) =2m -z + 2q.

k) Wahr. f(z) =msx + gy, g(x) = mgx + qq, also h(z) = (my +mg)z + (¢5 + )

1) Wahr. Wie in k) erhdlt man h(z) = f(mgz + qg) = my - (Max + qg) + g5 = mymg - + (Msqy + g5).
m) Falsch. Z.B. fiir f(z) = 2 und g(x) = z ist h(x) = 22 nicht linear.

@D
~

n) Wahr. Uberpriifen durch einsetzen der z-Koordinaten in die Funktionen.
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v)

Wabhr. Die Gleichung f(x) = g(x) vereinfacht sich auf eine lineare Gleichung (22 fillt weg) und die hat
genau eine Losung (der Koeffizient von x ist nicht Null).

Falsch. Man kann z.B. die Graphen zeichnen, oder die Gleichung f(z) = g(x) umformen, um 2% = —1
zu finden, was keine Losung hat.

Falsch. Z.B. f(z) = 22 und g(x) = z — 2. Die Summe ist h(z) = z linear.

Falsch. Das Produkt genau dann ein lineare Funktion, wenn in mindestens einer Funktion die Steigung
gleich Null ist (und damit der quadratische Term wegfillt).

Flasch. Das ist nur wahr, wenn die Geraden horizontal sind.

Falsch. Der Punkt (x, f(z)) liegt auf dem Graphen. Man kdénnte auch noch monieren, dass = aus dem
Definitionsbereich kommen muss.

Falsch. Die Skala ist linear bis zur fiir die Note 6 benétigte Punktzahl. Dort macht der Graph einen Knick,
Noten iiber 6 werden nicht gemacht. Genau genommen setzt sich die Skala aus zwei linearen Funktionen
zusamien.

Falsch. Das wiirde eine konstante Durschnittsgeschwindigkeit (=Steigung!) voraussetzen, was nicht rea-
listisch ist.

R Losung zu Aufgabe 10.30 cx-funktionen-auswerten
Definitionsbereiche: Dy = R, Dy =] — 00, 5], D), = R, D, = R* (alles ausser 0).
Wertebereiche: Wy = [—1,00], W, = Ry, W, = R}, W, = R*.

a)
e)

i)

35 b) 2 ¢) 4 d) -3
h(-1) = f) k(6) =4 g) 9(—h(3)) = g(-1) = h) g(—(8+2)) = g(-10) =
V6 V15
%-(a2—2a) =3(a-2) j) (a+b?>—-2a+b)+ k) (a+1)-(a—1)- ail = 1) |2? =22
3(a+b)+1 = (a+b)%+ 3(a+1)
(a+b)+1

R Losung zu Aufgabe 10.31 cx-graphen-absicsen-manipulicren

a) h(z) = f(z)+ 45 b) h(z) = -2 f(z) c) # h(z)=f(-=)
3 3 A 3
2 i/ \ 2 / - 2
1 /N 1 /N\ 1 2\
. AN . / X . 41N
_ NI S \ _ RN
1 AN L 1 \ l N 1 v4 N
—9 - 2 - -2 -
_3 / _3 / _3 f
—4-3-2-101 2 3 4 —4-3-2-10 1 2 3 4 —4-3-2-10 1 2 3 4
d) # h(z)=f(z-1) ) # h(z)=f(z)+g(x) f) # h(z)=f(z)- g(z)
3 3 3
2 2 po— 2 B
1 //X\\ 1 //m el 1 //\ el
0 4 0 4 * 0
LB N\ B )4 BN = M\
1 NN 1 7 N 1 = A\
-2 ~ —2 ~ -2 N
-3 f -3 f -3 \L
—-4-3-2—-10 1 2 3 4 —4-3-2-10 1 2 3 4 —4-3-2-101 2 3 4
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R Losung zu Aufgabe 10.32 cx-tunktionen-tr

y 4

A

b) solve(x*x=2*x-2,x) liefert false, d.h. eine falsche Aussage, d.h.
es gibt kein x fir das diese Gleichung wahr wére. Es gibt also keinen
Schnittpunkt fir g = —2.

Fir ¢ = —1 erhilt man die Losung = 1 und damit den (einzigen)
Schnittpunkt (1,1).

fiir ¢ = 0 erhélt man 2 Losungen, z = 0 und « = 2, also die Schnitt-
punkte (0,0) und (2,4).

c) Fiir ¢ = —2 kann die Gleichung auf die Form 2? — 2r +1 = —1
gebracht werden, wobei die linke Seite ein Binom ist, also (z — 1) = —1.
Ein Quadrat kann aber nie negativ sein, darum hat diese Gleichung keine
Losung.

Fiir ¢ = —1 kann die Gleichung auf die Form (z — 1)? = 0 gebracht
werden. Es gibt nur eine einizge Zahl, die quadriert 0 ergibt, ndmlich 0
selbst. Also ist = 1 die einzige Losung.

Fir ¢ = 0 kann die Gleichung auf die Form x(x—2) = 0 gebracht werden.
D.h. entweder ist © = 0 oder (z —2) = 0.

# Losung zu Aufgabe 10.33 cxrunktionen-tr2
a) Die Zahl unter der Wurzel darf nicht negativ sein, also ist D = [—1, 1]. Der Wertebereich ist [0, 1].

b) und c):
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