Mathematik 1. Klasse
@ BY-SA Ivo Blochliger

Polynome und Formeln e )

5 Polynome

Aufgabe 5.1 Studieren Sie folgende Definition Wort fiir Wort. Danach sollten Sie in eigenen Worten
erkldaren kénnen, was ein Monom ist, Beispiele dafiir geben und fiir gegebene Ausdriicke entscheiden kénnen,
ob es sich um ein Monom handelt oder nicht.

—— Definition 5.1 Monom

Ein Monom ist ein Produkt aus einer reellen Zahl (dem Koeffizienten) und beliebig vielen natiirlichen

Potenzen von Variablen (dem Namen des Monoms).
Ist das Monom nur eine reelle Zahl, nennt man es auch eine Konstante.

—— Definition 5.2 Grad eines Monoms

Der Grad eines Monoms ist die Summe der Exponenten der Variablen.

— Definition 5.3 Normalform eines Monoms

Der Koeflizient wird an erster Stelle geschrieben (Ausnahme +1), Potenzen gleicher Variablen werden zu-
sammengefasst und Variablen werden alphabetisch geordnet.

Beispiele fiir Monome in Normalform:

0 Konstante, Grad 0 T Koeffizient 1, Name x, Grad 1
5ty Koeffizient 5, Name zty, Grad 5 —V2uvz? Koeffizient —v/2, Name uvz?, Grad 4
R Aufgabe 5.2 Folgende Terme sind keine Monome in Normalform. Erkliren Sie, warum. Formen Sie die

Terme in Monome in Normalform um, wenn das mdoglich ist.

a) 4+ 3 b) a+b c) —42 d) 22 + 22
e) y+y? f) 3 g) [v?| h) b-4a

—— Definition 5.4 Polynom

Ein Polynom ist eine Summe von Monomen. Die einzelnen Summanden nennt man Glieder.
Hinweis: Die Summe kann auch aus nur einem Monom bestehen.

—— Definition 5.5 Grad eines Polynoms

Der Grad eines Polynoms ist der grosste Grad seiner Monome.

Beispiele fiir Polynome: 22 + 5zy a+b*2+1 7 727 u? + 2uv + v? —dy — 22

R Aufgabe 5.3 Begriinden Sie kurz, warum folgende Terme keine Polynome sind. Formen Sie die Terme
in Polynome um, falls moglich.

a) 4z - (2% — 5y) b) 5 c) |z —vyl d) 3% +4Y
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Definition 5.6 Normalform eines Polynoms

Alle Monome sind in Normalform. Jeder Name kommt héchstens einmal vor.

Die Monome werden nach Grad absteigend geordnet. Monome gleichen Grades werden alphabetisch ge-
ordnet, wenn man die Potenzen als Produkte ausschreiben wiirde.

(Z.B. a®b? = aaabb wird vor a?b® = aabbb geschrieben).

® Aufgabe 5.4 Schreiben Sie als Polynom in Normalform (es muss eventuell zuerst ausmultipliziert werden):
a) 3ab+2a+5ab+3a—0b b) (x4+2)- 2> —2-(x—2)—2 (v —2)
¢) bay® ((3z)% + 323y + 5y?) d) (g+2h%)-g+(h—2g)-h

5.1 Formeln

Merke Multiplikation zweier Polynome

Man multipliziert zwei Polynome miteinander, indem man jedes Glied des ersten Polynoms mit jedem Glied
des zweiten Polynoms multipliziert und die Zwischenresultate addiert.

® Aufgabe 5.5 Schreiben Sie in Normalform:

a) 2a—3b+c)la—b—a—c) b) (2% —y3)(y® + 2?)

c) (c+ct+c+ct) (B —c?) d) (a—z)b—x)(c—2) ... - (2 — )
# Aufgabe 5.6 Wie gross ist der Grad des Produkts zweier Monome?
# Aufgabe 5.7 Wie gross ist der Grad des Produkts zweier Polynome?

« Aufgabe 5.8 Was ist die Ausnahme der Regeln, die Sie bei Aufgaben 5.6 und 5.7 gefunden haben? Wie
konnte man durch eine geeignete Definition des Grads eines Monoms diese Ausnahme «beheben»?

5.1.1 Binomische Formeln

Ein Binom ist ein Polynom mit zwei Gliedern.

Merke Binomische Formeln

(a+b)% = (a—b)? = (a+0b)(a—b) =

Diese Formeln kénnen durch einfache Polynom-Multiplikation bewiesen werden. Die Formeln kénnen aber auch
geometrisch einsichtig gemacht werden.
Skizze fiir (a + b)? Skizze fiir (a — b)? Skizze fiir (a + b)(a — b)
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R Aufgabe 5.9 Wenden Sie die binomischen Formeln an und schreiben Sie in Normalform:
a) (zy +y?)? b) (Za+4)’ c) (2e+3f)? d) (V2a+b)°
e) (y—2)? f (ey—v?)’ g) (def —3fe)” h) (& +24)°
) (y+z)(y—2) J) (=b+o)(b+c) k) (me—f)(—e+f) ) (a+b)(—a—0)

5.1.2 Umkehrung der binomischen Formeln

Fiir algebraische Umformungen sind Produkte in den meisten Féllen geeigneter als Summen. (Summen sind
doof!). Wendet man die binomischen Formeln in die andere Richtung an, lassen sich gewisse Polynome in
Produkte tiberfithren. Diesen Vorgang nennt man Faktorisieren.

Beispiele:
€2 +def +4f% =

9c? — 6cd + d? =

16a2b* — 258 =

R Aufgabe 5.10 Faktorisieren Sie:

a) g%+ e —2ge b) u?v? — (vu)? c) 25b% + 16a* — 40ab
d) 4a?b + a* + 4b? e) xl0 —y10 f) 16a* — 25
g) 22 —2r+1 h) 4+ y* +4y i) a®+b?

Auch durch Ausklammern kann faktorisiert werden.

Beispiele
10a® + 20a%b + 10ab® = 10a(a® + 2ab + b*) = 10a - (a + b)?
T2t — 28(zy)? = Ta? - (22 — 4y?) = T2 (2 + 2y) (z — 2y)

K Aufgabe 5.11 Faktorisieren Sie so weit wie moglich
a) 6a*b? + 6a%b* — 12a°b? b) ¢% — h® c) (a+b)?+ (a—0b)?—4b?
d) (x+y)z? —y*(z +y) e) t°—2t3 +1t f) a®b — ab3

# Aufgabe 5.12 Eigentlich reicht die Formel fiir (a+b)?. Die Formel fiir (a —b)? ergibt sich daraus. Zeigen
Sie das, indem Sie die Identitit (a — b) = (a + (—b)) verwenden.

5.1.3 Quadrate von Trinomen und Polynomen

# Aufgabe 5.13 a) Was ist die “trinomische Formel” fiir (a + b + ¢)? und die “quadrinomische Formel”
fir (a + b+ c+ d)??

b) Beschreiben Sie, wie das (ausmultiplizierte) Quadrat eines Polynoms aussieht (so quasi die “polynomische
Formel”) fiir (z1 + x2 + 23 + ... 2,)%

Hinweis: Hier sind x1, xo usw. unterschiedliche Variablen, wie z.B. a und b

5.1.4 Hohere Potenzen von Binomen, Pascal’sches Dreieck

R Aufgabe 5.14 Schreiben Sie (a + b)? als Polynom in Normalform. Hinweis: Verwenden dazu auch die
binomische Formel, indem Sie die Identitit (a + b)® = (a + b)?(a + b) nutzen.
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# Aufgabe 5.15 Schreiben Sie (a + b)* in Normalform. Berechnen Sie auf zwei Arten:
a) (a+0b)3(a+0)
b) ((a+b)?)”

# Aufgabe 5.16 a) Schreiben Sie die Koeffizienten der Normalform von (a + b)™ fir n = 0,1,2,3,4 in

folgende Tabelle:
(a+b)°

b) Stellen Sie eine Vermutung auf, wie die Koeffizienten fiir n = 5,6 und 7 aussehen und tragen Sie diese in der
Tabelle ein.

¢) Versuchen Sie Thre Vermutung zu beweisen, indem Sie die Identitét (a + b)" = (a + b)"~*(a + b) nutzen.

Merke Pascal’sches Dreieck

Die Tabelle oben wird Pascal’sches Dreieck genannt. Es hat die Eigenschaft, dass jede Zahl gleich &

# Aufgabe 5.17 Mit Hilfe des Pascal’schen Dreiecks, berechnen Sie die Normalform von
a) (z—2)° b) (2z +3)8
Hinweis: Sie dirfen die Koeffizienten auch als Produkt von Potenzen schreiben.

« Aufgabe 5.18 Bilden Sie die Summe fiir jede Zeile des Pascal’schen Dreiecks.
a) Was stellen Sie fest?

b) Beweisen Sie IThre Feststellung. Hinweis: Benutzen Sie dazu entweder die Eigenschaft des Pascal’schen Drei-
ecks oder setzen Sie geeignete Zahlen fir a und b ein.

K Aufgabe 5.19 Was erhélt man, wenn man bei einer Zeile des Pascal’schen Dreiecks die Zahlen von links
nach rechts abwechslungsweise addiert und subtrahiert? Hinweis: Man nennt dies eine alternierende Summe.
Was vermuten Sie? Konnen Sie Thre Vermutung beweisen? Hinweis: Betrachten Sie (1 —1)".

« Aufgabe 5.20 Esgilt: (a+b)"=(a+b)-(a+b)-...-(a+Db).

a) Beim vollstdndigen ausmultiplizieren entsteht ein Polynom. Was sind die Grade der einzelnen Monome und
warum?

b) Begriinden Sie folgende Aussage: Der Koeffizient vom Monom mit Namen a?b* in der Normalform von (a+b)8
entspricht genau der Anzahl Moglichkeiten aus 6 Objekten 2 Objekte auszuwihlen.

c¢) Begriinden Sie folgende Aussage: Der Koeffizient vom Monom mit Namen a*b"~* in der Normalform von
(a + b)™ entspricht genau der Anzahl Méglichkeiten aus n Objekten k& Objekte auszuwéhlen.
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5.2 Ubungsaufgaben

Hinweis: Mazima, das Computer-Algebra-System, das u.a. fiir das Erstellen dieser Ubungsaufgaben verwendet
wurde, ordnet die Variablen in Monomen leider in alphabetisch umgekehrter Reihenfolge an.

R Aufgabe 5.21

Wenden Sie die binomischen Formeln an.

a) (5d®+5f3) b) (—g* + 5m?g — 52%0) c) (—r?d? —55%) (r?d* - 55%)
d) (4% — 5wd?)? e) (3ul +3z)° f) (da® - 2¢) (da?® + 2e)

g) (-2 —2p%))” h) (—n®—3r)? D) (2w? - 313) (3% + 20?)

j) (s0® — 3(12)2 k) (40%a+ 4n2)2 1) (—3a® — 4u?) (4u® — 3a®)

m) (5¢8 — 4jh)° n) (2% —t302)° 0) (422p® - 5w?) (42%p® + 5u?)
p) (¢° — 3k2)2 q) (423h+ 4;102)2 r) (=5r?k — 5z%t) (523t — 5rk)
s) (2a+ 5%) t) (30%d? — f2€)2 u) (—3s% —2%) (357 — 22)

V) (¢* — da?d® + yid)? w) (31245 — 3z)° x) (—5ud? - 2i?) (2i2 — 5vd?)

R Aufgabe 5.22

a) k%b% —2n%kb+ n*

c) 405 — 9¢%p*

e) 16a4 8la? + 12

g) 25a% — 40n%a + 16n°
i) 9v% — 2544

k) j*—2y%5% +4°
m) 9mSeS + 6r2m3 f3e3 4+ 14 6
9[2 6b4
4u662 dudqkde + ¢?kS
4 2e2b2 + et
16v%i* — 952
l6

9s

o)
q)
) b
)

W)

S

R Aufgabe 5.23 Faktorisieren Sie:

a) —4x3o*m? + 8235%0°m? — 4a3sim?
c) 8y*udm? — 2y2u3d?

e) 25x%a? — 30z2n3ha + 922nSh?

g) —8d%c + 24lde — 181%¢

i) 3pigt — 3p2pS

k) 36225297 + 96x203k%jg* + 642205k g

m) 5£b2 — 5063 feb + 12516 fe?
o) bzw* — 5zj*

Faktorisieren Sie mit Hilfe der binomischen Formeln:

b) 4x%k% + 4323k + ¢
d) 4z%i? +20232%i + 252°
f) m*d® — u?r?
h) 9f6 + 24mh3 f3 + 16m?h°
) 25320t — 20zyv? + 422
) 2%w? — 25u?
16b° + 8t3d3b% + t°d°
k? 4+ 6wm?2k + 9w?m*
n*h? — 45
9c* +12r2c2 + 4rt

8 4 2woh?c® + 0?h?*
— 4a*

= —_
~

=
~—

-+

—
~— ~—

<

r =

992ub

5xv2q2a® + 10xv3qo®g3a + 5xv208 ¢b
—5seta® + 20sr3ke?a® — 20srk2a?
20572ks — 215k5%5

2003n*hS — 20r203n2h3 + 5rt0?
—4wSu?h* + 2023 w3ulh® — 2525u?h?
5v3r41% — 5031244

100nm? 4+ 120wvnm + 36w?v3n

0ab + 4qoa® + 4¢%0

= =
Rat

=

~

q) 2f%c — 4w?k3 f3c + 2w*kSe r) 80s*¢Sh — 45m*h
s) —120%12h%e + 60031h3e — T5o%e t) 2p3d* + 4p3gd® + 2p3g?
u) 125r5d*h? — 4532 f4p? v) 5x8kh? + 1023w?r3kh + SwirSk
w) 2t2pet — 20t2s3pe? + 50t2s5p x) 4zm?f6 — 16225
10. Februar 2022 36 https://fginfo.ksbg.ch/blc


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
mailto:ivo.bloechliger@ksbg.ch
https://fginfo.ksbg.ch/blc

::: : Mathematik 1. Klasse
Polynome und Formeln e ) @ BY-SA lvo Blochliger

5.3 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-
reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, tiber den Tellerrand hinaus zu schauen und /oder die Theorie in einen grosseren
Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 5.2 cx-monome-normalform

a) 4+ 3: Summe. Zusammenfassen: 7 (ist ein Monom).

b) a+ b: Summe. Kann nicht zusammengefasst werden.

c) —4%: Potenz einer Zahl. Ausrechnen: —16 (ist ein Monom).

d) 2? 4+ 22: Summe. Zusammenfassen 222 (ist ein Monom).

e) y+ y* Summe. Kann nicht zusammengefasst werden.

f) 3%: Variable im Exponenten.

g) |v?|: Betrag. Da v? immer positiv, kann der Betrag weggelassen werden: v? (ist ein Monom).

h) b - 4a: Koeflizient nicht an erster Stelle, Variablen nicht alphabetisch geordnet. Geordnet: 4ab (ist ein

Monom).

*Lﬁsul’lg zu Aufgabe 5.3 ex-polynome-ja-nein

a) 4x - (22 — 5y): Ein Produkt. Ausmultiplizieren: 423 — 202y (ist ein Polynom).

b) : Ein Quotient. Kann nicht in ein Polynom umgeformt werden.

4a —b

¢) |z — y|: Ein Betrag. Kann nicht in ein Polynom umgeformt werden.

d) 3% 4 4¥: Variablen im Exponenten. Kann nicht in ein Polynom umgeformt werden.

R Losung zu Aufgabe 5.4 cxpolynome-normalform

a) 3ab+2a+ 5ab+3a —b=8ab+ 5a —b

b) (x42)-2?—x-(x-2)—2-(—2)=a3+22% — (2% —22) — 20 —4) =23 + 22 + 4
c¢) bay® ((3z)% 4 323y + by?) = 4523y + 152y + 252y* = 152%y> + 4523y? + 25zy*
d) (g+2h%)-g+ (h—29)-h=g?+2h%g+ h? — 2gh = 2gh? + g — 2gh + h?

R Losung zu Aufgabe 5.5 cx-polynome-normalform?

a) (2a—3b+c)(a—b—a—c) = —2ab—2ac+3b*+2bc—c* b) (2% —y?)(y> + 23) = 25 — ¢°
c) (c+c2+c+cH) B —-c)=c"-¢ d) (@a—z)b—z)(c—x)-...-(2—2) =0

# Losung zu Aufgabe 5.6 cx-monom-produkt
Der Grad entspricht der Linge der “ausgeschriebenen” Namen (d.h. ohne Potenzen), bzw. der Summe aller
Exponenten der Variablen. Bei Multiplikation addieren sich diese Grossen. D.h. der Grad des Produkts ist
die Summe der Grade der Faktoren.
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# Losung zu Aufgabe 5.7 cxpolynom-produks

Der Grad des Produkts entspricht dem hochsten Grad aller Monome. Das Monom mit héchstem Grad wird
gebildet als Produkt der beiden Monome mit hochstem Grad. Also auch hier addieren sich die Grade.

4 T .
X LOSLlIlg zu Aufgabe 5.8 ex-polynom-produkt-ausnahme

Nach unserer Definition ist der Grad einer Konstante (also einer rellen Zahl) Null. Ist die Konstante aber selbst
Null, ist auch das Produkt Null, unabhéngig vom anderen Faktor. Der Grad des Produkts ist also auf jeden

Fall Null, wenn einer der beiden Faktoren Null ist.

Wiirde man den Grad vom Monom 0 als —oo (minus unendlich) definieren, ergidbe die Addition der Grade

ebenfalls —oo und somit den Grad des Produkts.

R Losung zu Aufgabe 5.9 cx-binomische-formeln-anwenden

a) (zy+y?)? = 22y* + 22° + ¢
c) (2e+3f)% =4e? + 12ef + 9f2
e) (y—2)P=y*—2yz+2°

g) (def —3fe)® =e*f?
24e? f2 + 9e2 f2)

nicht vereinfacht (16e2f2? —

i) (y+a)(y—x)=—22+y? (Normalform z vor y)

k) (—e—f)(—e+ [f)=e*—f?

R Losung zu Aufgabe 5.10 ex-binomische-formeln-umkehren

2

a) g +e*—2ge=(g—e)

25b% + 16a? — 40ab = (5b — 4a)?

]

)
) = (2" +y°)(@° —y°)
2?2 =2+ 1= (z—1)2

e) x10 — y10

g)

schreibt, hat man immer noch eine Summe.

R Losung zu Aufgabe 5.11 ex-binomische-formeln-faktorisieren

a) 6a*b? + 6a%b* —
) g = (9" +h")(g*
c) + (a —b)?
d)

12a2b? = 6a2b?(a® + b% —
—ht) =

2)
= (9" +hH)(g?

o

+ b)? —4b% = a? + 2ab + b% + a?

r+y)a® —y?(e+y) =
e) t5—2t3+t—t(t —2t2 4+ 1) = t(t? —

/—\/—\

(z+y)(a®—y?) =
1)2

f) a = ab(a® — b?) = ab(a + b)(a — b)

ﬁ*Lﬁsung zu Aufgabe 5.12 cx-binomische-formeln-cine-reicht
(a+ (=b))? = a® + 2a(—b) + (—b)? = a? — 2ab + b?

a®+b? (nicht faktorisierbar). Auch wenn man (a + b)?

+ 1) (g +h)(g -
— 2ab + b?

(z+y)?

e T
\/§a+b)2 = 2a2 + 2v/2ab + b2

ry —

b) (
d) (
) (wy —2)° = 22y? — 2293 +
(c

+ 4 ) = 272 +2+ f—j (kein Polynom)

j) (=b+e)(b+c)=—b*+c?
1) (a+b)(—a—b) = (a+b)-(—1)-(a+b) = —(a+b)? =
a? — 2ab — b?

2

qu

b)
d) 4a®b+ a* + 4b2 =

— (vu)? = 0 bzw. zuerst (uv — vu)(uv + vu)
(a? 4 2b)?
f) 16a* — 25 = (4a + 5)(4a — 5)

h) 4 + y* + 4y (nicht faktorisierbar). Wenn man die
Aufgabenstellung “korrigiert” zu 44 y* + 4y kann
man faktorisieren, ndmlich (2 + y)2.

— 2ab

h)
—4b% = 2(a® — b?) = 2(a + b)(a — b)

(z—y)
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# Losung zu Aufgabe 5.13 cbinomische-formeln-tri-quadsi-poly
a) a? + b% + 2 + 2ab + 2ac + 2bc und a? + b% + ¢ + d? + 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd.

b) x3 + 2% + ... + 22 + 22170 + 22123 + ... + 2212y, + 20273 + 20Tg + ... A ...+ 2Ty 1Ty,
Man erhélt die (einfache) Summe aller Quadrate plus die doppelte Summe aller moglichen Zweierprodukte.

2 Zweierprodukte

S S
(w14 4+ .+ +. o Fr) (T T)

\—/4

1 Quadrat
R Losung zu Aufgabe 5.14 cxbinomische-formeln-hoch-drei
(a+b)%(a+0b) = (a®+2ab+b*)(a+b) =...=a>+ 3a%b + 3ab® + b3

i?LﬁSllng zu Aufgabe 5.15 ex-binomische-formeln-hoch-vier
2)
(a® +3a%b+3ab? + b3)(a+b) = a*+ 3a3b+ 3a%b*+ ab®+
ab+  3a’b’+  3ab’+ b=
a*+ 4aPb+ 64?0+  dabd+ bt

b) (a? + 2ab + b?)? = a* + 4a*b* + b* + 4a®b + 2a%b* + 4ab® = a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab® + b*

Quadrate Doppelprodukte

# Losung zu Aufgabe 5.16 cxbinomische-formeln-paseal-dreicck
Die vollstiandige Tabelle sieht wie folgt aus:

(a+0b)° 1

7
atb) 17 20 3 3 21 7T L
b) Die Zahlen sind immer die Summe der beiden oberen Zahlen (bzw. der einen Zahl an den Rédndern).
c¢) Die Namen der Glieder von (a + b)" sind a”, a”~'b, a®~2b%, ..., ab™~ !, b™. D.h. die Potenzen von a sind
absteigend, die Potenzen von b aufsteigend (alle Grade sind gleich n).

Multiplizert man nun (a + b)"~! mit a, erhélt man die Namen von a™ bis ab”~! mit den gleichen Koeffizienten
wie (a + b)"~!. Multiplizert man nun (a + b)"~! mit b, erhilt man die Namen von a" b bis ", wieder mit
den gleichen Koeffizienten. Schreibt man die Namen untereinander (wie in der Losung von Aufgabe 5.3a)) sieht
man, dass immer benachbarte Koeffizienten der Zeile n — 1 zu einem neuen Koeffizienten der Zeile n addiert
werden.

# Losung zu Aufgabe 5.17 cobinomische-formeln-pascal-dreieck-anwenden

a) (z—2)% =25+5-(=2)z*+10-(—2)%23+10-(-2)32%+5-(=2)*2+(-2)5 = 2° — 102" + 402> — 802>+ 80z — 32

b) (2 +3)6 = 2626 + 626 . 325 + 1524 . 3224 + 20253323 + 1522 . 3422 + 6.2 352 + 36

',thisung zZu Aufgabe 5.18 cx-binomische-formeln-pascal-dreieck-zeilensumme

a) Die Summe der n-ten Zeile ist 2.

b) Im Pascaldreieck wird eine Zahl als Summe der oberen beiden Zahlen berechnet. Umgekehrt triagt jede Zahl
genau zwei Mal zur darunterliegenden Zeile bei. D.h. die Zeilensumme verdoppelt sich, wenn man eine Zeile
nach unten geht. Da die erste Zeile die Summe 1 = 2° stimmt die obige Aussage.
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Alternativ betrachtet man den Ausdruck (1 + 1)™. Wenn man diesen Ausdruck vollstdndig ausmultiplizert (mit
Hilfe des Pascaldreiecks) erhélt man genau die Summe aller Koeffizienten. Es gilt natiirlich dass (14 1)" = 2™.

'thisung zu Aufgabe 5.19 cx-binomische-formeln-pascal-dreicck-alternicrende-zeilensumme

Die alternierende Summe ergibt Null, ausser fiir die oberste Zeile (Zeile zu (a + b)?).

Entwickelt man (1 — 1)™ erhidlt man absteigende Potenzen von (—1), d.h. die Koeffizienten erhalten abwechs-
lungsweise ein positives und negatives Vorzeichen. D.h. die Entwicklung von (1 —1)" ist genau die alternierende
Summe. Fiir n > 1ist (1—-1)" =0.

Hinweis: 0° ist nicht definiert. Es wird aber hin und wieder als 1 angenommen, womit das Pascal’sche Dreieck
auch fir diesen Spezialfall seine Giltigkeit bewahrt.

',thisung zu Aufgabe 5.20 ex-binomische-formeln-pascal-dreieck-n-choose-k

a) Der Grad ist immer n, weil immer n Variablen miteinander multipliziert werden.

b) (a+b)8 = (a+b)-(a+b)-. . .-(a+b). Beim Ausmultiplizieren wird jeweils aus jeder Klammer ein Glied ausgewiihlt
und alle zusammen multipliziert. Um a2b* zu erhalten, muss aus genau zwei Klammern ein a ausgewihlt werden
(und aus den anderen ein b). Addiert man alle diese Méglichkeiten erhélt man den Koeffizienten von a?b* (in
diesem Fall 15, siche im Pascal’schen Dreieck). Ob man nun 2 aus 6 Klammern oder 2 Objekte aus 6 auswéhlt,
spielt fir die Anzahl Moglichkeiten keine Rolle.

c) Wie oben, addiert man alle Moglichkeiten, aus n Klammern k Klammern mit dem a auszuwéahlen.

R Losung zu Aufgabe 5.21 cxbinomischo-formeln-anwenden-bis-zum-abwinken

a) 25d% + 50f3d® + 256 b) g* — 10m2g® + 25m*g® + 102309? — 50x20m?g+
c) 2555 —rtd? d) 25wtd* — 40w?i3d? + 1645

e) 9u?l? + 18zul + 922 f) d?a* — 4e?

g) 4i% + 8p3ji + 4p8 42 h) n® + 6rn3 + 9r?

i) 4w* —91° j) 9d* — 6s03d? + s%0°

k) 160%a% + 320%n%a + 16n* 1) 9a% — 16u®

415 — 430213 + 504

g% — 6k2g> + 9k*

25r4k2 — 2525¢2

905d* — 603 f2ed? + fe?

S —822d3c3 + 2yt + 162*d® — Syx?i®
25v2d* — 444

m) 25¢% — 405hc3 + 1652h2
0) 16z*p® — 25w

q) 162°h? + 32232%h + 162*
s) 4a® +4j3%a + 58

u) z* —9s8

w) 914d° + 18z1%d3 + 922

Loz E

r =

> T o2
'X LOSLlIlg zu Aufgabe 5.22 ex-binomische-formeln-umkehren-bis-zum-abwinken
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R Losung zu Aufgabe 5.23 cxtaktorisicren-bis-zum-abwinken

a) —4m2a3 (0 — 5)? (0 + s)?
—2y*u® (d — 2ym) (d + 2ym)
22 (5a — 3n3h)2

g) —2¢(2d — 31)?

i) —3p* (b° —pg?) (b* + pg®)

k) 4a2g (3j¢° + 40°k2)°

m) 57 (b — 5t%)’

0) =5z (j —w) (j +w) (% + w?)
) 2¢ (f3 - w2k3)2

) —3eo® (21h3 — 5)°

) 5b? (5r3d* — 3y f?) (5r*d* + 3y f?)
w) 262p (2 — 55%)°

e}

wn

=

b) 5zv? (qa + o3g3)2
d) —5a’s (e* — 27’3k)2
f) =2k (13% — v®r) (15 + v3r) i
h) 503 (2n2h3 - 7“2)2
) —u2h? (2uwdh — 5®)
) =503 (i —7) (i +7) (% +1r?)
n) 4n (5m + 3wv)®
p) o(a® +2q)”
) —5h (3m? — 4s2¢%) (3m? + 4s%¢®)
t) 2p% (d? + g)°
) 5k (z3h + w?r3)®
x) 4z (mf3 — 223) (mf3 + 22%)
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