Mathematik Repetition Differentialrechnung KSBG

1 Theorie
Man definiert den Differenzenquotienten fiir eine Funktion f (Sekantensteigung, durschnittliche Anderung)

als
fxo+h) = f(xo)
h 7

den Differentialquotienten (Tangentensteigung, momentane Anderung) als
+h) -
i G0 1) — flxo)
h—0 h

Die Ableitung einer Funktion f an der Stelle x ist nun der Differentialquotient an dieser Stelle x, also

oo flxo+h) = flxo)
f(xO)_}g%T'

Die Ableitung f’ einer Funktion ordnet jedem Punkt x die Ableitung f’(x) zu und gibt die Steigung der
Tangente im jeweiligen Punkt an.
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Die zweite Ableitung wird mit f”’ bezeichnet und ist die Ableitung der ersten Ableitung. Die zweite
Ableitung f” gibt Aufschluss tiber das Kriimmungsverhalten (die Anderung der ersten Ableitung) einer
Funktion f und damit tiber Extremalstellen.

Hohere Ableitungen werden mit f”~” oder f® (n mal ableiten) bezeichnet.

Ableitungsregeln und Ableitungen wichtiger Funktionen (Matura)
Ableitungsregeln

(i) Konstantenregel: c- f(x) — c- f'(x) (ii) Summenregel: f(x)+g(x) = f'(x)+g’'(x) (iif) Produktregel:
f(0)-8(x) = f'(x)- g() + f(x)-&'(x)  (iv) Kettenregel: f(g(x)) — &'(x) - f(g(x))

Ableitung wichtiger Funktionen

(i) sin(x) — cos(x) (ii) cos(x) — —sin(x) (iii) x* = ax*"! fiir @ € Rund a # 0 (Achtung: Vx = x%°)
(iv) In(x) —» 1 (V) e — € (e ~ 2.718281828459045) (vi) a* = &M@ — g¥ . In(a) fiir a # 0.

(vii) log, (x) — ﬁ(a)

(i) bis (iv) sind Pflicht fiir die Matura ohne Hilfsmittel.

Funktionsuntersuchung

Es gelten folgende lokale Eigenschaften
e f’(xp) = 0 notwendige Bedingung fiir Extrema oder Sattelpunkte.
o f'(xo) = 0und f”(xp) < 0: f hat in xy ein lokales Maximum (hinreichende Bedingung).
o f'(xp) = 0und f”(xp) > 0: f hat in x; ein lokales Minimum (hinreichende Bedingung).
o f'(xo) = 0und f”(xp) = 0: f hat in x eine Sattelstelle (hinreichende Bedingung).
e f”(x) > 0: Linksgekriimmt in xp
o f”(x) < 0: Rechtsgekriimmt in x
o f”(x9) =0und f"(xo) # 0: x¢ ist eine Wendestelle (hinreichende Bedingung).
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2 Aufgaben

1. Grundlagen: Differenzenquotienten und Differentialquotienten
(a) Gib den Differenzenquotienten von f(x) = (x — 3)* an der Stelle xo = 2 und fiir die allgemeine
Stelle x( an.

(b) Berechne den Differentialquotienten im Punkt xp = 2 und fiir einen allgemeinen Punkt xo mit
dem Differentialquotienten.

(c) Uberpriife deine Rechnung in der vorangehenden Aufgabe in dem du die Funktion f’ angibst
und den Wert an der Stelle xo = 2 resp. xo mit deinen Resultaten vergleichst.
2. Tangenten und Steigung

(a) Bestimme die Steigung der Tangente an der Stelle xg = =2 und x¢ = 2 im untenstehenden Graphen
mit Messen:

5,,

(b) Kennzeichne Hoch-, Tief-, Sattel- und Wendepunkte (HOP, TIP, WEP, SAP).

(c) Wo ist die erste Ableitung positiv? Wo negativ? In welchen Bereichen ist die zweite Ableitung
positiv/negativ?

(d) Die Funktion oben ist f(x) = 3 - sin(x) + % — 2. Kontrolliere deine Berechnung (Messung) indem
du f” berechnest und dann f’(—2) und f’(2) mit deinen Resultaten vergleichst.

3. Steigung und Schnittwinkel

(a) Bestimme die Gleichung der Tangente der Funktion f(x) = x> — 2x an der Stelle x = 3.
(b) Bestimme den Schnittpunkt und den (spitzen!) Schnittwinkel von f mit der Funktion g(x) = 6 —x.

4. Berechne die erste Ableitung der Funktionen
(@) f(x)=7x" —3x?
®) fo)=§ -3+ %
(€) f(x) =sin(x?) —c-x?
(d) f(r) = e + 2
(e) f(x)=3-(2x—-9)®
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(f) f(x) =% vx +sin(x) - cos(x)

(8) f(x)=10x', berechne die 22. Ableitung, f*2.

(h) f(x) = x*°, berechne 1V (nutze die Definition von n! um die Ableitung kompakt zu schreiben)
5. Bestimme die Extremalstellen (Minima, Maxima, Sattelpunkte) und Wendestelle von folgenden Funk-

tionen. Achtung Winkelfunktionen in Bogenmass!

(@) f(x)=2x3+3x2—4x+1

(b) f(x) = sin(4x)

(©) flx)=x0—x?

(d) flx)=x*

(e) f(x) = cos(x?)+ 3x
6. Ableitungen graphisch zeichnen

(a) Zeichne die Ableitung (exakt) der nachfolgenden Funktion ins gleiche Koordinatensystem

BEREVERE
-1

(b) Skizziere die Ableitung der nachfolgenden Funktion.

4,,
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(©

Zeichne eine Funktion im Bereich [-3.5, 3.5], die folgendes erfiillt: f(0) =1, f'(0) =0, f'(-2) = -1
und f(=3) = 3. Die Funktion soll symmetrisch zur y-Achse sein.

7. Lose die folgenden Aufgaben. Extremalstellen konnen auch durch geeignetes Begriinden bestimmt
werden.

(a)

(b)

(0

(d)

Eine 400m Laufbahn in einem Stadion besteht aus zwei parallelen Strecken und zwei angesetzten
Halbkreisen. Fiir welchen Radius r der Halbkreise wird die Rechteckige Spielfliche maximal?
Vergleiche die Masse mit einem realen Fussballfeld (internationale Standardmasse).

Der Eingang zu Frederiks Reich ist in der Form einer Parabel begrenzt durch die x-Achse. Die
Parabel ist durch f(x) = 6 — }Ixz gegeben. Frederik mochte maximal viel Kdse bestellen und sucht
also das Paket dessen Querschnitt maximale Flache hat. Die Querschnitte aller Pakete sind
Rechtecke. Wie ist der Querschnitt zu wihlen? Gib die Breite und Hohe eines solchen Pakets an.

Einem Patienten wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein Medikament verabreicht. Die Funktion

35 9, 5 33
f(t)_SOt 10t‘+215+5

gibt die Konzetration des Medikaments im Blut an [Millilieter pro Liter Blut] nach ¢ Stunden an.

a) Wann ist das Medikament komplett abgebaut? b) Wann ist die Konzentration am héchs-
ten? ¢) Nebenwirkungen treten tiblicherweise dann auf, wenn sich die Konzentration am
starksten verdndert. Wann ist mit Nebenwirkungen zu rechnen? d) Der Patient ist ein Schwin-
gerkonig und hat 8 Liter Blut. Wie viel Milligramm des Medikaments hat der Schwingerkonig im
Blut? e) Gib eine Interpretation des Differenzen- sowie des Differentialquotienten in diesem
Beispiel an.

Frederik wechselt den Kaseanbieter und zieht auch noch um. Der neue Anbieter versendet
Wiirfel-formige Boxen mit Kantenldnge 5. Frederik baut sich einen neuen Eingang in Form eines
gleichschenkligen Dreiecks (die Grundlinie sei wiederum auf der x-Achse). Wie ist der Winkel
an der Basis zu wihlen, so dass Frederik eine moglichst kurze Distanz sdgen muss?
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3 Losungen

1. Grundlagen: Differenzenquotienten und Differentialquotienten. Hier spielt das Pascal’sche Dreieck
eine grosse Rolle um (2 + b)* = a* + 4a%b + 6a°b* + 4ab® + b* ausrechnen zu kénnen.

(a) Esist f(2+hh)—f(2) _ (2+h—3)2—(2—3)4 _ h4—4h32611274h =13 —4h% + 6l — 4 und

Xo+h)—f(x Tt +4x0h3 — 1213 +6x2h% ~36x0h? +54h% +4x3h—36x21+108x0h—108%
feothfon) - 220 o PR R O PR = 1+ dgh? — 1262 + 6320 — 36x0h +

i
54h + 4x8 - 36x(2) + 108xy — 108
b) Esistlim;_,g [/ _ _4
(b) 7
. flo+h)—f(x0) _ 4.3 2
und limy,_,o =————— = 4x7 — 36x5 + 108xo — 108

(c) Esist f'(x) = 4(x — 3)° = 4x> — 36x” + 108x — 108 und damit f"(2) = —4 und f’(xo) = 4x; — 36x] +
108xy — 108.

2. Tangenten und Steigung

(a) Tangenten einzeichnen und Steigung («rise-over-run») berechnen.

(b)

(c) f’ ist positiv auf (ca.) ] — 1.28,2.04], ]3.73,5] auf den restlichen Intervallen ist f* negativ. f” ist

positiv (f ist linksgekriimmt) auf ] — 3.37,0.22[, ]2.92,5]. Auf den restlichen Intervallen ist f”
negativ, also f ist rechtsgekriimmt.

(d) Esist f'(x) = 23—" + 3 cos(x) und damit f’(2) = 0.085 und f’(-2) ~ —2.58.
3. Steigung und Schnittwinkel
(a) Esist f’(x) = 2x—2. Fiir die Gleichung der Tangente muss also gelten y = mx+gmitm = f'(2) = 4.
Esist (x,y) = (3, f(3)) = (3, 3). Nach g auflosen ergibt ¢ = =9 und damit y = 4x — 9
(b) Plan:
i. Schnittpunkt berechnen
ii. Tangenten der beiden Funktionen berechnen
iii. Winkel der beiden Tangenten berechnen
Durchfiihrung:

i. Schnittpunkt ergibt sich durch Auflésen von f(x) = g(x) & x* — 2x = 6 — x. Man findet also
x1 = 3 und x, = -2 und damit fiir den Schnittpunkt (siehe vorige Aufgabe) P; = (3, 3) resp.
Py(=2,8)
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ii. Fiir P; kennen wir die Tangente bereits aus a): y = 4x—9. Fiir P, ergibt sich in gleicher Manier
y = —6x + 4. Fiir die zweite Funktion ¢ muss die Tangente nicht berechnet werden, da es es
sich um eine Gerade handelt.

iii. Den Winkel konnen wir entweder via Formel Fundamentum oder Vektorgeometrie (Zwi-
schenwinkel von (411) (fur Pq) resp. (—16) (ftir P;) und (_11)) berechnet werden. Es folgt
a =59.04° (fir P;) resp. a = 35.54° (fiir Py).

4. Dabei geht es um das korrekte Anwenden der Ableitungsregeln und das Verkniipfen von mehreren
Regeln.
(@) f'(x)=63x"—6x
®b) fx)=x>-x>+x
(©) f'(x) =2xcos(x?) — 2cx
(d) f/(r) = e sin(r)
(€) f'(x) = 48(2x ~ 9y
() f(x) = Zx5/% + cos?(x) — sin’(x)
(® fPx)=0
(h) fM(x) = P'x’ = 6704425728000x°
5. Bestimme die Extremalstellen (Minima, Maxima, Sattelstellen) und Wendestellen von folgenden Funk-
tionen. Achtung Winkelfunktionen in Bogenmass!
Plan:

I HOP/TIP/SAP
1. Nullstellen der ersten Ableitung suchen —Kandidatenstellen
2. Zweite Ableitung an Kanditatenstellen betrachten und entscheiden ob HOP/TIP/SAP
II WEP
1. Nullstellen der zweiten Ableitung suchen —Kandidatenstellen
2. Dritte Ableitung an Kanditatenstellen betrachten und WEP oder nicht.

(a) HOP bei (—1.46,7.01), TIP bei (0.46, —0.01) und WEP bei (-0.5,3.5)
(b) HOP bei (5 + Z-%,1), TIP bei (- + Z-%,~1) und WEP bei (5 - Z,0)
Die Schreibweise «Z -x» steht fiir beliebige ganzzahlige Vielfache von x; da trigonometrische

Funktionen periodisch sind, haben sie unendlich viele Minima resp. Maxima resp. Wendepunkte.
Um diese kompakt zu schreiben, verwendet man eben die genannte Schreibweise.

(c) TIP bei (-2, 1) und bei (22, -1), HOP bei (0, 0)
(d) TIP bei (0,0). Achtung: Es ist kein Sattelpunkt.

(e) Die Funktion hat keine geschlossene Losung fiir HOP, TIP und WEPs. Zur Hilfe konnte der
Taschenrechner genommen werden.

6. Ableitungen graphisch zeichnen

(a) Wichtig: Exakte Ableitung berechnen (durch Messen resp. Ablesung der Abschnitte der Gera-
densteigungen)
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-3 1

(b) Wichtig: Die Funktion ist symmetrisch zur Achse x = 1, also ist die Ableitung punktsymmetrisch
zu (1,0).

(©) -
7. Plan fiir alle Aufgaben:

1. Problem verstehen (z.B. Skizze machen)
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i. Nebenbedingungen festlegen (wo notig)
ii. Zielfunktion und Variable identifizieren und mathematisch formulieren

2. Zielfunktion minimieren/maximieren

i. Zielfunktion ableiten
ii. Ableitung = 0 setzen und nach Variable auflosen

3. Uberpriifen ob Minimum / Maximum gefunden

4. Frage beantworten.

(a) 1. Skizze (siehe https://goo.gl/maps/NWoBwDPfnkq):

i. Der Gesamtumfang muss 400 betragen und besteht aus den Halbkreisen (Umfang beider
Halbkreise zusammen: 27tr) und den parallelen Strecken x. Weil 2x +27tr = 400 sein muss,
muss fiir x = 200 — 7ir gelten.

ii. Die Fldche ist gegeben durch x - 2r = (200 — 7r) - 2r. Damit ist f(r) = (200 — 7tr) - 2r die
Zielfunktion.
2. i Esist f'(r) = 2(200 — 7tr) — 27tr.
ii. Auflésen nach rergibt " = 1% ~ 31.831
3. Es muss ein Maximum sein. Es kann kein Minimum sein, da die minimale Fliche des
Fussballfelds 0 wire.
4. Das Feld hat also die Masse 2r X (200 — 1ir) = 63.662 X 100. Die internationalen Masse betragen
fiir die Breite 64 m bis 75m und fiir die Lange 100 m bis 110m

(b) 1. Wir suchen also ein Rechteck, dessen Ecken auf der Parabel resp. der x-Achse liegen und
maximale Flache hat. In der Skizze unten sind zwei Varianten (rot und griin) eingezeichnet.

.7
N

Man sucht nun also diese Variante, welche maximale Flache hat. Wahlt man fiir B = (x, 0) so
ergibt sich fiir A = (—x,0), fiir C = (x, f(x)) und fiir D = (—x, f(—x)) als Koordinaten und wir
suchen x so, dass die Flache F = |AB|-|BC|maximal ist. Esist|AB| = 2xund |BC| = f(x) = 6— }lxz
und damit F = 2x - (6 — 1x?)
i
ii. Die Zielfunktion ist die Flache in Abhénigkeit von x also g(x) = 2x - (6 — ixz)
2. i Bsistg'(x)=2(6-%)-x
ii. Als Losung ergibt sich x = +2 V2 ~ +2.8284. Die beiden Losungen sind dquivalent, da
nur die Rollen von A und B vertauscht sind.
3. Es muss sich um ein Maximum handeln; ein Minimum hétte Fliache 0.
4. Das Paket hat also die Dimensionen B x H = 2 -2 V2 x f2 \/E) ~ 5.6568 % 4

(c) Funktion mit TR plotten.
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ii.

iii.

iv.

d 1.

Erieasy .ch.uw”uwuuuuuuuuuuuuuuuuajuou(J?
| : 33 5x '9-.\"‘ 3 x”
E 3[1(\']=—: }

3 5 2 10 50

Nullstelle der Funktion f(#) suchen; es ergibt sich t = 7.54385 als erste Nullstelle.
Nullstellen der Ableitung bei t; = 2 und t, = 2. Esiist f(3) = —¢ und f” ¢ Damit ist
t; = 2 eine Maximalstelle. Die Konzentration 1st also zum Zeltpunkt t=2am hochsten

Die Verdnderung der Konzentration ist durch f” gegeben. Wir suchen also Maximalstellen
von f’. Nennen wir nun g = f’ so konnen wir g’ auf Nullstellen untersuchen und g auf das
Vorzeichen, um festzustellen, wo das Maximum resp. Minimum von g (der Verdnderung der
Konzetration) ist. ¢’(x) = 0 aufgelost nach x ergibt x = 5. ¢”(5) = 5¢. Das heisst, bei t = 5hat g
ein Minimum, resp. die Konzentration verdandert sich am schwiichsten. Zeichnet man g resp.
f" ergibt sich der hochste Wert (zwischen [0, 7.54385]) bei t = 0. Das heisst, bei der Gabe des
Medikaments zum Zeitpunkt ¢t = 0 ist mit Nebenwirkungen zu rechnen.

Die Menge in Milligramm des Medikaments ergibt sich aus Konzentration - Blutmenge, also
h(t) =8 f(t) = L — 3 4 20t + 282,

Der leferenzenquotient ist die durchschnittliche Verdnderung der Konzentration; der Dif-
ferentialquotient gibt die momentane Anderung der Konzentration an.

Eine Skizze ist dabei zentral.

2u Su j@ﬂa/@j
Loch

Tu Jﬁfr(’.ﬂﬂ/ﬂ
Loch

Wir haben ein Quadrat mit den Ecken (-2.5,0), (2.5,0), (2.5,5), (-2.5,5) gegeben (schwarz)
und suchen das Dreieck (blau oder rot), welches minimalen Umfang hat. Die Idee dabei ist
eine Gerade g durch die Punkte P und (-2.5, 5) zu legen. Dann konnen wir den Schnittpunkt Q
dieser Geraden mit der x-Achse ausrechnen. Der Umfang des Dreiecks ist dann 2(|PQ|+|0Q)).
Wiéhlen wir P = (0, h) konnen wir die restlichen Punkte in Abhédngigkeit von / ausdriicken.

e Gerade durch P und (-2.5,5): Ansatz y = mx + g und (0, k) sowie (2.5, 5) einsetzen und

m und q berechnen ergibt' Y= (z(h ) ) x + h. Die Nullstelle dieser Geraden ist xp = 2(;’—25)
und damit Q = (— P 5),O)
e Esistdann |OP| = 2(h 5 und |[PQ| = ( = 5)) + h? (mit Pythagoras).
i. Nebenbedingungen sind bereits integriert in der Berechnung von g.
ii. Esist f(h) = 2(PQ| +0Q]) = (w, [ =T hz).
2. Zielfunktion minimieren/maximieren
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i. Die Ableitung ist sehr kompliziert. Es empfielt sich, direkt mit dem TR solve (£p (h)=0,h)
zu berechnen.

: ;ﬁ;(!:):=£(/‘(ﬁ)) wore ! :
A solve(/jv(h)=0‘{-’) S

ii. Es ergibt sich I; = 2.84504 und h, = 9.58772.

3. Iy ist keine zuldssige Losung, da Iy < 5, d.h., das Paket passt nicht durch. h; = 9.58772 muss
ein Minimum sein, da fiir wachsendes h der Umfang zunimmt.

4. Wir kennen nun , allerdings den Winkel a noch nicht. Wir wissen aber, dass tan(a) = % =
B = @ Setzt man h = 9.58772 in diesen Bruch ein, erhilt man tan(a) = 1.83509 und

2(h-5)

damit o ~ tan~'(1.83509) ~ 61.4126°.
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