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1. CECH-KOHOMOLOGIE

1.1. Erste Cech-Kohomologie und n-blittrige Uberlagerungen (bei fixierter offener ﬂ'berdeckung).

1.1.1. Obwohl einige Leser sicherlich den Begriff der Uberlagerung kennen, wiederholen wir die Definition
einer n-blattrigen Uberlagerung. Fiir den Begriff eines Morphismus von Uberlagerungen ist es auch sinnvoll,
an den Begriff der Kategorie iiber einem Objekt zu erinnern (vgl. [Sch20, Definitionen 4.1.2 und 4.3.3, 4.3.4]).

Definition 1.1.2. Seien C eine Kategorie und X € C ein Objekt. Die Kategorie der Objekte von C
iiber X ist die folgende Kategorie C,x: Sie hat
e als Objekte Morphismen a: A — X, wobei wir damit genauer ein Paar (A4, a), bestehend aus einem
Objekt A € C und einem Morphismus a: A — X meinen, in Formeln

Obj(C/x) = {(A,a): A€C,aeC(A X)}

und
e als Morphismen von einem Objekt A % X in ein Objekt B 5 X all diejenigen Morphismen f: A —
B in C, fiir die das Diagramm

kommutiert, in Formeln
C/x(AS X, B4 X) =Cx((4,0),(B,b)) = C/x (4, B) = C/x(a,b) = {f € C(A,B) | bo f = a}

und
e als Verkniipfung die von C induzierte Verkniipfung.

Ahnlich definiert man die als Cx, notierte Kategorie der Objekte von C unter X. Objekte sind
Morphismen a: X — A, Morphismenmengen sind durch Cx/(A, B) = {f € C(A,B) | f o a = b} gegeben.

Beispiel 1.1.3. Es gibt offensichtliche Vergissfunktoren C,x — C und Cx, — C.

Beispiel 1.1.4. Die Kategorie Topy,;, aller topologischen Réume unter dem einpunktigen Raum {x} ist
die in [Sch20, Beispiele A.1.5.(d).(ii)] definierte Kategorie punktierter topologischer Réume, die wir dort als
Top, notiert haben (genauer ist der Funktor, der a: {*} — A auf (A, a(x)) abbildet, ein Isomorphismus von
Kategorien).
Analog ist Set(,,, die Kategorie punktierter Mengen.
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Definition 1.1.5. Seicin X ein topologischer Raum und n € N. Eine n-bliittrige Uberlagerung ist eine
stetige Abbildung' p: X — X, fiir die es eine offene Uberdeckung ¢/ € P(X) von X gibt, so dass fiir jedes
U € U ein Hombomorphismus

ty:p NU) = U x {1,...,n}
existiert, der das Diagramm

pfl(U)%Ux {1,...,n}

U = U

kommutativ macht. Gegeben eine offene Uberdeckung U, nennt man eine Familie (tv)ueu solcher Homo-
omorphismen eine Trivialisierung von p iiber der offenen Uberdeckung U.

Die Kategorie der n-blittrigen Uberlagerungen ist die volle Unterkategorie von Top /x» deren Ob-
jekte die n-blittrigen Uberlagerungen von X sind. Morphismen in dieser Unterkategorie heiBen Morphis-
men von n-blittrigen Uberlagerungen. Insbesondere liefert dies den Begriff eines Isomorphismus von
n-bléttrigen Uberlagerungen.

1.1.6. Jeder Morphismus n-blittriger Uberlagerungen ist offen (siehe | , 4.3.11]. Somit ist ein Morphis-
mus n-bléttriger Uberlagerungen genau dann ein Isomorphismus, wenn er bijektiv ist.

1.1.7. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist eine Beschreibung aller n-blittrigen Uberlagerungen eines topolo-
gischen Raums X bis auf Isomorphie. Wir orientieren uns dabei an dem folgenden Diagramm offensichtlicher
Abbildungen, wobei U eine fixierte offene Uberdeckung von X ist.

n-blittrige Uberlagerungen n-blittrige Uberlagerungen n-blittrige
von X zusammen mit einer — von X, die eine — { {iberlagerungen von X }
Trivialisierung tiber U Trivialisierung iiber ¢ haben

Links stehen also iiber { trivialisierte, in der Mitte iiber I/ trivialisierbare und rechts n-blittrige Uberlagerungen
(die moglicherweise nicht iber U, sondern erst iiber einer ,,feineren® offenen Uberdeckung trivialisierbar sind).

Von links startend, werden wir diese drei Mengen bis auf geeignete Isomorphiebegriffe mit Mengen gewis-
ser Cech-1-Kozykel beziiglich ¢, Cech-1-Kohomologieklassen beziiglich & und Cech-1-Kohomologieklassen
identifizieren (siehe Propositionen 1.1.20 und 1.1.24, Satz 1.3.5).

1.1.8. Sei (ty)yey eine Trivialisierung einer n-blittrigen Uberlagerung p: X — X iiber einer offenen
Uberdeckung U von X. Fiir alle U,V € U ist die Verkniipfung

(tv) ™"

Unvx{l....n} Yyl unv) S unv < {1,...,n}

ein Automorphismus der trivialen n-blittrigen Uberlagerung von U NV und somit nach Aufgabe 1.1.9 von
der Form

(z, f) = (z,70v (@)(f))
fiir eine eindeutige stetige Abbildung v = 1yv: UNV — S, wobei S, die mit der diskreten Topologie

versehene Gruppe der Permutationen von {1,...,n} ist. Die Abbildung 7y heiit Verklebungsfunktion.
Fiir alle U, V, W € U gilt dann offensichtlich

Tuv(z) o Tyw () = Tow () firallez e UNVNW
oder kurz

TUv O Tvw = TUW,

wobei o hier die Verkniipfung in der Gruppe Top(U NV NW, S,,) ist (die offensichtliche Gruppenstruktur ist
in 1.1.14 erldutert).

IHier ist implizit mitverstanden, dass X ein topologischer Raum ist, denn nur dann ist der Begriff stetig sinnvoll.
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Aufgabe 1.1.9 (Automorphismen der trivialen n-blittrigen Uberlagerung). Sei n € N. Sei S, mit der
diskreten Topologie versehen. Sei pry: X x {1,...,n} — X die triviale n-blittrige Uberlagerung eines
topologischen Raums X. Dann ist die wie folgt wohldefinierte Abbildung eine Bijektion

(1.1.1) Top(X, Sp) = Autrop, . (Prx, Pry),
e (7 @) = @7 @)

von Mengen und genauer ein Isomorphismus von Gruppen.
Bonus: Wie ist die linke Seite zu modifizieren, wenn man rechts den oberen Index x weglifit, also alle
Endomorphismen der trivialen n-blattrigen Uberlagerung beschreiben méchte?

Definition 1.1.10. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G mit einer Topologie, so dass Verkniipfung
G x G — G und Inversenbildung G — G stetig sind. Ein Morphismus topologischer Gruppen G — H ist
eine stetige Abbildung G — H, die ein Gruppenmorphismus ist.”

Beispiel 1.1.11. Die Determinante det: GL,(R) — R* ist ein Morphismus topologischer Gruppen. Die
Inklusion SL,,(R) «— GL,(R) ist ein Morphismus topologischer Gruppen.

Beispiel 1.1.12. Ist G eine (abstrakte) Gruppe, so ist G zusammen mit der diskreten Topologie eine
topologische Gruppe G4, Topologische Gruppen mit diskreter Topologie nennt man auch diskrete (to-
pologische) Gruppen. Abstrakte Gruppen und diskrete Gruppen sind ,,dasselbe®.?

Beispiel 1.1.13. Ist X ein beliebiger topologischer Raum, so ist X45¢ — X eine stetige Abbildung, wobei
Xdis¢ die Menge X mit der diskreten Topologie ist. Analog haben wir fiir jede topologische Gruppe G einen
Morphismus G495¢ — G topologischer Gruppen.

1.1.14. Ist G eine topologische Gruppe mit Verkniipfung *, so ist fiir jeden topologischen Raum X die
Menge Top(X, G) aller stetigen Abbildungen X — G mit punktweiser Verkniipfung (f * g)(x) := f(z) *x g(z)
eine Gruppe, wobei f,g € Top(X,G). Alternativ formuliert ist die Verkniipfung von f und g die stetige
Komposition

f*g:XmeGXG;G.

Definition 1.1.15. Seien X ein topologischer Raum, U C P(X) eine offene Uberdeckung von X und G eine
topologische Gruppe mit Verkniipfung *. Ein G-wertiger Cech-1-Kozykel beziiglich U/ ist eine Familie

T = (Tuv)uveu
stetiger Abbildungen 7y : U NV — G, so dass fiir alle U, V,W € U
TUV *Tvw = TUW
in Top(U NV NW,G) gilt. Die Menge all solcher Cech-1-Kozykel wird als
Z'U;C)

notiert. Der Buchstabe C steht hier fiir englisch continuous oder franzosisch continu (die Notation wird
spater mehr Sinn ergeben, sobald die (Pré-)Garbe Cq definiert ist).
Ist G eine diskrete topologische Gruppe, so schreiben wir oft abkiirzend

7' U;G) = 7' U;Cq).

1.1.16. Ist 7 = (Tyv)u,veu wie eben ein 1-Kozykel, so gelten 7y = 1g und 7yy = T‘;llj fir alle U,V € U,
wobei 1g die konstante Funktion U — G bezeichnet, die jedes Element von U auf das neutrale Element
1¢ € G abbildet. Der einfache Beweis ist dem Leser iiberlassen.

2Fiir die kategoriell Interessierten: Eine topologische Gruppe ist ein Gruppenobjekt in der Kategorie Top (siehe 1.2.70 oder
[ , group object] oder [ , Gruppenobjekt]).

3Die genaue Aussage ist: Sei Grp(Top) die Kategorie der topologischen Gruppen. Dann induziert der Funktor Grp —
Grp(Top), G — G4disc | einen Isomorphismus von Kategorien zwischen Grp und der vollen Unterkategorie von Grp(Top), deren
Objekte die diskreten Gruppen sind.
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1.1.17. Die Menge Zl(u ;Cq) besitzt ein ausgezeichnetes Element, den trivialen Cech-1-Kozykel 1¢ =
(1¢)v.veu, ist also eine punktierte Menge (aber im Allgemeinen keine Gruppe). Ist G abelsch, so ist Z! (U;Cg)
in offensichtlicher Weise eine abelsche Gruppe.

Beispiel 1.1.18. Die Verklebungsfunktionen einer Trivialisierung einer n-blittrigen Uberlagerung iiber ei-
ner offenen Uberdeckung bilden einen S,,-wertigen Cech-1-Kozykel. Anders ausgedriickt: Fixieren wir einen
topologischen Raum X, eine offene Uberdeckung &/ von X und n € N, so ist die in 1.1.8 beschriebene
Zuordnung eine Abbildung

(1.1.2) { n-blittrige Uberlagerungen von X } N Zl(?/{; S,),

mit einer Trivialisierung iiber U
(X & X, (tv)veu) = (ov)uveu.

Definition 1.1.19. Seien X ein topologischer Raum, I eine offene Uberdeckung von X und n € N. Seien zwei
Paare ()Z’ X, (tU)UGZ/I) und ()? END'¢ (sU)Ueu) gegeben, die jeweils aus einer n-blittrigen Uberlagerung
und einer Trivialisierung iiber & bestehen. Ein Isomorphismus f: X — X von n-blittrigen Uberlagerungen
heifit trivialisierungsvertriglich, falls syof = ty fiir alle U € U gilt. Gibt es einen solchen, so heiflen unsere
beiden Paare trivialisierungvertriglich isomorph; dies definiert offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf
der Menge aller solchen Paare.

Proposition 1.1.20. Seien X ein topologischer Raum, U eine offene Uberdeckung von X und n € N. Die
Abbildung (1.1.2) induziert eine Bijektion

{ n-blittrige Uberlagerungen von X }

mit einer Trivialisierung tber U % 7NUs S,

trivialisierungsvertragliche Isomorphie

punktierter Mengen, wobei das ausgezeichnete Element links die Klasse der trivialen Uberlagerung X x
{1,...,n} = X sei; es entspricht dem trivialen Cech-1-Kozykel rechts.

Beweis. Der Begriff trivialisierungsvertriglich isomorph ist so definiert, dass die Abbildung wohldefiniert ist.
Ebenso ist klar, dass die triviale Uberlagerung auf den trivialen Cech-1-Kozykel geht.

Injektivitéit: Seien ()? 5 X, (tU)Ueu) und ()? 4 X, (SU)Ueu) Paare, bestehend aus einer n-bléttrigen
Uberlagerung und einer Trivialisierung iiber U, und seien (tov)u,veu und (ouv)u,veu die zugeordneten
1-Kozykel. Gelte Ty = opy fiir alle U,V € U.

Fiir jedes U € U betrachte die Verkniipfung

Joip \(U)  Ux (1, ny Y ) € R,

Alle fy sind stetig. Fiir alle U,V € U stimmen fy und fy wegen tpv = opy auf p~H(U) Np~1(V) =
p~ (U NV) iiberein. Deswegen gibt es genau eine Abbildung f: X — X mit [l vy = fu fiir alle U € U.
Diese ist stetig nach | , Proposition 2.4.13.(a)]. Sie ist offensichtlich ein Morphismus von n-blittrigen
Uberlagerungen. Analog konstruiert man einen solchen Morphismus in die andere Richtung und sieht so,
dass f ein Isomorphismus von n-blittrigen Uberlagerungen ist. Nach Konstruktion ist er trivialisierungsver-
traglich. Dies zeigt die Injektivitit unserer Abbildung.

Surjektivitit: Sei 7 = (7pv)vveu € Z'(U; Syn) ein 1-Kozykel. Betrachte auf dem topologischen Raum®*

| | {U}x U x{1,...,n}
Ueu
die durch
U,z,s) ~ (V,y,t) <= (:v =yund t = TUV(x)(s))

1Die einelementigen Mengen {U} werden hier zur besseren Unterscheidung der an der disjunkten Vereinigung beteiligten
Mengen verwendet.
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definierte Aquivalenzrelation ~ (sie ist nach 1.1.16 wohldefiniert). Die stetigen Projektionen {U} x U x
{1,...,n} = U, (U,z,s) — z, induzieren eine stetige Abbildung

= _ Lo Uy x U x{1,...,n}

p: X : — X.

~

Der Leser priift leicht, dass fiir jedes U € U
Ux{l,...,n} > X,
(ua S) = ({U},Uz 5)7

eine offene Einbettung mit Bild p~!(U) ist. Sei t;; die Umkehrabbildung des induzierten Homomorphismus
Ux{l,...,n} = p~Y(U). Wir folgern, dass p eine n-blittrige Uberlagerung mit Trivialisierung (ty)yey
iitber U ist. Nach Konstruktion ist klar, dass die zugeordneten Verklebungsfunktionen genau die 7y des
vorgegebenen 1-Kozykels sind. Dies zeigt die Surjektivitit. g

Ende der 1. Vorlesung am 13.04.2021.

1.1.21. Sei X ein topologischer Raum mit einer offenen Uberdeckung U. Sei p: X — X eine n-bléattrige
Uberlagerung, die iiber U trivialisierbar ist. Seien (ty)yey und (sy)yey zwei Trivialisierungen und 7, o €
7' (U, S,) die zugehorigen 1-Kozykel.

Fiir jedes U € U gibt es nach der Bijektion (1.1.1) in Aufgabe 1.1.9 genau eine stetige Abbildung ay: U —
S,,, genannt Ubergangsfunktion, so dass die Verkniipfung

Ux{L,....n} Y2 p L) 25 U x {1,...,n}

durch

(z, f) = (2, av(@)(f))
gegeben ist. Offensichtlich gilt dann

oyv oQy = Qu o Tyv
in Top(U NV, S,) fir alle U,V € U.

Definition 1.1.22. Seien X ein topologischer Raum, & C P(X) eine offene Uberdeckung von X und G
eine topologische Gruppe mit Verkniipfung *. Zwei G-wertige Cech-1-Kozykel 7,0 € Z'(U;Cg) beziiglich U
heiflen kohomolog, notiert 7 ~ o, falls es eine Familie

o= (av)veu
stetiger Abbildungen ay: U — G gibt, so dass fiir alle U,V € U

oyv = Qu o Tyy © (av)_1

in Top(UNV, G) gilt. Kohomolog-Sein ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation. Die Menge der Aquivalenzklassen
wird als .
- 7-(U;C
i1 (s o) = L)
notiert und heiBt erste Cech-Kohomologie beziiglich &/ und G. Die Klasse eines G-wertigen Cech-1-
Kozykels 7 heifit seine Kohomologieklasse und wird als [r] notiert. Ist G eine diskrete topologische Gruppe,
so schreiben wir oft abkiirzend } §
HY(U; G) = H (U;Cq).

1.1.23. Die Cech-Kohomologie ﬁl(U;Cg) ist eine Menge mit einem ausgezeichnetem Element, namlich
der Klasse [1g] des trivialen 1-Kozykels. Ist G abelsch, so ist ~ mit der Gruppenstruktur auf Z!(U;Cq)
kompatibel und H!(/;Cg) ist eine abelsche Gruppe.

Proposition 1.1.24. Seien X ein topologischer Raum, U eine offene Uberdeckung von X und n € N. Die
Abbildung (1.1.2) induziert eine Bijektion

{ n-blittrige Uberlagerungen von X, }
die tber U trzvzalzs?erbar sind ~ Hl(u; S,)
Isomorphie
6
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Die Klasse der trivialen Uberlagerung X X {1,...,n} = X links entspricht der Klasse des trivialen Cech-1-
Kozykels rechts.

Beweis. Sei f: X = X ein Isomorphismus von iiber I trivialisierbaren Uberlagerungen. Seien t = (ty)y ey
eine Trivialisierung von X und (sv)veu eine Trivialisierung von X. Dann ist auch 3 := (50)vey == (su o
f)ueu eine Trivialisierung von X. Seien 7, 0 und ¢ die zugehorigen 1-Kozykel. Nach der Diskussion in 1.1.21
sind 7 und ¢ kohomolog, und offensichtlich gilt o = &. Also ist unsere Abbildung wohldefiniert.

Sie ist surjektiv nach Proposition 1.1.20 und bildet die Klasse der trivialen Uberlagerung auf die Klasse
des trivialen Cech-1-Kozykels ab.

Injektivitéit: Seien p: X - X und q: X=X Uberlagerungen. Sei t = (ty)yey eine Trivialisierung von
X mit zugeordnetem 1-Kozykel 7. Sei s = (sy)yey eine Trivialisierung von X mit zugeordnetem 1-Kozykel
o. Gelte [7] = [o], d.h. es gibt eine Familie « = (ay)yey stetiger Abbildungen ay: U — G mit

oyy oy =y O Tyvy

fir alle U,V € U.
Fiir U € U betrachte die stetige Verkniipfung

-~

Ux{L,....,n} £97% ') ¢ X.

fU:p_l(U) t%) Ux{l,...,n} (r»f)H(fo(r)(f))

Weil fy und fy auf p~( UﬂV) iibereinstimmen, wie der Leser leicht priift, kommen sie von einer eindeutigen
stetigen Abbildungen f: X — X die genauer ein Morphismus von Uberlagerungen ist. Durch analoge
Konstruktion der Umkehrabblldung sieht man, dass sie ein Isomorphismus ist. Dies zeigt die Injektivitat. [

1.1.25. Ist U eine offene Uberdeckung eines topologischen Raums X, so sind manchmal alle n-blittrigen
Uberlagerungen (oder sogar alle Uberlagerungen) iiber ¢ trivialisierbar — dann kann man auf der linken Seite
der Bijektion (1.1.3) die Bedingung , die iiber ¢ trivialisierbar sind“ weglassen und erreicht so unmittelbar
das in 1.1.7 erkliirte Ziel; dies ist sicher dann der Fall, wenn jede Uberlagerung jeder offenen Menge U € U
trivial ist; in der Praxis ist dies durchaus oft der Fall, siche [ , 4.4.11]. Beispielsweise erfiillt die iibliche
Uberdeckung der Kreislinie S' durch zwei offene Mengen diese Bedingung.

Aufgabe 1.1.26. Fiir X = S' mit der iiblichen offenen Uberdeckung & = {U, V'} beschreibe Z'(U; S,,) und
H(U; S,,). nachtriglich eingefiigt: Zeige, dass H (U; S,,) zur Menge der Konjugationsklassen in S, isomorph
ist.

Berechne diese Mengen explizit fiir n = 2 und n = 3. nachtréglich eingefiigt: Welcher Isomorphieklasse
n-bliattriger Uberlagerungen entspricht welche Konjugationsklasse? Bemerkung: Nach 1.1.25 sind damit alle
n-blattrigen Uberlagerungen bis auf Isomorphie klassifiziert.

1.1.27. Unser néchstes Ziel ist Satz 1.3.5. Dazu bendtigen wir den Begriff des filtrierenden Kolimes und
diskutieren deswegen in Abschnitt 1.2 Limiten und Kolimiten.

1.1.28. Die beiden folgenden Aufgabenpools enthalten einige wohlbekannte Aussagen iiber Adjunktionen
und Aquivalenzen, die wir spéter verwenden mochten. Sicher sind sie einigen Lesern wohlbekannt, aber eine
Auffrischung schadet selten. Die anderen miissen eben etwas mehr arbeiten.

1.1.1. Aufgabenpool: Nachtrige zu adjungierten Funktoren.

1.1.29. Ziel dieses Abschnitts ist, mit einer Folge von Aufgaben zu zeigen, dass die beiden Definitionen
[ , Definition 5.3.11] und [ , Definition A.0.17] einer Adjunktion dquivalent sind, siehe 1.1.35 fiir die
Zusammenfassung. Auflerdem werden einige weitere niitzliche Eigenschaften von Adjunktionen besprochen.

Aufgabe 1.1.30. Seien L und R Funktoren zwischen Kategorien C und D wie im folgenden Diagramm
angedeutet.



(a) Sei
a:D(L—,-)=C(—,R-)
eine natiirliche Transformation von Funktoren C°P x D — Set.® Fiir C' € C definiere
ac = ac)Lc(ich): C — RLC.
Zeige, dass @ := (Q¢)cec: ide = RL eine natiirliche Transformation ist.
Hinweis: Verwende das Diagramm in Fufinote 5 fiir geschickte Wahlen von Objekten und Mor-

phismen.

(b) Sein: ide = RL eine natiirliche Transformation. Fiir C' € C und D € D sei 7j¢,p die Verkniipfung
fic.p: D(LC, D) & C(RLC, RD) *2"% ¢(C, RD).

Zeige, dass 1) := (jc,p)(c,pyecorxp : P(L—,—) = C(—, R—) eine natiirliche Transformation ist.
(c) Zeige, dass die Zuordnung « — & eine Bijektion

(1.1.4) Set®"*P (D(L—, -),C(—, R—)) = C°(ide, RL)
mit Inversem 7 — 7 definiert.

1.1.31 (zu Aufgabe 1.1.30; Berechnung von « aus n). Entspricht unter der Bijektion (1.1.4) ein « links
einem 7 rechts, so ist das Diagramm

(1.1.5) D(LC, D) —2~ C(RLC, RD)
i7°nc
ac,p
C(C,RD)

fiir alle C' € C und D € D kommutativ. Dies ist klar nach der zitierten Aufgabe.
Aufgabe 1.1.32. Seien L: C — D und R: D — C Funktoren wie in Aufgabe 1.1.30. Zeige, dass
(1.1.6) Set®" P (C(—, R—), D(L—, —)) = DP(LR,idp),

B B =pY mit Bp = B, = Brp,p(idrp) fiir D € D,

eine Bijektion ist.
Hinweis: Variiere Aufgabe 1.1.30.

1.1.33 (zu Aufgabe 1.1.32; Berechnung von £ aus €). Entspricht unter der Bijektion (1.1.6) ein /3 links einem
e: LR = idp rechts, so kommmutiert das Diagramm

(1.1.7) D(LC, D)
T Be,p
EDO‘.7
C(LC,LRD)<=—¢C(C,RD)
fiir alle C' € C und D € D. Dies ist klar nach der zitierten Aufgabe.
Aufgabe 1.1.34. Seien L: C — D und R: D — C Funktoren wie in Aufgabe 1.1.30.

5 Explizit bedeutet dies, dass fiir alle Morphismen ¢: C’ — C in C und d: D — D’ in D (oder #quivalent alle Morphismen
(c°P,d): (C°P, D) — (C'°P, D’) in C°P x D) das Diagramm

D(LC, D) —<P+ ¢(C, RD)
fHdOfOLCl gi—}RdOgocl

p(LC’, D) 2% e(c’ RDY)

kommutativ ist, dass also
a(do foLc)=Rdoa(f)oc
fiir alle Morphismen f: LC' — D gilt.



(a) Sei eine Isotransformation
a:D(L—,—) = C(—,R-)
gegeben, also eine Adjunktion zwischen L und R im Sinne von | , Definition A.0.17]. Setze

n:=aund € := (o~ 1)V in der Notation der Aufgaben 1.1.30 und 1.1.32; man nennt 1 die Eins und
¢ die Koeins der Adjunktion «. Dann sind die beiden Diagramme

(1.1.8) Lo Y LRLC  und  RD "’ RLRD
k lELc & iReD
LC RD

fir alle ¢ € C und alle D € D kommutativ; man nennt diese kommutativen Diagramme bzw.
dquivalent die Gleichheiten eL o Ln = L und Re onR = R Dreiecksidentitéten.

(b) Seien natiirliche Transformationen 7: id¢ = RL und e: LR — idp gegeben. Seien a: D(L—,—) =
C(—,R—) und 8: C(—, R—) = D(L—, —) die nach den Aufgaben 1.1.30 und 1.1.32 eindeutig existie-
renden natiirlichen Transformationen mit @ = und § = Y = ¢. Sind die beiden Diagramme (1.1.8)
fiir alle C' € C und alle D € D kommutativ, d.h. n und ¢ sind Eins und Koeins einer Adjunktion
zwischen L und R im Sinne von | , Definition 5.3.11], so sind « und 8 zueinander invers; insbe-
sondere ist « eine Isotransformation.

(c) Die beiden so definierten Zuordnungen sind invers zueinander und definieren eine Bijektion zwischen
den beiden folgenden Mengen:

e der Menge aller Isotransformationen a: D(L—, —) = C(—, R—);

o der Menge aller Paare (n: id¢ = RL,e: LR = idp) natiirlicher Transformationen mit eLo Ly =
Lund ReonR=R

1.1.35. Als Zusammenfassung der Aufgaben 1.1.30, 1.1.32 und 1.1.34 erhalten wir Bijektionen zwischen den
folgenden Mengen, wobei L: C — D und R: D — C Funktoren sind:

e der Menge aller Isotransformationen a: D(L—, —) = C(—, R—);

o der Menge aller Paare (n: id¢ = RL,e: LR = idp) natiirlicher Transformationen mit eL o Ly = L
und Re onR = R;

e der Menge aller natiirlichen Transformationen n: ide = RL, fiir die 7] eine Isotransformation ist;

e der Menge aller natiirlichen Transformationen ¢: LR — idp, fiir die € eine Isotransformation ist,
wobei hier € —  die zu (1.1.6) inverse Abbildung bezeichne.

Die konkrete Beschreibung der Bijektionen ist klar nach den zitierten Aufgaben.

Die Bijektion zwischen den ersten beiden Mengen zeigt, inwiefern | , Definition A.0.17] und | ,
Definition 5.3.11] dasselbe definieren. Entspricht unter dieser Bijektion « einem Paar (7, ), so ist das Dia-
gramm

(1.1.9) D(LC, D) —2 = C(RLC, RD)
aC,D
EDO?T by \L?onc
L

C(LC,LRD) <~ ¢(C,RD)

fiir alle C' € C und D € D kommutativ. Das ist klar nach Aufgabe 1.1.34 und zeigt, wie a durch € bzw. n
eindeutig bestimmt ist.

1.1.36. Das Diagramm (1.1.9) kann auch so gelesen werden (gegeben ist wie dort eine Isotransformation
a: D(L—,—) = C(—, R—) mit Eins 1 und Koeins ¢).

(a) (Kommutativitidt des oberen Dreiecks) Sei C' € C fixiert. Dann hat der Morphismus ne: C — RLC
die folgende universelle Eigenschaft: Fiir alle Objekte D € D und alle Morphismen f: C' — RD in C
9



existiert genau ein Morphismus f: LC — D mit Rfo ne = f:

c s RLC LC
DAL
RD D

(Im Sinne der Definition in Aufgabe 1.1.38 ist n¢ also ein universeller C-D-Morphismus.)

(b) (Kommutativitit des unteren Dreiecks) Sei D € D fixiert. Dann hat der Morphismus ep: LRD — D
die folgende universelle Eigenschaft: Fiir alle Objekte C' € C und alle Morphismen f: LC' — D in D
existiert genau ein Morphismus ]?: C > RDmitepoLf=f:

LC C
Lf l 7 e
ED V
LRD —2>D RD

1.1.37. Dem Leser mag aufgefallen sein, dass die Diagramme, die die universellen Eigenschaften von wuni-
versellen Menge-Monoid-Abbildungen oder universelle Menge-Gruppe-Abbildung beschreiben (siehe [ ,
Satz 3.8.3, insbesondere Diagramm (3.8.3), und Satz 3.8.10]), dem Diagramm in 1.1.36.(a) &hneln. Die fol-
gende Aufgabe 1.1.38 versucht, dies zu prizisieren.’

Aufgabe 1.1.38 (Adjunktion per universeller Eigenschaft definieren). Sei R: D — C ein Funktor und
Lopj: Obj(C) — Obj(D) eine Zuordnung auf Objekten (ich denke an das folgende Beispiel: R ist der Ver-
gissfunktor Grp — Set und Lop; ist die Zuordnung, die einer Menge X die freie Gruppe iiber X zuweist).

Sei C' € C ein Objekt. Ad-hoc-Definition: Ein Morphismus u: C — RLop;C heiit universeller C-D-
Morphismus (beziiglich R und Loy;), falls fiir alle Objekte D € D die Verkniipfung

D(Lon;C, D) 2 C(RLow;C, RD) -2 C(C, RD)

bijektiv ist.

Sei eine Familie n = (n¢: C — RLopjC)cec universeller C-D-Morphismen gegeben. Zeige: Dann gibt es
genau eine Moglichkeit, die Zuordnung Lop; auf Objektebene zu einem Funktor L: C — D so auszudehnen
(also auf Morphismen zu definieren), dass 1 eine natiirliche Transformation ist.

Konsequenz: Die Annahme, dass alle ¢ universelle C-D-Morphismen sind, zeigt dann, dass « := 77 (wie
in Aufgabe 1.1.30 definiert) eine Isotransformation ist. Mit anderen Worten ist 1 die Eins einer Adjunktion
(L, R) (vgl. 1.1.35).

Anwendung: Der Freie-Gruppe-Funktor ist linksadjungiert zum Vergissfunktor Grp — Set.

Aufgabe 1.1.39 (Eindeutigkeit von Adjungierten). Sei L: C — D ein Funktor, der ,,zwei Rechtsadjungierte
hat“, genauer seien (L, R,n,¢) und (L, R',n’,&’) Adjunktionen. Dann sind R und R’ in kanonischer Weise
isomorph.

Analog sind zwei Linksadjungierte eines Funktors R kanonisch isomorph.

Aufgabe 1.1.40. Sei a: D(L—,—) = C(—, R—) eine Adjunktion zwischen Funktoren L: C — D und
R: D — C mit Eins n: id¢ — RL und Koeins €: LR — idp. Dann gelten:

(a) Die Eins 7 ist eine Isotransformation <= L ist volltreu (etwa die Inklusion einer vollen Unterka-
tegorie).
Genau dann sind alle n¢, fiir C' € C, Monomorphismen (siehe Definition 2.9.1), wenn L treu ist.
(Leicht:) Gelten diese beiden fiquivalenten Bedingungen, so ist R essentiell surjektiv.
Hinweis: Mogliche Vorgehensweise zum Beweis der Aquivalenz der beiden Bedingungen:

6Es handelt sich eigentlich nur um eine abstrakte Formulierung von Aufgabe 3.8.9.
10



e Das Diagramm
c(c, ¢’y —L=D(LC, LC)
~ aC‘LC/
C(C,RLC")

ist fiir alle C, C" € C kommutativ; verwende dafiir (1.1.5).
e Damit ist die Implikation = klar.
e Fiir die Implikation < verwende man zuséatzlich, dass der Yoneda-Funktor C — Set(© p), C—

C(—, (), volltreu ist: Dies ist die Aussage von [ , Korollar A.0.14] angewandt auf C°P.
(b) Die Koeins ¢ ist eine Isotransformation <= R ist volltreu (etwa die Inklusion einer vollen Unter-
kategorie).

Genau dann sind alle ep, fiir D € D, Epimorphismen (sieche Definition 2.9.1), wenn R treu ist.
(Leicht:) Gelten diese beiden fiquivalenten Bedingungen, so ist L essentiell surjektiv.

Bemerkung: Ich habe diese Aussagen mittlerweile auch in | , Lemma 5.3.21] aufgeschrieben.
1.1.2. Aufgabenpool: Aquivalenzen und adjungierte Funktoren.

Aufgabe 1.1.41 (Aquivalenzen und Adjunktionen). In | , Definition 5.3.17] haben wir eine Aquivalenz
als volltreuen, essentiell surjektiven Funktor definiert. Zeige: Die folgenden Bedingungen an einen Funktor
R: D — C sind dquivalent:

(a) Es gibt einen Funktor L: C — D und Isotransformationen LR = idp und RL = id¢. (Man sagt

in diesem Fall, dass L und R quasi-invers zueinander sind als Abschwichung des Begriffs invers,
der bedeuten wiirde, dass die beiden Verkniipfungen die jeweiligen Identitéiten sind.)

(b) R ist Teil einer Adjunktion (L, R, n,¢) fiir geeignete L, n und e, wobei 1 und e Isotransformationen
sind.” 8

(c) R ist eine Aquivalenz.

L

Aufgabe 1.1.42. Sei (L, R,7,¢) eine Adjunktion zwischen Funktoren C = D. Betrachte die vollen Unter-
R

kategorien

Co := {C € C | Die Eins ist ein Isomorphismus nc: C = RLC},
Dy := {D € D | Die Koeins ist ein Isomorphismus ep: LRD = D}.
Dann induzieren L und R Aquivalenzen
Lo: CO E—) DQ und
CO (i DQZ Ro,
die zueinander quasi-invers sind: Eins und Koeins der Adjunktion restringieren zu Isotransformationen
No: idco ;> RoLo,

SR L()R() ;> idDO.

1.2. Limiten und Kolimiten.

"Man nennt solch eine Adjunktion auch eine adjungierte Aquivalenz.

8 Dann ist automatisch auch (R,L,e~1,n~1) eine Adjunktion, deren Eins und Koeins invertierbar sind. Der Funktor R ist
also sowohl rechts- als auch linksadjungiert zu L. Dies zeigt, dass diese a priori asymmetrisch wirkende Bedingung in Wirklichkeit
symmetrisch ist.
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1.2.1. Diagramme.

Definition 1.2.1. Einen Funktor D: Z — C zwischen Kategorien nennt man auch ein Diagramm der
Form 7 in C. Wir notieren in diesem Kontext Objekte von Z oft durch Kleinbuchstaben i und schreiben
D; statt D(i). Ist oz 4 — j ein Morphismus in Z, so schreibt man den Morphismus D(«): D; — D; oft (by
abuse of notation) als a: D; — D;. Oft wird Z in diesem Kontext als Indexkategorie bezeichnet.”
Beispiele 1.2.2. Sei C eine Kategorie.

(a) Ist Z die diskrete Kategorie (siehe | , Beispiel A.1.5.(g)]) mit zwei Objekten 1 und 2, veran-
schaulicht durch das Diagramm
7- <1 2>

IZ(idlcl QQid2>7

so ist ein Z-formiges Diagramm D in C dasselbe wie das Datum zweier Objekte
(1.2.1) X Y

in C, wobei X = D1 und Y = DQ.
(b) Ein Diagramm der Form

oder genauer durch

(1.2.2) Y
lg
x—t.z

in C ist dasselbe wie ein Z-formiges Diagramm in C, wobei Z durch
b
lﬁ
a—2>c

gegeben ist und wir die Identitédtsmorphismen der drei Objekte nicht eingezeichnet haben (die Ka-
tegorie hat genau drei Objekte und fiinf Morphismen).
(¢) Ein Diagramm

(1.2.3) x—1oy

in C ist dasselbe wie ein Diagramm der Form

7= (idlcl—a>231d2> :<1$2>

in C.
(d) Ein Diagramm
f
(1.2.4) X—=Y
9

9Betrachten wir im Folgenden solche Diagramme, sollte der Leser stets annehmen, dass die Kategorie Z ,nicht zu grofi“ ist,
um nicht in mengentheoretische Probleme verstrickt zu werden. Wenn man diese vermeiden will, sollte man mit Universen oder
dhnlichem arbeiten, worauf ich aber im Rahmen dieser Vorlesung keine Lust habe.

Diese Fufinote sollte aber nicht so verstanden werden, dass hier ungenaue Mathematik folgt: So wie Sie vermutlich Analysis
gelernt haben, ohne sich um axiomatische Mengenlehre zu kiimmern, lernen sie eben jetzt Garbentheorie.
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in C ist dasselbe wie ein Diagramm der Form

(1.2.5) <mC1H2@ ) <1%2)

in C.

(e) Wie sieht eine Kategorie Z aus, so dass Z-férmige Diagramme kommutative Quadrate sind?

(f) Sei Z die der geordneten Menge (N, <) zugeordnete Kategorie (siehe | , Beispiel A.1.5.(f)]).
Dann ist ein Z-férmiges Diagramm dasselbe wie ein Diagramm
(warum?).

1.2.2. Limiten.

Definition 1.2.3. Sei D: Z — C ein Diagramm. Ein Kegel iiber D ist ein Paar (.5, s), bestehend aus
e einem Objekt S von C (der Spitze des Kegels),
e einer Familie s = (s;);ez von Morphismen s;: S — D, in C, fiir alle Objekte ¢ € Z,

so dass gilt:
e Fiir alle Morphismen «: ¢ — j in Z kommutiert das Diagramm

2N

Di——>——=D;.
Hier meint @ wie in Definition 1.2.1 beschrieben eigentlich den Morphismus D(«).

1.2.4. Ein Kegel iiber D ist also ein Objekt S zusammen mit einer Familie kompatibler Morphismen in alle
D;.

Ich stelle mir einen Kegel meist vereinfachend als ein kommutatives Diagramm (1.2.7) vor, wobei jedoch
in Wirklichkeit ein im Allgemeinen viel grofieres kommutatives Diagramm gemeint ist, in dessen unterer Zeile
alle D; und alle D(«) auftauchen.

Definition 1.2.5. Sei D: Z — C ein Diagramm. Ein Kegel (L, p) iiber D heift Limes von D, falls die
folgende universelle Eigenschaft gilt: Fiir alle Kegel (S, s) iiber D existiert genau ein Morphismus f: S — L,
so dass fiir alle Objekte ¢ € 7 das Diagramm

kommutativ ist (ein ,besser merkbares“ Diagramm befindet sich in 1.2.7). Wir notieren diesen Morphismus
f oft als (s) = (s;) = (8;)icz, was andeuten soll, dass er eindeutig durch die Familie der s; bestimmt ist. Die
Morphismen p; heiflen dann kanonische Projektionen.

1.2.6. Ein Limes von D ist im folgenden Sinne eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus: Sind (L, p)
und (L', p') zwei Limiten von D, so gibt es genau einen Isomorphismus f: L' = L mit p; o f = p} fiir alle
i € T.' Wir sprechen deswegen von dem Limes und notieren ihn als

(li%n D, pr) oder nachléssig als lim D,

in Wirklichkeit meistens aber als

i€l

101 der in offensichtlicher Weise definierten Kategorie aller Kegel iiber D ist f ein Isomorphismus.
13



Die kanonischen Projektionen werden als

notiert.

pr;: llenzl D; = Dy

Bisweilen ist es auch angebracht, in der Notation zu erwihnen, in welcher Kategorie der Limes gebildet
wird. Man mag dies etwa durch die Verwendung eines oberen Index andeuten, also durch lim® D.

1.2.7. Die universelle Eigenschaft eines Limes wird durch das folgende Diagramm illustriert.

Beispiele 1.2.8 (Limiten zu den Beispielen in 1.2.2). Sei C eine Kategorie.

(a)

Ein Limes des Diagramms (1.2.1) ist dasselbe wie ein Produkt X x Y von X und Y in C im Sinne
von | , Definition 3.6.2] (dieses mag oder mag nicht existieren). Daher kommt der Name fiir die
kanonischen Projektionen.

Analog kann man eine Familie (X;);c; von Objekten von C als Z-férmiges Diagramm X in C
auffassen, wobei die Indexkategorie Z die diskrete Kategorie zur Indexmenge I ist. Ein Limes dieses
Diagramms ist dasselbe wie ein Produkt der X;, in Formeln lim;c7 X; = Hie ; X; im Fall der Existenz.
Ist 7 die leere Kategorie (also die Kategorie mit leerer Objektmenge), so ist der Limes iiber jedes
Z-formige Diagramm D in C dasselbe wie das terminale Objekt in C.

Wir notieren das terminale Objekt einer Kategorie C als * = %¢ oder als termg, falls es existiert.
Beispielsweise ist *ge, eine beliebige einelementige Menge, *1op, ist ein beliebiger einelementiger to-
pologischer Raum, *yjo4(r) ist der Nullmodul {0}, fiir den aber die Bezeichnung 0 = Oyjoq(r) iiblich
ist, denn er ist sogar ein Nullobjekt (dazu spéter mehr).

Der Limes des Diagramms (1.2.2) ist der Pullback (= das Faserprodukt) dieses Diagramms (siehe
[ , Definition 3.7.3]). Nennen wir unser Diagramm D, so gilt also lim;ez D; = X Xz Y im Falle
der Existenz.

Sei f: M — N ein Morphismus von Moduln iiber einem Ring R. Dann ist der Kern von f nichts
anderes als der Limes des Diagramms

f
M =N
0

in Mod(R). Implizit wird hier (1.2.5) als Indexkategorie Z verwendet.

Hier kann man Mod(R) auch durch die Kategorie Kom(R) der Komplexe von R-Moduln ersetzen
oder allgemeiner durch jede beliebige abelsche Kategorie.
Den Limes iiber ein beliebiges Diagramm der Form

f
X=Y
g

f

in C nennt man auch den Egalisator von f und g (manchmal wird er als eq (X = Y) notiert.
g

Man nennt ein Diagramm

e f
E=-X=3Y
g
in C ein Egalisatordiagramm, falls f oe = goe gilt und F zusammen mit den Morphismen e und
!
foe=goeein Egalisator von X =2 Y ist.

g
14



Fiir C = Set ist
E={reX|f(z)=g()}
mit der Inklusion £ C X und der Abbildung f|g = g|g: E — Y ein Egalisator des obigen Dia-
gramms. Genauso wird der Egalisator in C = Top oder C = Mod(R) oder C = Grp gebildet.
(f) Das Diagramm (1.2.3) hat als Limes X samt der kanonischen Projektionen id: X — X und f: X —
Y. (Ist a: X’ = X ein Isomorphismus, so ist auch X’ ein Limes.) Ahnlich langweilig ist X, der
Limes des Diagramms (1.2.6).

Definition 1.2.9. Sei C eine Kategorie.

Ist Z eine fixierte Indexkategorie, so sagen wir, dass C (alle/beliebige) Z-Limiten hat oder dass Z-
Limiten in C existieren, wenn alle Diagramme D: Z — C einen Limes in C haben.

Wir sagen, dass C beliebige Limiten hat'!, wenn fiir alle Indexkategorien Z alle Z-Limiten in C existieren.

Wir sagen, dass C endlichen Limiten hat, wenn fiir alle endlichen'? Indexkategorien Z alle Z-Limiten
in C existieren.

In analoger Weise werden Sprechweisen wie hat beliebige Produkte, hat endliche Produkte'®, hat
alle Egalisatoren, hat Pullbacks, hat ein terminales Objekt, ... verwendet.

Satz 1.2.10. In der Kategorie Set der Mengen existieren alle Limiten: Ist D ein I-férmiges Diagramm in
Set, so gilt

l_inll D, = {(ZEi)ie[ € HDi | D(a)(z;) = x; fir alle Morphismen a:: i — j in I},

1€

il
wobei die kanonischen Projektionen die Restriktionen der Projektionen aus dem Produkt sind.
Dieselbe Aussage (mit derselben expliziten Beschreibung des Limes) gilt, wenn man die Kategorie Set

durch eine der folgenden Kategorien ersetzt:
Top;
Grp;
Mod(R), wobei R ein Ring ist; insbesondere Ab = Mod(Z);
Ring.

14

Slogan 1.2.11 (zu Satz 1.2.10). Limiten in Set, Top, Grp, Ab, Mod(R), Ring stimmen iiberein.

Beweis. Fiir Set priift man die universelle Eigenschaft des Limes ohne Schwierigkeit.

Fiir jede der anderen Kategorien ist die angegebene Teilmenge des Produkts wieder in naheliegender
Weise ein Objekt der betrachteten Kategorie (Initialtopologie bzw. komponentenweise Verkniipfungen) und
die Projektionen sind Morphismen in der betrachteten Kategorie. Man priift wieder ohne Schwierigkeit die
universelle Figenschaft des Limes. |

Aufgabe 1.2.12. Genau dann hat eine Kategorie alle Limiten, wenn sie beliebige Produkte und Egalisatoren
hat.

Hinweis fiir die nicht triviale Implikation <: Der in Satz 1.2.10 konstruierte Limes ist der Egalisator zweier
Abbildungen zwischen Produkten.

Ende der 2. Vorlesung am 15.04.2021.
Hausaufgaben: Vier der folgenden sechs Aufgaben eigener Wahl:

(1) Aufgabe 1.1.9: Automorphismen der trivialen n-blittrigen Uberlagerung

(2) Lies | , Definition 4.1.11] und zeige die ersten beiden Punkte von | , Aufgabe 4.1.16]:
Eigenschaften étaler Abbildungen.

(3) Aufgabe 1.1.30 oder Aufgabe 1.1.32 (und die andere dann glauben — vermutlich sind die beiden
Aussagen eh dual zueinander).

(4) Aufgabe 1.1.34: Aquivalenz zweier moglicher Definitionen einer Adjunktion.

Hoder dass C vollsténdig ist
2Eine Kategorie heifit endlich, wenn sie nur endlich viele Objekte und Morphismen hat.
I3Insbesondere also das Produkt iiber die leere Indexkategorie, also ein terminales Objekt.
14 Auch viele andere Kategorien haben alle Limiten, vgl. [ , Complete category].
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(5) Aufgabe 1.1.26: Cech-1-Kozykel und erste Cech-Kohomologie fiir die Kreislinie mit der iiblichen
Uberdeckung
(6) Aufgabe 1.2.12: Limiten versus Produkte und Egalisatoren

1.2.13 (Diagramme bilden Kategorie). Seien Z eine Indexkategorie und C eine beliebige Kategorie. Da die
Objekte der Funktorkategorie C nichts anderes als Z-férmige Diagramme D: Z — C sind, nennt man diese
Kategorie auch Kategorie der Z-férmigen Diagramme in C. Ein Morphismus zwischen Z-férmigen
Diagramm D und E ist also schlicht eine natiirliche Transformation 7: D = E, die wir im Folgenden auch
oft als 7: D — E schreiben.

1.2.14 (Limes als Funktor). Sei 7: D = E ein Morphismus von Diagrammen D, E: Z — C. Existieren die
beiden Limiten lim D und lim E, so folgt aus der universellen Eigenschaft von lim F sofort, dass es genau
einen Morphismus lim D — lim F gibt, den wir lim 7 = limz 7 = lim;c7 7; nennen, so dass das Diagramm

lmD M lim E

D; E;
fiir alle Objekte ¢ € Z kommutiert.
Ist Z eine Indexkategorie und hat C alle Z-Limiten, so ist
(1.2.8) lim = Tim: ct—c,
D~ lim D,
T
7= limT,
7

ein Funktor.'® !¢
Beispiel 1.2.15. Ist beispielsweise Z eine diskrete Kategorie mit genau zwei Objekten 1 und 2, so ist der
Funktor (1.2.8) modulo des offensichtlichen Isomorphismus CZ =+ C x C von Kategorien der Produktfunktor

x:CxC—=C,
(X,Y)— X x Y,
(f: X=X,V Y )= fxg: XxY = X' xY'.

Wenn 7 eine beliebige diskrete Kategorie ist, ist dieser Funktor analog der Produktfunktor [[,c;: [[;czC —

1.2.16 (Wechsel der Indexkategorien beim Limes). Sei D: Z — C ein Diagramm und r: J — Z ein Funktor,
so dass limz D und lim 7 (D o r) existieren. Dann gibt es genau einen Morphismus limz D — lim (D o ),
der das Diagramm

limz D = > limg (D or)

I& pr;

Dy j)
fiir alle Objekte j € J kommutativ macht.
Definition 1.2.17. Sei F': C — D ein Funktor.

15Implizit ist hier fiir jedes Diagramm eine Wahl eines Limes limz D getroffen. Trifft man andere Wahlen, so sind die beiden
erhaltenen Funktoren eindeutig isomorph.

16Wir fassen hier den Limes als Objekt von C auf und vergessen die kanonischen Projektionen. Genauer kann man den Limes
als Funktor von der Kategorie CZ in die ,,Kategorie der Kegel iiber Z-férmigen Diagrammen® auffassen: Ein Objekt ist ein Tripel
(K, k, D) bestehend aus einem Kegel (K, k) iiber einem Z-férmigen Diagramm D in C. Morphismen sind in offensichtlicher Weise
definiert.
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e Sei D: T — C ein Diagramm, das einen Limes (lim D, pr) in C hat. Wir sagen, dass F' den Limes
(lim D, pr) erhilt, falls (F(lim), F(pr)) ein Limes des Diagramms F o D: Z — D ist, wobei F(pr) :=
(F(pr,))iez.

e Ist 7 eine Indexkategorie, so sagen wir, dass F' Z-Limiten erhilt oder mit Z-Limiten kommu-
tiert, falls gilt: Ist D: Z — C ein beliebiges Z-formiges Diagramm, dessen Limes (lim D, pr) in C
existiert, so erhélt F' diese Limes.'”

e Wir sagen, dass F' Limiten erhélt oder mit Limiten kommutiert, falls fiir alle Indexkategorien
7 gilt, dass F' Z-Limiten erhalt.

e Analog werden Sprechweisen wie kommutiert mit endlichen Limiten, kommutiert mit Pro-
dukten, kommutiert mit endlichen Produkten, kommutiert mit Egalisatoren, kommu-
tiert mit Pullbacks, erhilt terminale Objekte, ... verwendet.

1.2.18. Seien F': C — D ein Funktor und D: Z — C ein Diagramm. Haben D und F o D Limiten, so gibt es
genau einen Morphismus

F(lim D) — lim(F o D),
so dass das Diagramm

F(lim D) > lim(F o D)
Fh PT;
F(D,)

fiir alle ¢+ € Z kommutiert. Dieser Morphismus ist genau dann ein Isomorphismus, wenn F' den Limes lim D
erhalt.

1.2.19. Satz 1.2.10 besagt, dass alle Kategorien im Diagramm

(1.2.9) Mod(R) Ab Grp Set
Ring Top

alle Limiten haben und dass alle Vergissfunktoren alle Limiten erhalten.'®

Aufgabe 1.2.20 (Limiten in der Kategorie der Objekte iiber bzw. unter einem Objekt). Sei C eine beliebige
der in Satz 1.2.10 genannten Kategorien und sei X € C ein Objekt.
(a) Dann hat auch Cx, alle Limiten und der Vergissfunktor Cx, — C erhélt diese.
(b) Dann hat auch C,x alle Limiten (hoffentlich stimmt das; ich denke, man nimmt den Limes in C
und dann den ,simultanen Egalisator aller Morphismen nach X*), aber der Vergissfunktor C;x — C
erhélt diese im Allgemeinen nicht (schon falsch fiir C = Set und X = {1,2}).

1.2.21. Sei D: Z — C ein Diagramm. Ist S € C ein beliebiges Objekt, so ist
C(S,—)oD =C(S,D(—)): T — Set
ein Z-férmiges Diagramm in Set. Sein Limes ist nach Satz 1.2.10 wie folgt gegeben.
(1.2.10)  lmC(S. D;) = {s = (si)ier € [[ €(S.D;) | D(a) 0 5; = s fiir alle Morphismen a: i — j in I}
icl

= {s = (8;)icr € I_IC(S7 D;) | (S, s) ist Kegel iiber D}
iel

1"Meist wird es so sein, dass in C alle Z-Limiten existieren, und man kénnte dies auch in der Definition fordern. Wir wollen
es aber stets explizit dazusagen.

181ch wollte verstehen, was der tiefere Grund dafiir ist. In 1.2.74 geben wir eine kategorielle Begriindung, warum dies fiir
Grp und Grp — Set zutrifft; dazu werden 1.2.70 und Aufgabe 1.2.26 verwendet. Die analoge Argumentation funktioniert auch
fiir alle Kategorien im obigen Diagramm aufler Top.
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Fiir jeden Kegel (L,p) = (L, (p;)icz) iiber D erhalten wir eine (wohldefinierte) Abbildung
(1.2.11) C(S,L) — 111111C(S, D;),
1€

f = (piofiez.

Proposition 1.2.22. Genau dann ist ein Kegel (L,p) dber einem Diagramm D:Z — C ein Limes dieses

Diagramms, wenn die Abbildung
(1.2.11)

C(S,L) ——= %iGH%C(S, D;)
von Mengen fir alle S € C bijektiv ist.
Insbesondere gilt: Hat ein Diagramm D: T — C einen Limes lim;er D;, so ist die offensichtliche Abbildung
fiir alle S € C eine Bijektion
i€L i€

Mit anderen Worten erhilt der Funktor C(S,—): C — Set fiir alle S € C alle Limiten."”

Beweis. Dies ist mehr oder weniger tautologisch: Ein Element von lim;ez C(S, D;) ist nach (1.2.10) eine
Familie s = (s;);ez von Morphismen mit der Eigenschaft, dass (5, s) ein Kegel iiber D ist. Mit dieser Beob-
achtung ist die Aussage der Proposition nur eine Umformulierung der definierenden universellen Eigenschaft
eines Limes (siehe Definition 1.2.5). O

Satz 1.2.23. Jeder rechtsadjungierte’ Funktor erhilt alle Limiten.

Beweis. Seien R: D — C ein Funktor und (L, R, «) eine Adjunktion. Sei D: Z — D ein Diagramm, das einen
Limes lim D; hat. Zu zeigen ist, dass R(lim D;) der Limes des Diagramms Ro D: Z — C ist.
Fiir jedes Objekt S € C haben wir ein (offensichtlich) kommutatives Diagramm

a38,lim D;

D(LS, lim D;) ———2% » ¢(S, Rlim D;)

J{(].z.n) l(mu)

limas p,;
limD(LS, D;) ———— lim C(S, RD;)

mit der Adjunktionsbijektion bzw. einem Limes von Adjunktionsbijektionen als bijektiven Horizontalen (nach
1.2.14 ist jeder Limes von Isomorphismen ein Isomorphismus). Nach Annahme und Proposition 1.2.22 ist
die linke Vertikale bijektiv. Also ist auch die rechte Vertikale fiir alle S € C bijektiv, was wiederum nach
Proposition 1.2.22 die gewiinschte Behauptung zeigt.

Man kann die obige Bijektionskette, startend mit einem Element s der Menge rechts unten, auch konkret
so interpretieren: Ist (S, s) ein Kegel iiber Ro D, so ist (LS, (e~ 1(s;));) ein Kegel iiber D, der von genau
einem Morphismus LS — lim D; herkommt, welcher einem Morphismus S — R(lim D;) entspricht. |

Beispiel 1.2.24. Der Vergissfunktor Grp — Set hat den Funktor Freie-Gruppe als Linksadjunigerten, ist
also rechtsadjungiert. Also erhélt Grp — Set alle Limiten, wie wir schon in 1.2.19 bemerkt haben.

Ich vermute (ohne mir die Details iiberlegt zu haben), dass alle Funktoren im Diagramm (1.2.9) rechts-
adjungierte sind und deswegen Limiten erhalten.

Aufgabe 1.2.25. Sei C eine Kategorie, so dass je zwei Objekte X, Y € C ein Produkt X x Y haben.

(a) Seien A, B € C Objekte. Dann ist der von den Projektionen induzierte Morphismus ein Isomorphis-
mus
Ax B 5 Bx A
(b) Seien A, B,C € C Objekte. Dann ist der von den Projektionen induzierte Morphismus ein Isomor-
phismus
Ax (BxC) = (AxB)xC
und das Produkt A x B x C' existiert.
(c¢) Existiert in C ein terminales Objekt x, so sind A und A X * und * x A kanonisch isomorph.

19 Etwas abstrakter und mit Aufgabe 1.2.68: Der Yoneda-Funktor C — Setcop, D — C(—, D) erhiilt alle Limiten.
20Wir nennen einen Funktor F rechtsadjungiert, wenn er Teil einer Adjunktion (L, R, a) ist.
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(d) Sind A4,..., A, € C Objekte, mit n > 1, so existiert das Produkt A; x --- x A, in C.
Insbesondere gilt: Hat C ein terminales Objekt, so hat es alle endlichen Produkte.

Aufgabe 1.2.26 (Limiten vertauschen mit Limiten). Seien Z, 7 Indexkategorien und sei F': Z x J — C ein
Diagramm in einer weiteren Kategorie C, die alle Limiten hat. Zeige, dass der offensichtliche Morphismus
ein Isomorphismus

1.2.12 lim  F(i,j) = lim lim F(i, j
(1.2.12) o F(i, ) = lim i F (i, j)

ist.?! Aus Symmetriegriinden folgt

1.2.13 limlim F(¢,5) = lim F(¢,7) & lim lim F(z,J
( ) JET €T ( ‘]) (i,J)ETXT ( ‘7) i€ jeJ ( J)
Bemerkung: Man kann (1.2.13) auch so verstehen, dass der Funktor limje 7: CY — C mit allen Limiten
vertauscht (denn ein Z-férmiges Diagramm Z — C7 ist ,dasselbe“ wie ein Diagramm F: Z x J — C).
Bemerkung: Analoges vertauschen Kolimiten mit Kolimiten (Kolimiten hier noch nicht definiert).
Hinweis: Das Hauptproblem hier ist eventuell, die rechte Seite von (1.2.12) zu verstehen: Fiir jedes fi-
xierte Objekt i € T sei F®: J — C der Funktor j ~ F(i,j). Laut Annahme existiert sein Limes
lim; F®) = lim;e 7 F (4, 7). Fiir jeden Morphismus «: ¢ — ¢’ in Z liefert die offensichtliche natiirliche Trans-
formation F() — F(") wegen der Funktorialitiit des Limes 1.2.14 einen Morphismus lim 7 F®) — lim ; F().
Insgesamt ist lim; F(*): 7 — C ein Diagramm, das wiederum nach Annahme einen Limes limz lim; F(*) =
1.2.3. Kolimiten.
1.2.27. Die Kurzfassung einiger der folgenden Erkldrungen ist: Ein Kolimes in C ist ein Limes in der op-
ponierten Kategorie C°P. In diesem Sinne sind die Begriffe Limes und Kolimes dual zueinander und der
aktuelle Abschnitt ist dual zu Abschnitt 1.2.3 in dem Sinne das ich oft nur die Richtung der Pfeile &ndern
musste. Wir erkldren nun aber trotzdem ausfiihrlich den Begriff des Kolimes.
Definition 1.2.28. Sei D: T — C ein Diagramm. Ein*> Kegel unter D ist ein Paar (S, s), bestehend aus

e cinem Objekt S von C (der Spitze des Kegels),
e ciner Familie s = (s;);ez von Morphismen s;: D; — S, fiir alle Objekte i € Z,

so dass gilt:
e Fiir alle Morphismen «: ¢ — j in Z kommutiert das Diagramm

D(a)

D, — =" 5D,
S.

1.2.29. Ein Kegel unter D ist also ein Objekt S zusammen mit einer Familie kompatibler Morphismen von
allen D;.

Definition 1.2.30. Sei D: Z — C ein Diagramm. Ein Kegel (K, k) unter D heifit Kolimes von D, falls die
folgende universelle Eigenschaft gilt: Fiir alle Kegel (S, s) unter D existiert genau ein Morphismus f: K — S,
so dass fiir alle Objekte ¢ € 7 das Diagramm

D;
7N
K—1 -5

21Etwas genauer gilt: Existieren alle Limiten auf der rechten Seite von (1.2.12), so existiert auch der auf der linken Seite
mit dem behaupteten Isomorphismus.
221, Kokegel bessere Terminologie?
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kommutativ ist (ein , besser merkbares“ Diagramm befindet sich 1.2.32). Wir notieren diesen Morphismus f
oft als (s) = (s;) = (s;)iez, was andeuten soll, dass er eindeutig durch die Familie der s; bestimmt ist.”* Die
Morphismen k; heifien dann kanonische Morphismen.?*

1.2.31. Ein Kolimes ist eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus. Wir sprechen deshalb von dem Kolimes
und notieren ihn als

(colzim D, in) oder nachlassig als colim D,
in Wirklichkeit meistens aber als
colim D;.
i€l

Die kanonischen Morphismen werden als
inj: D; — colim D;
i€T
notiert.
Bisweilen ist es auch angebracht, in der Notation zu erwéihnen, in welcher Kategorie der Limes gebildet
wird. Man mag dies etwa durch die Verwendung eines oberen Index andeuten, also durch colim® D.

1.2.32. Die universelle Eigenschaft eines Limes wird durch das folgende Diagramm illustriert.

e

Beispiele 1.2.33 (Kolimiten zu einigen der Beispiele in 1.2.2). Sei C eine Kategorie.

(a) Ein Kolimes des Diagramms (1.2.1) ist dasselbe wie ein Koprodukt X [[Y von X und Y in C im
Sinne von | , Definition 3.6.10] (dieses mag oder mag nicht existieren).

Analog kann man eine Familie (X;);c; von Objekten von C als Z-férmiges Diagramm X in C
auffassen, wobei die Indexkategorie Z die diskrete Kategorie zur Indexmenge I ist. Ein Kolimes
dieses Diagramms ist dasselbe wie ein Koprodukt der X;, in Formeln colim;ez X; = [[..; X; im Fall
der Existenz.

(b) Der Kolimes iiber das leere Diagramm ist dasselbe wie das initiale Objekt in C.
Wir notieren das initiale Objekt einer Kategorie C als inite, falls es existiert. Beispielsweise ist
initse; die leere Menge, initr,, ist ebenfalls die leere Menge und inityroq(g) ist der Nullmodul {0}.
(c¢) Der Kolimes des Diagramms (1.2.2) ist langweilig, er ist durch Z zusammen mit den naheliegenden
Morphismen gegeben.
(d) Der Kolimes iiber ein Diagramm

i€l

w—2-v

|

in C ist nichts anderes als der Pushout X [, Y.
(e) Sei f: M — N ein Morphismus von Moduln iiber einem Ring R. Dann ist der Kokern von f nichts
anderes als der Kolimes des Diagramms

M =N
0

23Ich hoffe, dass dieselbe Notation bei Limiten nicht zu Verwechslungen fithrt. Eventuell kénnte man bei Kolimiten eine
andere Klammerart verwenden?

241¢ch vermeide den Begriff kanonische Inklusion bewuflt, denn im Allgemeinen sind die k; keine Monomorphismen (was das
kategorielle Analogon zu einer injektiven Abbildung von Mengen ist, sieche Definition 2.9.1).
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in Mod(R). Implizit wird hier (1.2.5) als Indexkategorie Z verwendet.
Hier kann man Mod(R) auch durch die Kategorie Kom(R) der Komplexe von R-Moduln ersetzen
oder allgemeiner durch jede beliebige abelsche Kategorie.
(f) Den Kolimes iiber ein beliebiges Diagramm der Form
f
X=Y
g

f
in einer Kategorie nennt man auch den Koegalisator von f und g. Ein Diagramm X =Y 5 C
g

!
heifit Koegalisator-Diagramm, falls co f = co g gilt und C ein Koegalisator von X =3 Y ist.
g
Fiir C = Set ist v
ein Ko-Egalisator, wobei ~ die kleinste Aquivalenzrelation ist, fiir die f(x) ~ g(z) fiir alle z € X
gilt.
Analog wird der Ko-Egalisator in C = Top oder C = Mod(R) gebildet.

1.2.34. Die in den Definitionen 1.2.9 und 1.2.17 eingefiihrten Sprechweisen haben offensichtliche Varianten
fiir Kolimiten, die wir im Folgenden verwenden.

Satz 1.2.35. In der Kategorie Set der Mengen existieren alle Kolimiten: Ist D ein Z-formiges Diagramm
in Set, so gilt*®
|—|i€I D;

colim D = el 7t _ (|_| Di>/~,
~ icl
wobei die kanonischen Morphismen von den offensichtlichen Inklusionen in die disjunkte Vereinigung her-
kommen und ~ die kleinste Aquivalenzrelation ist, so dass x; ~ D(a)(x;) fir alle Morphismen a: i — j in
T und alle x; € D; gilt.
Explizit kann man diese Aquivalenzrelation wie folgt beschreiben: Fir Elemente x; € D; C |_|l€[ D; und
xj € Dy C|,c; Do gilt genaw dann x; ~ x;, wenn es ein Diagramm

i is . fom—1

NS g
1 =1g 1o .. ion = J
m Z und Elemente y1 € D;,, y3 € Diy, ..., Yon—1 € Dy, , gibt, so dass

o z; = D(a1)(y1),
e D(Br1)(Wr—1) = D(ari1)(Yrs1) fiir alle r € {2,4,...,2n — 2},
o z; = D(Bon—1)(Y2n-1)

gelten.

Dieselbe Aussage gilt, wenn man Set durch Top ersetzt.”S

Beweis. Die universelle Eigenschaft des Kolimes ist offensichtlich erfiillt. O

Beispiel 1.2.36 (Geometrische Realisierung eines Simplizialkomplexes als Kolimes). Sei K = (F,K) ein
Simplizialkomplex. Die Menge IC der Simplizes ist per Inklusion partiell geordnet und kann somit als Kate-
gorie aufgefasst werden (genau dann gibt es einen Morphismus o — 7, wenn o C 7 gilt).
Wir definieren wir folgt einen Funktor
K — Top.

Einem ¢-Simplex 0 = {op,...,04} € K, ordnen wir die konvexe Hiille konv(c) = konv(oy,...,04) C
Rog® --- ® Roy =R zu.

25Das Symbol | | meint die disjunkte Vereinigung, die in der Kategorie der Mengen das Koprodukt ist.
26Das Symbol | | meint dann die mit der Finaltopologie versehene disjunkte Vereinigung, die in der Kategorie der topologi-
schen Rdume das Koprodukt ist.
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Einer Inklusion ¢ C 7 von Simplizes alias einem Morphismus ¢ — 7 in K ordnen wir die Inklusion
konv (o) C konv(r) zu, die von der offensichtlichen Inklusion R? C R™ herkommt.

Ist A(K) die in [ , Definition 2.2.2] definierte geometrische Realisierung von K, so bilden die offen-
sichtlichen Abbildungen konv(c) = A(c) C A(K) einen Kegel iiber A(K). Nach der universellen Eigenschaft
des Kolimes liefern sie eine stetige Abbildung

COH/ICH konv(c) — A(K).
[<AS
Sie ist ein HomGomorphismus: Leicht definiert man ihre Umkehrabbildung und zeigt, dass diese stetig ist.

1.2.37. Es ist nicht besonders erfreulich, mit der Beschreibung der Aquivalenzrelation in Satz 1.2.35 zu
arbeiten. Oft hat jedoch die Indexkategorie 7 gewisse Eigenschaften, die eine einfachere Beschreibung dieser
Aquivalenzrelation gestatten, sieche (Beweis von) Satz 1.2.54.

Warnung 1.2.38. Im Gegensatz zur Situation fiir Limiten (siehe Satz 1.2.10) stimmen Kolimiten in Set nicht
mit Kolimiten in Ab = Mod(Z) oder Mod(R) iiberein (fiir sogenannte filtrierende Kolimiten gilt dies aber
doch, siehe Satz 1.2.54).

Dies sieht man schon im Spezialfall von endlichen Koprodukten: Der Kolimes zweier Moduln M und N ist
ihre direkte Summe, in Formeln M [[N = M @& N. Das Koprodukt der unterliegenden Mengen ist aber die
disjunkte Vereinigung, in Formeln M [[N = M U N. Noch einfacher kann man Koprodukte iiber die leere
Indexkategorien betrachten: Das initiale Objekt in einer Modulkategorie ist der Nullmodul 0, das initiale
Objekt in Set aber die leere Menge @.

Satz 1.2.39. Die Kategorie Mod(R) aller Moduln iber einem Ring R hat alle Kolimiten: Fir ein Z-formiges

Diagramm in Mod(R) ist der Kolimit durch % gegeben, wobei U der Untermodul ist, der von allen
Elementen x; — D(a)(z;) erzeugt wird.

Beweis. Offensichtlich. O

Satz 1.2.40. Die Kategorie Sety,y, der punktierten Mengen hat alle Kolimiten: Ist (Dy, b;)icz ein Z-formiges
Diagramm punktierter Mengen, so betrachte man auf der disjunkten Vereinigung {*}U ( Licr Di) die kleinste
Aquivalenzrelation ~, so dass x; ~ D(a)(x;) fir alle Morphismen o: i — j in T und alle x; € D; und

auflerdem b; = * fir alle i € T gelten. Dann ist ({*} U (Lser DJ)/% mit der Klasse von * als Basispunkt

der Kolimes unseres Diagramms.
Die analoge Aussage gilt fir die Kategorie Topy,y, der punktierten topologischen Réiume.

Beuweis. Offensichtlich. (Wir betrachten {*} U (||,c; D;) stattt (|l;c; D;), damit auch im Fall Z = & alles
gut geht.) O

1.2.41. Auch viele andere Kategorien haben alle Kolimiten, vgl. | , Cocomplete category]. Beispiels-
weise hat Grp alle Kolimiten, aber die Konstruktion ist aufwéndiger als fiir die oben erwdhnten Kategorien,
wie wir das ja bereits bei der Konstruktion von Pushouts gesehen haben (siehe | , Satz 3.9.13]).

Beispiel 1.2.42. Sei eine Menge X die Vereinigung X = U UV zweier Teilmengen. Dann ist X der Kolimes
(= Pushout) des Diagramms

unv —V

|

U
in Set. Dies ist nur eine Umformulierung der Trivialitét, dass eine Abbildung X — Y in eine beliebige andere
Menge Y , dasselbe“ ist wie zwei Abbildungen U — Y und V' — Y, die auf U NV iibereinstimmen.

Beispiel 1.2.43. Sei X = U UV eine offene Uberdeckung eines topologischen Raums X. Dann ist X der
Kolimes (= Pushout) des Diagramms
unv ——V

|

U
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in Top. (Die Aussage bleibt korrekt, wenn X = U UV eine abgeschlossene Uberdeckung ist.) 27

Ende der 3. Vorlesung am 20.04.2021.

1.2.44 (Kolimes als Funktor, vgl. 1.2.14). Sei 7: D = E ein Morphismus von Diagrammen D, E: 7 — C.
Existieren die beiden Kolimiten colim D und colim F, so folgt aus der universellen Eigenschaft von colim D
sofort, dass es genau einen Morphismus colim D — colim F gibt, den wir colim 7 = colimz 7 nennen, so dass
das Diagramm

Il colim 7

colim D > colim F/
D; = E;

fiir alle Objekte ¢ € Z kommutiert.
Sind Z und C Kategorien, so dass alle Z-féormigen Diagramme in C einen Kolimes haben, so ist

colim = colIim: ct >,
D~ colIim D,

T — colim T,
T

ein Funktor.

1.2.45 (Wechsel der Indexkategorien beim Kolimes, vgl. 1.2.16). Sei D: Z — C ein Diagramm und r: J — Z
ein Funktor, so dass colimz D und colim 7 (Dor) existieren. Dann gibt es genau einen Morphismus colim 7 (Do
r) — colimz D, der das Diagramm

colim (D or) 2 > colimz D
in; A
Dirij)

fiir alle Objekte j € J kommutativ macht.

1.2.46 (vgl. 1.2.18). Seien F': C — D ein Funktor und D: Z — C ein Diagramm. Haben D und F o D
Kolimiten, so gibt es genau einen Morphismus

colim(F o D) — F(colim D),

so dass das Diagramm

colim(F o D) &

> F'(colim D)
in; F(lni)
F(D;)

fiir alle ¢+ € Z kommutiert. Dieser Morphismus ist genau dann ein Isomorphismus, wenn F' den Kolimes lim D
erhélt.

2"Dies 148t sich zu beliebigen offenen Uberdeckungen verallgemeinern: Sei U eine offene Uberdeckung eines topologischen
Raumes X. Betrachte die folgende Kategorie Z: Thre Objektmenge ist U Ll (U x U). Aufler den Identitéten jedes Objekts gibt es
nur genau einen Morphismus (U, V) — U und genau einen Morphismus (U, V) — V fiir alle U,V € U. Die Verkniipfungen sind
die einzig moglichen. Dann ist X der Kolimes des Funktors

Z — Top,
U~ U,
U, vV)y—uny,
der auf Morphismen in der naheligenden Weise definiert ist: Aus [ , Proposition 2.4.13.(a)] folgt sofort, dass X die geforderte
universelle Eigenschaft des Kolimes hat. Dieselbe Aussage stimmt fiir endliche abgeschlossene bzw. allgemeiner fiir lokal endliche
abgeschlossene Uberdeckungen von X nach | , Proposition 2.4.13.(b) bzw. Aufgabe 2.4.18].
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1.2.47 (vgl. 1.2.21). Sei D: T — C ein Diagramm. Dann gilt nach Satz 1.2.10 fiir jedes Objekt S € C

(1.2.14) lim C(D,, ) = {s = (si)ier € [[C(D1,S) | (S, s) ist Kegel unter D}.

’ il
Man beachte, dass unter dem Limessymbol die opponierte Kategorie Z°P steht, denn C(—,S) o D ist ein
Diagramm Z°P — Set.

Proposition 1.2.48 (vgl. Proposition 1.2.22). Genau dann ist ein Kegel (K, k) unter einem Diagramm
D: 7T — C ein Kolimes dieses Diagramms, wenn die Abbildung

C(K.S) = lim C(D;, ),

fr=(foki)ier
von Mengen fiir alle S € C bijektiv ist.
Insbesondere gilt: Hat ein Diagramm D:Z — C einen Kolimes colim;cz D;, so ist die offensichtliche
Abbildung fir alle S € C eine Bijektion
C(colimDi,S) = lim C(Dy, S).
i€l i€ZoP
28

Beweis. Wegen (1.2.14) ist die Behauptung nur eine Umformulierung der definierenden universellen Eigen-
schaft des Kolimes (sieche Definition 1.2.30). O

Satz 1.2.49 (vgl. Satz 1.2.23). Jeder linksadjungierte Funktor erhdilt alle Kolimiten.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 1.2.23 unter Verwendung von Proposition 1.2.48. (|

Beispiel 1.2.50. Der Funktor Freie-abelsche-Gruppe Z(—): Set — Ab ist ein linksadjungierter (sein rechts-
adjungierter ist der Vergissfunktor). Also erhilt er alle Kolimiten. Dies gibt eine kategorielle Begriindung
der Formel Z(X UY) = ZX ® ZY .

Ebenso ist der Funktor Freie-Gruppe F': Set — Grp linksadjungiert (sein rechtsadjungierter ist der Ver-
gissfunktor) und erhélt somit alle Kolimiten. Beispielsweise gilt F(X UY) = F(X)][[ F(Y), wobei rechts
das Koprodukt von Gruppen steht (siehe | , Satz 3.9.2]).

1.2.51. Wir besprechen nun filtrierende Kolimiten und zeigen, dass sie in vielen der vertrauten Kategorien
in einfacher und gleicher Weise berechnet werden kénnen (siehe Satz 1.2.54).

Definition 1.2.52. Eine Kategorie Z heift filtrierend?’, wenn
e es ein Objekt 7 € 7 gibt;
o fiir je zwei Objekte 7, j € Z ein Objekt k € Z zusammen mit Morphismen ¢ — k und j — k existiert;

e fiir je zwei parallele Morphismen ¢ = j in Z gibt es (ein Objekt k¥ € Z und) einen Morphismus
B

v:j—kinZ mit yoa =yof.
FEin filtrierendes Diagramm ist ein Diagramm D : Z — C mit filtrierender Indexkategorie Z. Ein Kolimes
iiber ein filtrierendes Diagramme wird als filtrierender Kolimes bezeichnet.

Beispiel 1.2.53. Sei (I, <) eine partiell geordnete Menge. Falls I # & gilt und es fiir alle 7,5 € I ein
keI miti<kund j <k gibt, so ist die zu (I, <) assoziierte Kategorie (siehe | , Beispiel A.1.5.(f)])
filtrierend.

Satz 1.2.54 (Filtrierende Kolimiten von Mengen sind einfach zu berechnen). Filtrierende Kolimiten in der
Kategorie Set der Mengen kénnen wie folgt beschrieben werden: Ist D: T — Set ein filtrierendes Diagramm,

S0 ist .., D
colim D = =L~

28 Mit anderen Worten bildet der Funktor C(—,S): C°P — Set Limiten in C°P alias Kolimiten in C auf Limiten in Set ab.
Etwas abstrakter und mit Aufgabe 1.2.68: Der Yoneda-Funktor C°P — Set€, D C(D, —) erhilt alle Limiten.

290ft wird auch der Begriff filtriert verwendet; er gefillt mir aber nicht so gut, denn es klingt so, als ob die Kategorie eine
Filtrierung trigt (was zu definieren wére und wohl ein zusétzliches Datum beinhalten wiirde).
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ein Kolimes von D, wobei die kanonischen Morphismen von den offensichtlichen Inklusionen in die disjunkte
Vereinigung herkommen und ~ die folgende Aquivalenzrelation ist: Fiir Elemente xz; € D; C ,c; Di und
xj € Dy CI],c; Do gilt genau dann x; ~ x;, wenn es Morphismen a: i — k und 3: j — k mit D(a)(x;) =
D(B)(x;) gibt.

Dieselbe Aussage (mit derselben expliziten Beschreibung des filtrierenden Kolimes) gilt, wenn man die
Kategorie Set durch eine der folgenden Kategorien ersetzt:

Top;

Grp;

Mod(R), wobei R ein Ring ist; insbesondere Ab = Mod(Z);
Ring;

Set{x}/;

Top.ys

Slogan 1.2.55 (zu Satz 1.2.54). Filtrierende Kolimiten in Set, Top, Grp, Mod(R), Ab, Ring Set ./, Topy.y
stimmen iiberein und kénnen nach demselben einfachen Rezept berechnet werden.

Beweis. Fiir Set iiberzeugt man sich leicht, dass die in Satz 1.2.35 beschriebene Aquivalenzrelation unter der
Annahme, dass Z filtrierend ist, die hier gegebene einfache Beschreibung hat.
Uier Di

Ist C eine der anderen angegebenen Kategorien, so hat die Menge in naheliegender Weise die

Struktur eines Objekts von C:

e C = Top: Versieh % mit der Finaltopologie.

e C = Grp: Definiere die Verkniipfung wie folgt: Seien x und y zwei Elemente von |—|€+D Reprisentiere

x durch z; € D; und y durch z; € D;. Weil T filtrierend ist, gibt es Morphismen «o: i — k£ und
B: j — k. Die Aquivalenzklasse des Produkts D(«)(z;)- D(8)(x;) in Dy héngt nicht von den Wahlen
vou i, j, x;, z;, k, @ und B ab, weil Z filtrierend ist (dies verwendet natiirlich auch, dass alle
Morphismen D(«): D; — D; Gruppenmorphismen sind). Wir definieren z - y als diese Klasse und
sehen leicht, dass |—|€+D mit dieser Verkniipfung eine Gruppe ist.

e C € {Mod(R), Ab, Ring}: Ahnlich wie im Fall C = Grp.

o C € Sety,),: Da T filtrierend ist, sind die ausgezeichneten Elemente aller D; dquivalent. Da aulerdem

7 ein Element hat, definiert dies ein ausgezeichnetes Element von M
o Cc Topy,y,: Klar nach dem obigen.
Die Abbildungen D; — Lier P4 ind dann Morphismen in C und definieren einen Kegel unter D. Leicht priift

~

man, dass er ein Kolimes ist. O

1.2.56. Sei D: 7 — Set ein filtrierendes Diagramm von Mengen. Dann hat der filtrierende Kolimes colim D
nach Satz 1.2.54 offensichtlich die folgenden niitzlichen Eigenschaften.

e Jedes Element des Kolimes kommt von einem geeigneten D; her."
In Formeln: Fiir jedes € colim D existieren ein ¢ € Z und ein x; € D; mit in;(z;) = «.
e Genauer gilt: Seien endlich viele Elemente x(0),z(1),...xz(n) € colim D gegeben. Dann existiert ein
ein ¢ € Z und Elemente g, ...,2, € D; mit in;(x5) = x(s) fur alle s =1,...,n.
o Zwei Elemente z; € D; und z; € D; werden genau dann im Kolimes gleich, wenn sie bereits in einem
Dy, gleich werden.
In Formeln gilt fur alle ¢, j € Z: Sind z; € D; und x; € D; beliebige Elemente, so gilt genau dann
in;(z;) = in;(z;), wenn es Morphismen a: ¢ — k und §: j — k mit D(a)(z;) = D(B)(x;) gibt.
Im Fall ¢ = j kann man dabei zusétzlich o = g annehmen.

Die drei genannten Aussagen gelten natiirlich auch fiir alle anderen in Satz 1.2.54 genannten Kategorien.

30Djes gilt auch ohne die Annahme, dass T filtrierend ist.
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1.2.57. Satz 1.2.54 zeigt: Samtliche Kategorien im folgenden Diagramm besitzen filtrierende Kolimiten®!
und alle Vergissfunktoren kommutieren mit diesen.

Mod(R) Ab Grp Set .y, — Set
Ring Topy,,, — Top

32
1.2.58. Wir erkldren nun, dass filtrierende Kolimiten Exaktheit erhalten (siehe Proposition 1.2.61).

1.2.59. Bekanntlich heif}t eine Sequenz L LM% Nin Mod(R) exakt bei M, wenn im(f) = ker(g) gilt.

Diese Begriffsbildung kann man etwas verallgemeinern: Eine Sequenz L S M % N oin der Kategorie
Set{,y, der punktierten Mengen heiBt exakt bei M, falls f(L) = g~*(+n) gilt, wobei %y der Basispunkt
von N ist. Langere Sequenzen punktierter Mengen heiflen exakt, wenn sie an jeder Stelle exakt sind.

Eine Sequenz L LM % N von R-Moduln ist somit genau dann im alten Sinne exakt, wenn ihr Bild
unter dem Vergissfunktor Mod(R) — Sety,,, exakt ist.

Analog nennen wir eine Sequenz von Gruppen (oder Monoiden oder von Objekten einer beliebigen Katego-
rie mit einem offensichtliche Vergissfunktor nach Set,,,) exakt, wenn die unterliegende Sequenz punktierter
Mengen exakt ist.

Definition 1.2.60. Sei Z eine Indexkategorie. Eine Sequenz L S M % N von Z-férmigen Diagrammen
punktierter Mengen®® (bzw. R-Moduln bzw. Gruppen bzw. Monoiden) heiBt exakt bei M, falls fiir jedes

i € 7 die Sequenz L; ELN M; 25 N; exakt ist. Langere Sequenzen heiflen exakt, wenn sie an jeder Stelle exakt
sind.

Proposition 1.2.61 (Exaktheit filtrierender Kolimiten von punktierten Mengen bzw. von Gruppen bzw.
von Moduln). Sei Z eine filtrierende Kategorie. Dann erhdlt der Funktor ,filtrierender Kolimes*

colim: (Set{*}/)z — Set{*}/

Exaktheit: Ist L £ M % N eine exakte Sequenz von L-formigen Diagrammen punktierter Mengen, so ist
colim f

. . 1i .
colim L =% colim M 29 colim N
T T T

eine exakte Sequenz punktierter Mengen.
Diese Aussage bleibt korrekt, wenn man Set(,,, durch Grp oder Mod(R) (und insbesondere Ab) ersetzt.

Beweis. Wir verwenden 1.2.56 mehrfach.
Sicherlich bildet colim g das Bild von colim f auf den Basispunkt *co1im /N von colim N ab: Jedes Element
I € colim L hat die Form in;(I;) fiir geeignete ¢ € Z und z; € L; und es gilt dann wegen der Exaktheitsannahme

(colim g) ((colim f)(l)) = (colim g)((colim f)(lnz(lz))) = in;(g;(fi(L))) = in; (*n,) = *colim N -
Jedes Element x € colim M hat die Gestalt = in;(m;) fiir ein geeignetes Objekt i € Z und ein geeignetes
Element m; € M;. Wir nehmen nun an, dass x auf den Basispunkt #coim v abgebildet wird:
*colim N = (colim g)(z) = (colim g)(in;(m;)) = in;(g;(m;)).

Wir erinnern daran, dass *colim N = 1n;(*x, ) gilt. Also muss es einen Morphismus a: ¢ — k mit
) i p

N, = N(a)(xn,) = N(a)(gi(mi)) = ge(M () (mi))

311y Wirklichkeiten besitzen sie alle Kolimiten, aber fiir Grp und Ring haben wir das nicht erklirt.
32Sieche Aufgabe 1.2.76 fiir eine kategorielle Begriindung, warum dies fiir Grp und Grp — Set zutrifft; dazu wird Aufga-
be 1.2.75 verwendet. Die analoge Argumentation funktioniert auch fiir alle Kategorien im obigen Diagramm aufler Top.

33Als0 eine Sequenz in der Kategorie (Set{*}/)z, die man auch als L £> M s N schreiben kénnte.
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geben. Weil Ly ELN M, 25 Ny, exakt ist, gibt es ein I € Ly mit fi(lx) = M(a)(m;). Es folgt
(colim f)(ink (lk)) = ing (fr(lk)) = ing(M () (ms)) = ing(m;) = .
Die entsprechende Aussage fiir Gruppen oder R-Moduln wird genauso bewiesen. ]

Beispiel 1.2.62. Sei Z die folgende, nicht filtrierende Kategorie.

2
di
1
Die Sequenz
ideid 0
0 0 id 0
= 7?2 - 7 7?2 — =

Z-formiger Diagramme abelscher Gruppen ist exakt (eine ,kurze exakte Sequenz®). Thr Kolimes (= nimm
jeweils den Kokern der linken vertikalen Abbildung, da die rechte Vertikale stets Null ist) ist die nicht exakte
Sequenz

A Bl

0 Z

0520z 7 5050
die nicht exakt ist. Dies zeigt, dass nicht filtrierende Kolimiten im Allgemeinen nicht exakt sind.
Der Limes der obigen Sequenz (= nimm jeweils den Kern der linken vertikalen Abbildung) ist die nicht
exakte Sequenz

0—-0—-0—2Z—0.

Dies zeigt, dass Limiten im Allgemeinen nicht exakt sind.?* *°

Ende der 4. Vorlesung am 22.04.2021.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 1.2.25: A x B = B x A etc.

(2) Aufgabe 1.2.67: Limiten und Kolimiten bei volltreuen Funktoren

(3) Aufgabe 1.2.68: Limiten und Kolimiten in Funktorkategorien werden objektweise berechnet
(4) Aufgabe 1.2.69: Limiten und Kolimiten von Komplexen

Definition 1.2.63. Sei 7 eine filtrierende Kategorie. Eine volle Unterkategorie X C Z heifit konfinal®®,
wenn jedes Objekt ¢ € Z einen Morphismus ¢ — k in ein Objekt k € IC hat.

1.2.64. Jede konfinale Unterkategorie ist automatisch filtrierend.

Beispiel 1.2.65. Falls eine filtrierende Kategorie Z ein terminales Objekt 7 hat, so ist die volle Unterka-
tegorie, die genau aus diesem einen Objekt (und der Identitéit) besteht, konfinal.

Proposition 1.2.66. Seien Z eine filtrierende Kategorie, IC C I eine konfinale Unterkategorie und D: T —
C ein Diagramm. Dann ezistiert colimx D|xc genau dann, wenn colimz D existiert, und in diesem Fall ist
der in 1.2.45 definierte Morphismus ein Isomorphismus

colim D|x = colim D.
K z

34Kofiltrierende Limiten (das duale zu filtrierenden Limiten) bespreche ich nicht separat.

35Wer das Schlangenlemma oder allgemeiner die lange exakte Homologiesequenz (siehe | , Satz B.3.4]) kennt, versteht
besser, inwiefern die beiden obigen nicht exakten Sequenzen Teil einer langen exakten Sequenz sind.

361n der Literatur meist kofinal, aber ich folge hier Soergel, der die Verwendung der Vorsilbe kon kritisiert.
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Beweis. (Wir haben versucht, das Argument formal hinzuschreiben, empfehlen dem Leser aber, selbst einen
Beweis zu finden — zumindest im Beispiel 1.2.65.)
Sei S € C ein Objekt. Wir behaupten, dass die Restriktionsabbildung

(1.2.15) Q%C(D“S) — hm C(Dk,S),

s = (si)iez 8|/c = (Sk)kex

bijektiv ist; man kann sie nach (1.2.14) als Abbildung zwischen Mengen von Kegeln unter D bzw. D|x mit
Spitze S interpretieren.

Injektivitéit: Dies folgt daraus, dass jedes Objekt i € Z einen Morphismus «: ¢ — k in ein Objekt k € K
hat und folglich

s; = sk o D(«)

gilt.

Surjektivitiit: Sei (tx)kek ein Element der rechten Seite. Fiir jedes ¢ € Z gibt es einen Morphismus «: i — k
in ein Objekt k € K. Definiere s; als Verkniipfung

SitztkOD()Dﬂ)D — S.

A priori hangt diese Verkniipfung von der Wahl von k& und « ab, aber andere Wahlen fiithren zum selben
Ergebnis: Sei o/: i — k' ein anderer Morphismus in ein Objekt k' € K. Da Z filtrierend und K C Z konfinal

sind, gibt es ein kommutatives Diagramm
mit ¥’ € K, woraus wie gewiinscht

tk o D(a) =ty 0 D(B) 0 D(a) =ty 0 D(B') 0 D(d) =ty 0 D(e)

folgt.

Daraus folgt insbesondere s; = t; im Fall ¢ € I (denn dann ist a = id; eine mogliche Wahl).

Um zu zeigen, dass die Familie (s;);ecz das gesuchte Urbild ist, miissen wir nur zeigen, dass die s; kompa-
tibel mit Morphismen in Z sind. Sei also y: i — ¢’ ein Morphismus in Z. Da K C Z konfinal sind, gibt es ein
k € K und einen Morphismus a: i — k in Z. Aus der oben beobachteten Unabhéngigkeit von Wahlen folgt
wie gewiinscht

si 0 D(y) =tz 0o D(a) o D(y) =tz o D(aovy) = s;.
Insgesamt zeigt dies die Bijektivitdat von (1.2.15).

Die restlichen Behauptungen folgen nun aus Proposition 1.2.48. Im Detail geht das etwa wie folgt.

Wir nehmen nun an, dass der Kolimes colimz D = (colimz D, (in;);cz) existiert. Dann haben wir fiir jedes
S € C ein kommutatives Diagramm

C(colimz D, S)

Hmiel'op C(Di, S) (1'515) limkejcop C(Dk, S)

Der Pfeil nach links unten ist nach Proposition 1.2.48 bijektiv. Somit ist auch der Pfeil nach rechts unten fiir
alle S € C bijektiv, was nach Proposition 1.2.48 bedeutet, dass (colimz D, (ing)rex) ein Kolimes von D|K
ist.

Wir nehmen nun an, dass der Kolimes colimy D|x = (colimg D], (ing)rexc) existiert. Er ist ein Kegel
unter D|x und muss zunéchst zu einem Kegel unter D erweitert werden. Die Bijektion (1.2.15) von Kegeln
unter D bzw. D|x mit fixierter Spitze S, angewendet auf S = colimg D], liefert eindeutige Morphismen
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in;: D; — colimy Dk fiir alle i € T\ K, so dass (colimg D], (in;);ez) ein Kegel unter D ist. Dies gestattet
es, das kommutative Diagramm

C(colimg D|k, S)

fr>(foing); \Wﬁ&

limiezop C(Dz, S) (1;15) limke;cop C(Dk, S)

zu betrachten. Ahnlich wie oben zeigt Proposition 1.2.48, dass der Pfeil nach rechts unten bijektiv ist; dann
ist auch der Pfeil nach links unten fiir alle S € S bijektiv, was nach Proposition 1.2.48 bedeutet, dass
(colimg D|i, (in;);ez) der Kolimes von D ist.

Existiert also einer der Kolimiten, so auch der andere, und der angegebene Morphismus ist ein Isomor-
phismus.*” |

1.2.4. Diverse Aufgaben zu Limiten und Kolimiten.

Aufgabe 1.2.67 (Limiten und Kolimiten bei volltreuen Funktoren). Sei V: & — C ein volltreuer Funktor
und sei D: Z — U ein Diagramm. Existiert der Limes von VD = V o D und liegt dieser im Wesentlichen
Bild von V, so existiert auch der Limes von D und der kanonische Morphismus ist ein Isomorphismus
V(lim D) = lim V D. Analoges gilt fiir Kolimiten.

Bemerkung: Oft wird diese Aussage auf volle Unterkategorien U C C angewendet.

Aufgabe 1.2.68 (Limiten und Kolimiten in Funktorkategorien werden objektweise berechnet). Seien C und
A Kategorien. Wir betrachten die Kategorie C* der Funktoren und behaupten, dass mit C auch C* alle
Limiten (und Kolimiten) hat. Genauer:

Sei T eine Indexkategorie. Wir nehmen an, dass C alle Z-Limiten hat. Dann hat auch C* alle Z-Limiten
und diese werden im folgenden Sinne objektweise®® berechnet:

Ist D: 7 — C* ein Diagramm von Funktoren, so ist der wie folgt definierte Kegel (L, (pi)iez) iiber D ein
Limes von D:

e Das Objekt L € C# ist wie folgt definiert:
— L(A) = lim;ez D;(A) fiir Objekte A € A.
— L(a) :=lim;cz D;() fiir Morphismen a: A — A’ in A.
e Sei j € Z. Der Morphismus p;: L — D; ist die natiirliche Transformation mit den Komponenten
(pj)a =pr;: L(A) = lim;ez Di(A) — D;(A) fiir A € A.
Salopp gilt also: Der Limes lim;cz D; existiert und erfiillt
qlenil D;)(A) = EIEHII D;(A)

fiir alle A € A.

Analog werden Kolimiten punktweise berechnet.

Bemerkung: Man kann diese Aussage auch als Kriterium interpretieren: Ein Kegel (L, (p;)iez) iiber D
ist genau dann ein Limes von D, wenn fiir alle A € A der Kegel (L(A), ((pr;)4)iez) ein Limes des ,bei A
ausgewerteten Diagramms“ Z — A, i — D;(A), ist.

Aufgabe 1.2.69 (Limiten und Kolimiten von Komplexen). Sei R ein Ring.

3Tch hoffe, dass das klar ist. Das formale Totschlagargument geht wie folgt: Sei g: colimyx D|x — colimz D der in 1.2.45
definierte Morphismus. Seine Definition zeigt, dass fiir alle S € S das Diagramm

m—mog

C(colimz D, S) C(colimg Dlx, S)

fH(fOin'i)iEZi lf"*(fojnk)keﬁ

lim;ezop C(D;, S) limgecop C(Dg, S)

(1.2.15)
kommutativ ist. Die Vertikalen sind nach Proposition 1.2.48 bijektiv. Also ist die obere Horizontale bijektiv, was nach dem
Yoneda-Lemma bedeutet, dass m ein Isomorphismus ist.

381ch hatte dies zunichst ,punktweise“ genannt, was man aber eventuell bei (Pri-)Garben mit halmweise alias ,auf den
Halmen bei allen Punkten x € X“ verwechseln kénnte. Genauer wére ,,objekt- und morphismenweise®.
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(a)

(c)

Dann existieren alle Limiten und Kolimiten in der Kategorie C(R) der Komplexe von R-Moduln.
(Analog fiir Kokomplexe.)

Hinweis: Sie werden gradweise ausgerechnet. Dies kann man direkt begriinden oder abstrakt mit
den Aufgaben 1.2.67 und 1.2.68 (die (volle!) Unterkategorie ist die der Komplexe, die grofie diejenige
aller Diagramme ... — Xo — X_; — ... von R-Moduln ,,ohne die Bedingung d? = 0%; letztere ist
eine Funktorkategorie).

Fiir jedes n € N kommutiert der Homologie-Funktor H,,: C(R) — Mod(R) mit filtrierenden Kolimi-
ten.

Hinweis: Proposition 1.2.61

Wenn man die nétige Terminologie hat, folgt das sofort aus Aufgabe 3.3.2; fiir Modulkategorien
ist diese Terminologie vermutlich eh vorhanden.

Bemerkung: Mit Beispiel 1.2.62 sieht man rasch, dass er nicht mit beliebigen Kolimiten kommutiert
(fasse Mod(R) C C(R) als volle Unterkategorie aller in Grad Null konzentrierter Komplexe auf).
(Leicht) Fiir jedes n € N kommutiert der Homologie-Funktor H,,: C(R) — Mod(R) mit beliebigen
Produkten und mit beliebigen Koprodukten (letzteres ist eine Wiederholung, siehe [ , Aufga-
be B.1.24]).

1.2.5. Gruppenobjekte und warum gewisse Vergissfunktoren mit Limiten bzw. filtrierenden Kolimiten kom-
mutieren.

Definition 1.2.70 (Kategorie der Gruppenobjekte). Sei C eine Kategorie. Ein Gruppenobjekt in C ist
ein Quadrupel (G, u,n,¢), wobei

e G ein Objekt von C ist,
so dass die Produkte G x G und G x G x G existieren, und

e 1: G x G — G (Verkniipfung/Multiplikation),
e 1: * — G (neutrales Element)”’ und
e 1: G — G (Inversion) Morphismen in C sind,

so dass die folgenden Diagramme kommutieren:

o Assoziativita

t:40

pxid

GxGxGE——GxG

GxG " G

e Neutrales Element (von links und von rechts); hier ist * = %¢ das terminale Objekt von C:

¥ X G<——-G——">Gx %

nxidl idl idxnl

GxG—Ltsa<t _axaG

e Inverse Elemente (von links und rechts); hier ist A = Ag = (idg,idg): G — G x G die sogenannte

Diagonale, also der eindeutige Morphismus, deren Verkniipfung mit den beiden Projektionen die
Identitét ist:

GxG<2_G-2-GxaG

|

vxid * idxe

|

GxG-tsag<t _GxaG

39Hier ist x = xc¢ das terminale Objekt von C. Existiert ein solches nicht, gibt es eben keine Gruppenobjekte
401mplizit werden hier die Isomorphismen (G X G) X G 2 G x G X G = (G x G) X G verwendet.
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Ein Morphismus (G, pg,ng,tc) — (H, i, nm, tg) von Gruppenobjekten ist ein Morphismus f: G —
H, so dass die folgenden drei Diagramm kommutieren (Vertréglichkeit mit Multiplikation, neutralem Ele-
ment, Inversion).

GxG-Lt @ « . q G—s@
foJ/ fl idl fl f fl
HxH-"s g s« — H-

Mit offensichtlichen Verkniipfungen erhalten wir so die Kategorie Grp(C) der Gruppenobjekte in C.*!
Ein Gruppenobjekt (G, ug, na, te) heiit abelsch, falls das Diagramm

swap:=(pry,pry

Gx G =P o

RN

G

kommutiert. Abelsche Gruppenobjekte werden oft als (A, +, 0, —) notiert.
Die volle Unterkategorie von Grp(C) der abelschen Gruppenobjekte wird als Ab(C) notiert.

Beispiele 1.2.71. (a) Ein Gruppenobjekt in Set ,ist“ eine Gruppe: Damit meinen wir, dass die offen-
sichtliche Abbildung zwischen der Menge aller klassisch definierten Gruppen und der Menge aller
Gruppenobjekte in Set eine Bijektion

Obj(Grp) = {Gruppenobjekte in Set}
ist. Genauer ist der offensichtliche Funktor
Grp = Grp(Set)

ein Isomorphismus von Kategorien. Der Vergissfunktor Grp — Set entspricht dabei dem offensicht-
lichen Vergissfunktor Grp(Set) — Set.
(b) Analog ist

(1.2.16) Ab = Ab(Set)

ein Isomorphismus von Kategorien.
(¢) Ein Gruppenobjekt in Top ist eine topologische Gruppe.
(d) Ein Gruppenobjekt in der Kategorie der glatten Mannigfaltigkeiten ist eine Lie-Gruppe.

1.2.72. Jeder Funktor F': C — D, der endliche Produkte erhélt, induziert einen Funktor Grp(C) — Grp(D).

1.2.73. Bemerkung: Wenn man die Inversion in der Definition eines Gruppenobjekts weglisst, erhédlt man
die Definition eines Monoidobjekts. Der Leser mag sich weitere Definitionen selbst iiberlegen, so dass fiir
C = Set die vertrauten Definitionen herauskommen:

e Was ist ein Ringobjekt und wann ist ein solches kommutativ?
Sei ein Gruppenobjekt G fixiert. Was ist ein G-Rechtsobjekt alias Objekt mit einer Rechtsoperation
von G7?
Was ist ein Modulobjekt iiber einem fixierten Ringobjekt R?
Wie definiert man die entsprechenden Kategorien?

1.2.74. Sei C eine Kategorie mit allen Limiten. Wir erkldren, warum die in 1.2.70 definierte Kategorie Grp(C)
der Gruppenobjekte in C alle Limiten hat und der offensichtliche Vergissfunktor V': Grp(C) — C mit allen
Limiten kommutiert.

Anwendung: Im Spezialfall C = Set liefert dies eine abstrakte Erkldrung fiir die in Satz 1.2.10 (vgl. auch
1.2.19 und Beispiel 1.2.24) enthaltene Aussage, dass Limiten in Grp = Grp(Set) und Set iibereinstimmen.

4lgine dquivalente Definition wird in 2.5.4 erkldrt: Ein Gruppenobjekt ist ein Objekt G € C, so dass die Menge C(S, G) fiir
jedes S € C eine Gruppenstruktur trigt und jeder Morphismus S — S’ einen Gruppenmorphismus induziert.
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Nun zum Beweis: Sei G: Z — Grp(C) ein Diagramm von Gruppenobjekten. Setze L := lim;ez V(G;) € C.
Definiere p: L x L — L als Verkniipfung
. ) (]2'\;]3) . limpg, .
piLx L=1mV(G) x lmV(G) = lim (V(Gi) X V(G) =2 mV(Gy) = L
wobei hier die Bijektion (1.2.13) aus Aufgabe 1.2.26 wie folgt angewendet wird: 7 ist eine diskrete Kategorie
mit genau zwei Objekten, und F' ist die Verkniipfung

F:TxJ2515 Grpe) e

Definiere ¢ :=lim¢g,: L — L und 7 := (ng,): x =— L.

Nun sieht man relativ rasch, dass (L, i, 7,¢) ein Gruppenobjekt in C und ein Limes unseres Diagrammes
G ist (Details dem Leser iiberlassen; um beispielsweise Assoziativitidt von (L, u) zu zeigen, nimmt man den
Limes der kommutativen Diagramme, die die Assoziativitit der G; zeigen, und verwendet geeignete Instanzen
der Isomorphismen (1.2.13)).

Bemerkung: Dieses Argument gilt sinngemé&f auch fiir Ringobjekte oder Modulobjekte iiber einem festen
Ringobjekt (und andere #hnliche Begriffe, in deren Definition nur Limiten vorkommen; in den zitierten
Beispielen kommen sogar nur endliche Produkte vor).

Aufgabe 1.2.75. Sei D: 7 x J — C ein Diagramm.

(a) Dann gibt es einen kanonischen Morphismus
(1.2.17) colim lim D; ; — lim colim D; ;.
i€l JET JETJ i€l
(b) Der Morphismus (1.2.17) ist im Allgemeinen kein Isomorphismus.
(¢) Unter den folgenden Annahmen ist der Morphismus (1.2.17) ein Isomorphismus:
e C = Set;
e 7 ist filtrierend;
e 7 ist endlich.
In Worten: In der Kategorie der Mengen vertauschen filtrierende Kolimiten mit endlichen Limiten.
Hinweis: Verwende das folgende Diagramm und 1.2.56 um zu zeigen, dass der gepunktete Pfeil bi-
jektiv ist (beschreibe Elemente der Limiten als ,kompatible Tupel® (siehe Satz 1.2.10) und Elemente
der Kolimiten als Aquivalenzklassen (siche Satz 1.2.54).

Ds.g Dy g colim D; 4
K3
Ds,f Dt,f coljm Di,f
K3
lim Dy . lim Dy . colimlim D, . > lim colim D;
€ € 1 € € K3
Bemerkung: Die Bedingung, dass J endlich ist, ist notwendig, siehe | , Text nach 002W].

Aufgabe 1.2.76. Zeige mit einer Modifikation des Arguments aus 1.2.74, wobei Aufgabe 1.2.75 anzuwenden
ist:

Die Kategorie Grp der Gruppen hat filtrierende Kolimiten und der Vergissfunktor V': Grp — Set kom-
mutiert mit filtrierenden Kolimiten.

1.3. Erste Cech-Kohomologie und n-blittrige Uberlagerungen.

Definition 1.3.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine offene Uberdeckung U von X heifit gesiittigt (oder
iiberdeckendes Sieb), wenn sie unter dem Bilden offener Teilmengen abgeschlossen ist: Fiir alle U € U
und Ve U gilt V e U.
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Beispiel 1.3.2. Ist I eine beliebige offene Uberdeckung eines topologischen Raums X, so ist die Menge
U™ .= {V offen in X | es gibt ein U € Y mit V C U}

aller offenen Teilmengen von Elementen von U die kleinste offene gesittigte offene Uberdeckung von X, die
alle Elemente von U enthélt. Man mag sie als Sattigung von U bezeichnen.

Konkret mag der Leser etwa an die offene Uberdeckung der Sphire S” durch die beiden e-verdickten
offenen Hemisphéren denken und deren Sattigung betrachten.

1.3.3. Sei X ein topologischer Raum. Die Menge aller gesittigten offenen Uberdeckungen von X ist durch
Inklusion partiell geordnet. Wir fassen sie wie in [ , Beispiel A.1.5.(f)] erklért als Kategorie Z auf. Wir
zeigen, dass Z°P filtrierend ist, indem wir die drei Forderungen in Definition 1.2.52 abarbeiten (eigentlich
wiederholt dies nur Beispiel 1.2.53):

e Die Kategorie Z°P ist nicht leer, denn die Menge aller offenen Teilmengen von X ist ein Objekt von
Iop.42

e Sind ¢/ und V gesiittigte offene Uberdeckungen von X, so ist LNV eine gesiittigte offene Uberdeckung
von X (warum?) und es gelten 4 NV C Y und Y NV C V. Diese Inklusionen liefern (eindeutige)
Morphismen YNV = U und U NV — V in Z, also Morphismen &4 - U NV und ¥V = U NV in I°P.

e Dies ist trivial, denn in Z°P gibt es hichstens einen Morphismus zwischen zwei Objekten.

Sei nun zusétzlich eine topologische Gruppe G gegeben. Sind U C V gesiittigte offene Uberdeckungen von
X, so liefert das Einschranken von Cech-1-Kozykeln einen Morphismus

Hl (V; Cg) — Hl(u; Cg)
gepunkteter Mengen. Genauer erhalten wir den Funktor
Hl(—;CG): I°P — Set{*}/ .

Definition 1.3.4. Seien X ein topologischer Raum und G eine topologische Gruppe. Wie in 1.3.3 sei Z die
Kategorie der geséttigten offenen Uberdeckungen von X; ihre opponierte Kategorie Z°P ist filtrierend. Der
filtrierende Kolimes*?

HY(X:Cgq) := colim H (U; Cg)
Uuezer

heift erste Cech-Kohomologie von X mit Koeffizienten in G. Trigt G die diskrete Topologie, so
schreiben wir oft abkiirzend

HY(X;G) :=HY(X;Cq).

Satz 1.3.5 (Klassifikation von n-blittrigen Uberlagerungen durch S,-wertige erste Cech-Kohomologie).
Seien X ein topologischer Raum und n € N. Dann ist die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

{n—bldttrige Uberlagerungen von X}

~ 1y
Isomorphie — H(X55n)
punktierter Mengen. _

Ezxplizit kommit sie von der wie folgt beschriebenen Zuordnung: Ist p: X — X eine n-blittrige Uberlagerung,
s0 gibt es eine offene Uberdeckung U von X, iber der p trivialisierbar ist. Ohne Einschrinkung kann U als
gesdttigt angenommen werden, indem man U durch seine ,Sdittigung® ersetzt, also die Menge aller offenen
Teilmengen von Elementen von U. Man wdhlt dann eine Trivialisierung von p dber U und bildet die zu-
gehérigen Ubergangsfunktionen, welche einen Sy, -wertigen Cech-1-Kozykel beziiglich U bilden. Nun betrachte
man das Bild dieses 1-Kozykels unter der Verkniipfung Z*(U; S,) — H'(U; S,,) =% H'(X;S,,). Dieses Bild
hdngt nur von p ab, aber nicht von der Wahl von U und der Wahl der Trivialisierung.

42Genauer ist es das finale Objekt von Z und somit das initiale Objekt von Z°P.
43Hierbei ist es egal, ob wir den filtrierenden Kolimes in Set(,}, oder in Set bilden, siehe Slogan 1.2.55.
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Beweis. Offensichtlich ist
F:I° — Set{*}/,

n-bléttrige Uberlagerungen von X,
die iiber U trivialisierbar sind
U -
Isomorphie

)

ein Funktor. Die Familie der Isomorphismen (1.1.3) aus Proposition 1.1.24, fiir & € Z°P, bildet eine Isotrans-
formation F' = H'(—; S,), also einen Isomorphismus in (Set{*}/)zop. Ihr Bild unter dem in 1.2.44 erklérten

Funktor colim ist der Isomorphismus
{n—bléttrige Uberlagerungen von X,

colim die iiber U tr1V1ahs.1erbar sind } s colim Tt U S,) = il (X:S,).
uezer Isomorphie uezer

Formal haben wir hier den Kolimes in der Kategorie punktierter Mengen genommen, wir hétten aber ge-
nausogut den in Set nehmen kénnen (siehe Slogan 1.2.55). Die offensichtlichen Inklusionen liefern nach der
universellen Eigenschaft des Kolimes eine Abbildung der linken Seite nach

{n—bléittrige Uberlagerungen von X }

Isomorphie

Diese ist offensichtlich surjektiv (jede Uberlagerung ist iiber einer geeigneten gesittigten offenen Uberdeckung
U trivialisierbar), aber auch injektiv nach der Beschreibung des filtrierenden Kolimes von Mengen in 1.2.56
(denn fiir zwei beliebige Elemente z,y des Kolimes gibt es eine geséttige offene Uberdeckung U, so dass
beide von Isomorphieklassen von Uberlagerungen herkommen, die iiber U trivialisierbar sind; werden unsere
beiden Elemente z,y auf dasselbe Element abgebildet, so sind unsere beiden Uberlagerungen isomorph und
es gilt z = y). O

1.4. Erste Cech-Kohomologie und Vektorbiindel.

Definition 1.4.1. Sei K der Korper R der reellen Zahlen oder der Kérper C der komplexen Zahlen oder
der Schiefkorper H der Quaternionen. Sei X ein topologischer Raum.

(a) Ein Mochtegern-K-Vektorraumbiindel iiber X ist das Datum einer stetigen Abbildung p: F —

X und einer K-Vektorraumstruktur auf jeder Faser E(z) := p~!(z), fiir alle z € X. Man nennt E
den Totalraum von p und p die Projektion. Oft spricht man einfach von E statt von p: £ — X.

(b) Seien E und F Mdochtegern-K-Vektorraumbiindel iiber X. Ein Morphismus von Méchtegern-K-
Vektorraumbiindel iiber X ist ein Morphismus h: E — F' in Top,x, so dass fiir alle z € X die
induzierte Abbildung h(x): E(z) — F(z) auf den Fasern K-linear ist.

(c) Damit ist klar, was die Kategorie von Méchtegern-K-Vektorraumbiindel {iber X ist.

Sein € N.

(d) Der topologische Raum X x K™ mit seiner offensichtlichen Struktur als Méchtegern-K-Vektorraumbiindel
iiber X heifit das konstante oder triviale K-Vektorraumbiindel vom Rang n iiber X.

(e) Ein (topologisches) K-Vektorraumbiindel vom Rang n iiber X ist ein Mochtegern-K-Vektor-
raumbiindel p: £ — X, so dass X eine offene Uberdeckung ¢ C P(X) hat, so dass fiir jedes U € U
ein Isomorphismus

tr:p H(U) S U x K"
von Mochtegern-K-Vektorraumbiindeln iiber U existiert.

(f) Die Kategorie der K-Vektorraumbiindel vom Rang n iiber X ist die volle Unterkategorie der oben defi-
nierten Kategorie der Mochtegern-K-Vektorraumbiindel iiber X, deren Objekte die K-Vektorraumbiindel
vom Rang n iiber X sind. Wir notieren sie als Vecty (X).

1.4.2. Ist 7: X — Endg(K") = K"*™ eine stetige Abbildung, so ist
T: X xK" - X x K",
(z,v) = (, 7(x)v),
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ein Endomorphismus des trivialen K-Vektorraumbiindels X x K"™. Genauer liefert diese Zuordnung eine
Bijektion
(1.4.1) Top (X7 EndK(K”)) = EndVectkL(X)(X x K"),

wie sich der Leser leicht iiberlegt. Diese Bijektion ist mit der Monoidstruktur o auf beiden Seiten vertréiglich
(sie ist auf der linken Seite punktweise definiert, vgl. 1.1.14) und restringiert somit zu einer Bijektion

(1.4.2) Top (X, GLn(K)) = Attbyecrr (x) (X x K")

auf den Einheitengruppen (= Gruppen der invertierbaren Elemente).

Mit diesen Erkenntnissen kénnen wir alle Uberlegungen, die zum Klassifikationssatz 1.3.5 gefiithrt haben,
auf Vektorbiindel iibertragen, wobei die Schliisselrolle, die zuvor von dem Isomorphismus (1.1.1) gespielt
wurde, nun (1.4.2) zuféllt: Analog zu 1.1.8 ordnen wir jeder Trivialisierung iiber I eines K-Vektorraumbiindels
vom Rang n iiber X stetige Verklebungsfunktionen v : U NV — GL,(K) zu. Verschiedene Wahlen von
Trivialisierungen liefern wie in 1.1.21 stetige Ubergangsfunktionen a: U — GL,, (K).

Satz 1.4.3 (Klassifikation von K-Vektorraumbiindeln vom Rang n durch GL,, (K)-wertige erste Cech-Kohomologie).
Seien X ein topologischer Raum, n € N und K € {R,C,H}. Dann ist die offensichtliche Abbildung eine Bi-
jektion

K-Vektorraumbiindel vom Rang n iber X } ~ -
{ g ) - Hl(X;CGLn(K))

Isomorphie
punktierter Mengen.

Beweis. Dies ist klar nach 1.4.2. O

1.4.4. Ersetzt man in Definition 1.4.1 den Begriff , topologischer Raum® durch , differenzierbare Mannig-
faltigkeit“ und den Begriff ,stetig® durch ,glatt“, so erhilt man die Kategorie der differenzierbaren K-
Vektorraumbiindel vom Rang n {iber einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X. Wenn man in dieser Kate-
gorie arbeitet, muss man in 1.4.2 Top(X, GL,,(K)) durch die Gruppe aller glatten Abbildungen X — GL,,(K)
ersetzen (beachte, dass die Lie-Gruppe GL,,(K) insbesondere eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist), die
Verklebungs- und Ubergangsfunktionen sind dann also glatte Abbildungen. Man erhlt so die Klassifikation

{ differenzierbare K-Vektorraumbiindel

vom Rang n iiber X } ~ 1 -
—H (X5CGLn(K))a

Isomorphie
wobei die Notation C* fiir glatte Funktionen steht und spéter mehr Sinn ergeben wird.
Analog kann man ,analytische® Biindel definieren und klassifizieren.
1.5. Erste Cech-Kohomologie und Torsoren.

1.5.1. Wir erinnern zunéchst an einige moglicherweise wohlbekannte Begriffe.

1.5.2. Sei G eine (abstrakte) Gruppe. Die Kategorie Set-G der G-Rechtsmengen hat als Objekte Mengen
mit einer Rechtsoperation X x G — X, (z,9) — x.g, von G; sind X und Y G-Rechtsmengen, so ist ein
Morphismus f: X — Y von G-Rechtsmengen eine G-dquivariante Abbildung f: X — Y von Mengen:
Fiir alle z € X und g € G gilt f(z.g9) = f(2).g.
Ist X eine G-Rechtsmenge, so heift fiir jedes x € X die Abbildung
By G— X,
g .9,
Bahnabbildung bei z. Sie ist ein Morphismus in Set-G, falls wir G per Rechtsmuliplikation h.g := hg als
G-Rechtsmenge auffassen. Thr Bild .G := {z.g | ¢ € G} heiit G-Bahn von z oder G-Orbit von z. Als

Menge ist X die disjunkte Vereinigung seiner G-Bahnen.**
Eine G-Rechtsmenge X heifit

e trivial oder man sagt, dass G trivial auf X operiert, falls z.g = z fiir alle g € G und =z € X gilt;
dquivalent: alle G-Bahnen sind einelementig;

44Genauer ist X das Koprodukt in Set-G seiner G-Bahnen.
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e frei, falls fiir alle z € X und alle g € G aus z.g = x bereits g = e folgt; dquivalent: fiir alle z € X
ist die Bahnabbildung 3, : G — X injektiv;
e transitiv, falls es ein z € X mit .G = X gibt; dquivalent: X # & und fiir alle z,y € X existiert
ein g € G mit x.g = y; dquivalent: X besteht aus genau einer G-Bahn.
Eine Teilmenge U C X einer G-Rechtsmenge heifit G-stabil, wenn u.g € U fiir alle v € U und g € G
gilt. Eine solche Teilmenge ist selbst in offensichtlicher Weise eine G-Menge und die Inklusion U — X ist
G-aquivariant.

1.5.3. Eine G-Rechtsmenge X ist genau dann frei und transitiv, wenn X # & gilt und fiir ein/jedes x € X
die Bahnabbildung 3, eine Bijektion

Br: G5 X
ist (sie ist dann automatisch ein Isomorphismus von G-Rechtsmengen).

Slogan 1.5.4. Eine freie transitive G-Menge ist ,,G als Rechtsmenge, wobei das ausgezeichnete neutrale
Element e € G vergessen wurde®.

Beispiel 1.5.5. Jede Menge X kann als triviale G-Rechtsmenge aufgefasst werden.

1.5.6. Analog definiert man die Kategorie G-Set der G-Linksmengen. Ist X eine G-Linksmenge, so kann
man X per x.g := g~ '.z als G-Rechtsmenge auffassen. Dies liefert einen Isomorphismus

G-Set = Set-G
von Kategorien (auf Morphismenmengen ist er die Identitét).

Beispiel 1.5.7. Ist G eine Gruppe, so ist G selbst eine G-Linksmenge per g.h := gh (Operation per Linksmul-
tiplikation; sie ist frei und transitiv), eine G-Rechtsmenge per h.g := hg (Operation per Rechtsmultiplikation;
ebenfalls frei und transitiv), und eine G-Linksmenge per g.h := ghg~! (Operation durch Konjugation; im
Allgemeinen weder frei noch transitiv; sie ist genau dann trivial, wenn G abelsch ist).

1.5.8. So wie wir in Definition 1.4.1 den Begriff des Vektorraums zu dem des Vektorraumbiindels verall-
gemeinert haben, verallgemeinern wir nun den Begriff der freien transitiven G-Rechtsmenge zu dem des
,Biindels freier transitiver G-Rechtsmengen® - anstelle dieses Begriffs spricht man jedoch meist von einem
G-Torsor.

Definition 1.5.9. Seien G eine (abstrakte) Gruppe und X ein topologischer Raum.
(a) Ein Mochtegern-G-Torsor iiber X ist das Datum einer stetigen Abbildung p: £ — X und der
Struktur einer freien transitiven G-Rechtsmenge auf jeder Faser E(z) := p~!(xz), fiir alle z € X.
Man nennt F den Totalraum von p und p die Projektion. Oft spricht man einfach von E statt
von p: F — X.
(b) Seien E und F Méchtegern-G-Torsoren iiber X. Ein Morphismus von Méchtegern-G-Torsoren
iiber X ist ein Morphismus h: E' — F in Top,x, so dass fiir alle x € X die induzierte Abbildung
h(z): E(x) = F(z) auf den Fasern G-dquivariant ist.
(¢) Damit ist klar, was die Kategorie von Mochtegern-G-Torsoren iiber X ist.
Nun sei G eine topologische Gruppe.

(a) Der topologische Raum X x G mit seiner offensichtlichen Struktur als Méchtegern-G-Torsor iiber
X (auf jeder Faser {z} x G operiert G per Rechtsmultiplikation auf dem rechten Faktor) heifit der
triviale G-Torsor iiber X.

(b) Ein G-Torsor iiber X ist ein Mochtegern-G-Torsor p: E — X iiber X, so dass X eine offene
Uberdeckung U C P(X) hat, so dass fiir jedes U € U ein Isomorphismus

(1.5.1) tr:p Y(U) > UxG

von Mochtegern-G-Torsoren {iber U existiert.

(c) Die Kategorie der G-Torsoren iiber X ist die volle Unterkategorie der oben definierten Kategorie der
Maochtegern-G-Torsoren iiber X, deren Objekte die G-Torsoren iiber X sind. Wir notieren sie als
TOI'S—G/X

Ende der 5. Vorlesung am 27.04.2021.
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1.5.10. Statt G-Torsor wird auch der Begriff G-Hauptfaserbiindel verwendet. Im Englischen sagt man
neben G-torsor auch principal G-bundle, im Franzosischen neben G-torseur auch G-fibré principal.

1.5.11. Ist p: E — X ein G-Torsor, so ist die stetige Abbildung p offen und surjektiv (denn lokal ist p durch
pry: U x G — U gegeben). Insbesondere trigt X die Quotiententopologie beziiglich p (klar oder | ,
Lemma 2.8.66]).

1.5.12. Ist p: E — X ein Mochtegern-G-Torsor, so ist E sicherlich eine G-Rechtsmenge (fasse die Opera-
tionen von G auf allen Fasern zusammen). Handelt es sich sogar um einen G-Torsor, so ist die Operation
E x G — FE stetig (denn lokal ist (U x G) x G — U x @ stetig) und E ist ein G-Rechtsraum im Sinne von
Definition 1.5.18.

1.5.13 (Fiir diejenigen, die Uberlagerungstheorie kennen). Sei G eine abstrakte Gruppe, die wir auch als
diskrete Gruppe auffassen (vgl. Beispiel 1.1.12). Wir erkldren, dass ein G-Torsor iiber einem topologischen
Raum X dasselbe ist wie eine Uberlagerung von X mit einer Rechtsoperation von G' durch Deckbewegungen
(siehe | , Definition 4.3.7]), so dass die Operation auf jeder Faser frei und transitiv ist. (Morphismen
von G-Torsoren sind dasselbe wie G-dquivariante Morphismen von Uberlagerungen.)

Sei E — X ein G-Torsor. Aus der Definition eines G-Torsors folgt unmittelbar: Die Abbildung £ — X
ist eine Uberlagerung, auf der G von rechts durch Deckbewegungen operiert; die induzierte Operation auf
jeder Faser ist frei und transitiv.

Sei umgekehrt p: X — X eine Uberlagerung, auf der die (abstrakte) Gruppe G von rechts durch Deckbe-
wegungen operiert, so dass die induzierte Operation auf jeder Faser frei und transitiv ist. Dann ist X5 X
ein G-Torsor: Offensichtlich handelt es sich um einen Mochtegern-G-Torsor. Da X ein Uberlagerung ist,
hat jeder Punkt von X eine offene Umgebung U, so dass p~(U) — U eine triviale Uberlagerung ist; diese
Abbildung ist surjektiv, da G transitiv auf jeder Faser operiert und somit die Fasern nicht leer sind. Sei
W C p~1(U) ein ,Blatt“, entspreche also der Teilmenge U x {f} unter einem beliebigen Homéomorphismus
p 1 (U) = U x F iiber U, fiir ein f € F. Insbesondere ist W — U ein Homoomorphismus. Dann ist die
Abbildung W x G — p~1(U), (w, g) — w.g, stetig, offen als Morphismus von Uberlagerungen (nach | ,
4.3.11]; hier wird natiirlich verwendet, dass G die diskrete Topologie trigt) und bijektiv, da G auf jeder
Faser frei und transitiv operiert, also ein Hom6omorphismus. Mit der {iblichen Rechtsoperation von G auf
W x G ist sie G-aAquivariant, also ein Isomorphismus von Méchtegern-G-Torsoren. Somit ist p: X — X ein
G-Torsor.

1.5.14. Seien G eine topologische Gruppe und X ein topologischer Raum. Ist 7: X — G eine stetige
Abbildung, so ist

T: X XxG— X xG,
(2,9) = (2,7(2)g),
ein Endomorphismen des trivialen G-Torsors X x G. Genauer liefert diese Zuordnung eine Bijektion

(1.5.2) Top (X, G) = Endpope 7, (X % @),

wie sich der Leser leicht iiberlegt. Diese Bijektion ist mit der Monoidstruktur o auf beiden Seiten vertréglich
(sie ist auf der linken Seite punktweise definiert, vgl. 1.1.14); da links alle Elemente invertierbar sind, erhalten
wir

(15.3) At o, (X X G) = Endporg i (X % G).

Mit anderen Worten ist jeder Endomorphismus des trivialen G-Torsors automatisch ein Isomorphismus (dies
gilt fiir beliebige G-Torsoren, siche Aufgabe 1.5.16).

Mit diesen Erkenntnissen kénnen wir alle Uberlegungen, die zum Klassifikationssatz 1.3.5 gefiihrt haben,
auf G-Torsoren iibertragen (die Rolle von (1.1.1) wird nun von (1.5.2) und (1.5.3) {ibernommen): Analog zu
1.1.8 ordnen wir jeder Trivialisierung iiber U eines G-Torsors iiber X stetige Verklebungsfunktionen 7y : UN
V — G zu. Verschiedene Wahlen von Trivialisierungen liefern wie in 1.1.21 stetige Ubergangsfunktionen
a:U—G.
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Satz 1.5.15 (Klassifikation von G-Torsoren durch G-wertige erste Cech-Kohomologie). Seien X ein topo-
logischer Raum und G eine topologische Gruppe. Dann ist die offensichtliche Abbildung eine Bijektion

{G-Torsoren iber X}
Isomorphie

Beweis. Dies ist klar nach 1.5.14. O

:—) I:II (X,Cg)

Aufgabe 1.5.16. Seien G eine topologischer Gruppe und X ein topologischer Raum.

(a) Zeige: Jeder Morphismus f: E — F von G-Torsoren ist ein Isomorphismus.
Bemerkung: In kategorieller Sprache bedeutet dies, dass die Kategorie Tors-G, x ein Gruppoid ist
(siehe | , Definition A.1.6]).
(b) Folgere: Ein G-Torsor p: E — X ist genau dann zum trivialen G-Torsor pry : X x G — X isomorph,
wenn p einen stetigen Schnitt hat: Es gibt eine stetige Abbildung s: X — E mit pos =idx.

1.5.17. Wir mochten noch eine Alternativdefinition eines G-Torsors geben (siche Aufgabe 1.5.24) und
benétigen dazu die Kategorie G-Top der G-Rechtsrdume. Wer mag, kann das Folgende bis einschliefllich
der zitierten Aufgabe iiberspringen.

Definition 1.5.18. Sei G eine topologische Gruppe. Ein G-Rechtsraum (alias G-Rechts-topologischer-
Raum) ist ein topologischer Raum X zusammen mit einer Rechtsoperation der Gruppe G auf X, so dass die
Abbildung X x G — X, (z,9) — x.g, stetig ist. Ein Morphismus f: X — Y zwischen G-Rechtsriumen ist
eine G-dquivariante stetige Abbildung. Die Kategorie alle G-Rechtsrdume wird als Top-G notiert.

1.5.19. Analog definiert man die Kategorie G-Top der G-Linksrdume; si ist zur Kategorie Top-G isomorph
(vgl. 1.5.6).

1.5.20. Sei G eine topologische Gruppe. Dann gibt es einen offensichtlichen Vergissfunktor
Top-G — Set-G.

Rechts wird G nur als abstrakte Gruppe betrachtet, die Topologie von G spielt keine Rolle. Wir sagen, dass
ein G-Rechtsraum trivial/frei/transitiv ist, wenn er als G-Menge diese Eigenschaft hat. Offensichtlich sind
G-stabile Teilmengen von G-Rechtsrdumen selbst G-Rechtsrdume.

1.5.21. Sei G eine topologische Gruppe. Ist X ein G-Rechtsraum, so versehen wir die Menge X/G der
G-Bahnen von X mit der Quotiententopologie (= Finaltopologie) beziiglich der kanonischen Abbildung
m: X = X/G, x — zG. Die Abbildung 7 ist offensichtlich surjektiv und stetig, aber auch offen, denn fiir
beliebiges offenes Ve X ist 7~ (n(V)) = Uyeq Vg als Vereinigung der offenen Mengen Vg = {v.g [v € V}}

offen (denn .g: V. = Vg ist ein Homdomorphismus). Das letzte Argument zeigt auch, dass die offenen
bzw. abgeschlossenen Teilmengen von X /G genau die Bilder der offenen bzw. abgeschlossenenen G-stabilen
Teilmengen von X sind (jeweils induziert T + 7(T') eine Bijektion mit Inversem S — 7~1(S)).

Versehen wir X/G mit der trivialen G-Operation, so ist 7 ein Morphismus von G-Riéumen. Sei K ein
trivialer G-Rechtsraum und x: X — K ein Morphismus von G-Rdumen, d. h. k ist konstant auf jeder G-Bahn.
Dann gibt es (wegen der universellen Eigenschaft der Quotiententopologie) genau eine stetige Abbildung f,
die das Diagramm

X
x/G 3K

kommutativ macht.

Die Abbildung f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn k offen und surjektiv ist und als Fasern genau
die G-Bahnen von X hat (letzteres bedeutet unter der Surjektivitditsannahme x~!(k(z)) = 2G fiir alle
z € X).

Definition 1.5.22. Sei G eine topologische Gruppe. Ein G-Rechtsraum X heifit topologisch frei, falls es
fiir jeden Punkt x € X eine G-stabile offene Umgebung U und einen Isomorphismus

USWxG
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von G-Rechtsmengen gibt, wobei W ein geeigneter (von z abhéngiger) topologischer Raum ist und G auf
W x G trivial auf dem ersten Faktor und per Rechtsmultiplikation auf dem zweiten operiert, in Formeln
(w,h).g = (w, hg). (Aus dem letzten Satz von 1.5.21 folgt, dass die Verkiipfung U — W x G PIWo W einen

Homoomorphismus U/G =+ W induziert.)
45

1.5.23. Jeder topologisch freie G-Rechtsraum ist frei, aber die Umkehrung ist falsch. Beispielsweise operiert
R = (R, +) mit der diskreten Topologie per Rechtsaddition auf X = R mit der normalen Topologie (beachte,
dass X wirklich ein Rechtsraum fiir R als diskrete Gruppe ist), und diese Operation ist frei und transitiv.
Sie ist aber nicht topologisch frei.

Aufgabe 1.5.24 (Alternative Definition eines G-Torsors). Seien G eine topologische Gruppe und X ein
topologischer Raum. Ein G-Torsor’ iiber X ist ein Paar (E,p) bestehend aus einem topologisch freien
G-Rechtsraum E und einer stetigen Abbildung p: E — X, die konstant auf den G-Bahnen ist, so dass die
induzierte Abbildung ein Homéomorphismus E/G = X ist.

Zeige, dass ein G-Torsor ,dasselbe® wie ein G-Torsor’ ist.

Hinweis: Verwende 1.5.21, um zu zeigen, dass ein G-Torsor ein G-Torsor’ ist.

Bonus: Ein Morphismus (F,p) — (F,q) von G-Torsoren’ iiber X ist eine G-dquivariante stetige
Abbildung f: E' — F iiber X (also gleichzeitig ein Morphismus in Top, x und in Top-G). Sei Tors'-G /x die
Kategorie der G-Torsoren’ iiber X. Zeige, dass die Kategorien Tors'-G ,x und Tors-G,x isomorph sind.

1.5.25. Fiir jeden topologisch freien G-Rechtsraum X ist die kanonische Abbildung X — X/G ein G-Torsor
(iitber X/G) (nach Aufgabe 1.5.24).

1.5.26. Sei X ein topologischer Raum. Die beiden Bijektionen aus den Sitzen 1.5.15 (fiir G = S, mit der
diskreten Topologie) und 1.3.5 liefern eine Bijektion

{S,-Torsoren iiber X} ~ {n—bléittrige Uberlagerungen von X }
— .

1.5.4
( ) Isomorphie Isomorphie

Analog liefern die beiden Bijektionen aus den Sétzen 1.5.15 (fir G = GL,,(K)) und 1.4.3 eine Bijektion

{GL, (K)-Torsoren iiber X} -~ {K-Vektorraumbiindel vom Rang n iiber X }

1.5.5
( ) Isomorphie Isomorphie

Diese Bijektionen kann man auch direkt hinschreiben, wie wir in 1.5.27 nach etwas Vorbereitung erkldren.

1.5.27. Sei G eine topologische Gruppe. Sei p: F — X ein G-Torsor und F ein G-Linksraum. Wir machen
E x F durch (e, f).g := (e.g, g~ '.f) zu einem G-Rechtsraum und notieren den Quotientenraum als

Ex,qF:=(ExF)/G.

Er heiBt G-balanciertes Produkt von E und F“°. Die Verkniipfung E x F 25, B 2 X ist konstant auf
G-Bahnen und induziert deswegen eine stetige Abbildung

P Ex,;gF = X.

Dap: E— X lokal in X wie U x G RNy ¢ aussieht, sieht p lokal in X wie U x F' 2o, v aus; insbesondere
ist jede Faser von p zu F' isomorph. Dies hat die folgenden Konsequenzen:

e Im Fall G =S, und F = {1,...,n} ist p eine n-blittrige Uberlagerung von X. Die Bijektion (1.5.4)
ist von der Abbildung £+ E x /g, {1,...,n} induziert (wie der Leser priife).

e Im Fall G = GL,(K) und F = K" ist p ein K-Vektorraumbiindel vom Rang n iiber X (der Leser
muss sich hier noch selbst iiberlegen, wie die Vektorraumstruktur auf jeder Faser von p definiert ist).
Die Bijektion (1.5.5) ist von der Abbildung E — E xqr,, k) K" induziert (wie der Leser priife).

4515t G eine diskrete topologische Gruppe, so ist die aktuelle Definition dquivalent zu (dem Analogon fiir Rechtsoperationen
von) [ , Definition 4.2.10]; dort wurden nur abstrakte Gruppen betrachtet.
46pje Terminologie ist wohl in Analogie zu | , Definition 6.2.1] gebildet: Die Abbildung E x FF — E X g F ist in dem
Sinne G-balanciert, dass sie (e.g, f) und (e, g.f) auf dasselbe Element abbildet
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Aufgabe 1.5.28. Seien X ein topologischer Raum und G und H topologische Gruppen. Sind F ein G-Torsor
und F ein H-Torsor iiber X, so ist das Faserprodukt E x x F' in naheliegender Weise ein (G x H)-Torsor.

Aufgabe 1.5.29. Seien X ein topologischer Raum und A eine abelsche topologische Gruppe, die wir ad-
ditiv schreiben. Dann ist H'(X;C4) eine abelsche Gruppe (siehe 1.1.23). Wir kénnen ihre Addition mit der
Bijektion aus Satz 1.5.15 auf die punktierte Menge
{A-Torsoren iiber X'}
Isomorphie

iibertragen und somit Isomorphieklassen von A-Torsoren addieren.

Seien F und F' A-Torsoren iiber X. Definiere einen A-Torsor (moglichst auf rein topologische Weise und
ohne Verwendung von Cech-1-Kozykeln), dessen Isomorphieklasse die Summe der Isomorphieklassen von F
und F ist.

1.5.30 (Zusammenhang zwischen erster Cech-Kohomologie und erster singulirer Kohomologie; fiir diejeni-
gen, die singulidre Kohomologie und Uberlagerungstheorie kennen). Sei X ein zusammenhingender, lokal
zusammenziehbarer topologischer Raum. Sei A eine abelsche Gruppe, die wir als diskrete topologische Grup-
pe auffassen. Sei x € X. Dann haben wir Bijektionen

Satz 1.5.15 {A-Torsoren iiber X}

H'(X; A
(X5 4) ~ Isomorphie

1.5.13 und [Sch20, Satz 5.3.22) {F € 71 (X, z)-Set-A | A operiert frei und transitiv von rechts}

~ Isomorphie

Aufgabe 1.5.31 und A abelsch Grp(m (X, .Z’), A)

& Ab(m (X, 2)%P, A)
< Ab(Hy(X), A),

wobei die vorletzte Bijektion aus der universellen Eigenschaft der Abelisierung folgt ([Sch20, Aufgabe 3.10.25])
und die letzte aus [Sch21, Satz von Hurewicz 3.4.2], wobei man beachte, dass X wegzusammenhingend ist
(als lokal zusammenziehbarer Raum ist X lokal wegzusammenhiingend und somit als zusammenhiingender
Raum nach [Sch20, Lemma 2.6.17] wegzusammenhéngend).

Leider haben wir in [Sch20] aus Zeitgriinden singuléire Kohomologie nicht besprochen. Das universelle
Koeffiziententheorem der singulédren Kohomologie (beachte, dass Ho(X) frei ist) liefert den Isomorphismus

HY(X;A) = Ab(H,(X), A).
Zusammen mit den obigen Bijektionen erhalten wir also eine Bijektion
HY(X;Ca) 2 HY(X; A).

Dies zeigt, dass die erste singulire Kohomologie mit der ersten Cech-Kohomologie iibereinstimmt. Spiter
werden wir hoffentlich viel stéirkere Resultate zeigen. Nicht gepriift, aber es wiirde mich sehr wundern, wenn
es nicht so wére: Diese Bijektion von Mengen héngt nicht von der Wahl des Punktes z € X ab. Weiter
sollte sie ein Isomorphismus abelscher Gruppen sein (dadurch ist Aufgabe 1.5.29 motiviert). Weiter ist sie
natiirlich in X und A.

Aufgabe 1.5.31. Seien G und H Gruppen und G-Set-H die Kategorie der G-H-Bimengen, also der
Mengen X mit einer G-Linksoperation und einer G-Rechtsoperation, die miteinander kommutieren: Es gilt
(g.x).h = g.(x.h) fiir alle g € G und = € X und h € H gilt. Morphismen sind Abbildungen von Mengen, die
sowohl G-équivariant als auch H-&dquivariant sind.

Dann gibt es eine Bijektion

{X € G-Set-H | die Rechtsoperation von H ist frei und transitiv} ~ Grp(G, H)
Isomorphie H-Konjugation’

wobei zwei Gruppenmorphismen v, p: G — H per Definition genau dann , H-konjugiert“ sind, wenn es
ein h € H mit ¥(g) = hp(g)h~! fiir alle g € G gib, wenn also 1 und ¢ bis auf Postkomposition mit
40



einem geeigneten Gruppenisomorphismus ,, Konjugation mit einem Element von H* iibereinstimmen. Dies
ist offensichtlich eine Aquivalentzrelation auf Grp(G, H).

Hinweis: Sei X € G-Set-H mit freier transitiver H-Rechtsoperation. Wihle x € X. Dann gibt es fiir jedes
g € G genau ein ¢, (g) € H mit g.x = z.¢,(g).

Ende der 6. Vorlesung am 29.04.2021.
Hausaufgaben:

(1) Weil die in der Ubung erkliirte Losung von Aufgabe 1.1.9 sich nicht ganz Eins-zu-eins iibertrigt:
Zeige die beiden folgenden wesentlichen Zutaten zum Beweis der Bijektionen (1.4.1) und (1.5.2):
e Gegeben T ist T stetig.
e Gegeben ein Endomorphismus f ist der offensichtliche Kandidat 7 mit 7 = f stetig.

(2) Aufgabe 1.5.16: Kategorie der Torsoren ist Gruppoid; Torsor trivial < hat stetigen Schnitt

(3) Aufgabe 1.5.24: Alternative kurze Definition eines G-Torsors

(4) Aufgabe 1.1.40: Linksadjungierter volltreu < Eins Isotransformation

1.6. Pragarben.

Definition 1.6.1. Sei X ein topologischer Raum. Dann bildet die Menge der offenen Teilmengen von X
eine durch Inklusion partiell geordnete Menge. Wir fassen diese wie in | , Beispiel A.1.5.(f)] beschrieben
als Kategorie auf, notieren sie als Open(X) und nennen sie die Kategorie der offenen Mengen von X.
Explizit sind ihre Objekte die offenen Mengen von X und ihre Morphismenmengen sind wie folgt gegeben:

{xpv} fallsU CV,

Openy (U, V) := (Open(X))(U,V) = {@ sonst.

47 Die Verkniipfung ist die einzig mogliche.*®

Definition 1.6.2. Seien X ein topologischer Raum und W eine Kategorie.

Der Leser moge vor allem an die Fille W = Set und W = Ab denken (und ein bisschen an die Fiille
W = Mod(R) und W = Grp), insbesondere beim ersten Lesen. Ich vermute, dass nichts anderes in dieser
Vorlesung relevant sein wird.

Die Kategorie der Prigarben (englisch presheaf, franzosisch prefaisceau) auf X mit Werten in W
ist per Definition die Kategorie

PSh()(7 W) = WOPGU(X)OP — W(Open(X)"P)

der Funktoren von Open(X)°P nach W. Explizit bedeutet dies, dass eine Prigarbe auf X mit Werten in
W oder W-wertige Pragarbe auf X ein Funktor

F: Open(X)? — W

ist und dass ein Morphismus zwischen solchen Prigarben F,G eine natiirliche Transformation F — G ist*?.
Die Menge aller Morphismen F — G wird als PShx (F, G) oder PShx get(F,G) notiert (anstelle des schwer
lesbaren PSh(X, Set)(F,G)).

Eine Prigarbe mit Werten in Set bzw. Ab bzw. Grp bzw. Mod(R), wobei R ein Ring ist, wird meist als

Prigarbe von Mengen bzw.

abelsche Prigarbe oder Prigarbe von abelschen Gruppen bzw.

Prigarbe von Gruppen bzw.

Prigarbe von R-Moduln oder, falls R sogar ein Korper ist, Prdgarbe von R-Vektorriumen

bezeichnet.

4THier ist nur entscheidend, dass im Fall U C V die Menge Openy (U, V) einelementig ist — wie das eindeutige Element
notiert wird und ob man dies genau spezifiziert, ist Geschmackssache.
48Wer mag, kann Open(X) als volle Unterkategorie von Top, x auffassen (und auch als im Allgemeinen nicht volle Unterka-
tegorie von Top).
49Wir verwenden hier die iibliche Einfachpfeilnotation und nicht die bisher oft verwendete Doppelpfeilnotation F = G fiir
solche Transformationen
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1.6.3. Eine Prigarbe F € PSh(X;W) ist also ein Paar

F= ((]:(U))UGOpen(X)’ (p.\;/—U)V, U € Open(X) mit V C U)

von Familien, wobei
o F(U) ein Objekt von W ist, und
e pvu = pLy: F(U) — F(V) ein Morphismus in W ist, welchen man Restriktion oder Ein-
schrinkung nennt,
so dass
® pyy = idF ) fiir alle UG X und
e pwy o pyy = pwu fir alle Inklusionen W C V' C U offener Teilmengen von X gelten.
Ein Morphismus f: F — G in PSh(X; W) ist eine Familie f = (fr)uecopen(x) von Morphismen fyr: F(U) —
G(U) in W, fir Uc X, so dass fiir alle Inklusionen V' C U offener Teilmengen von X das Diagramm

fu

F{U)——G(U)

F g
Pvu J{pVU

Fv) L gw)

kommutiert. Manchmal schreibe ich auch f(U) statt fy.

Ist W eine Kategorie wie Set, Ab, Grp, Mod(R), deren Objekte Mengen sind, so nennen wir ein Element
s € F(U) einen Schnitt von F iiber U. Statt pyy(s) schreiben wir s|y. Das obige kommutative Diagramm
bedeutet dann f(s)|v = f(s|v) oder genauer (fy(s))|v = fv(s|v) fiir alle Schnitte s tiber U.

In der Literatur trifft man auch oft die Notation

U, F):=FU)
an und bezeichnet insbesondere die Elemente von
D(F):=0I(X;F)=F(X)
als globale Schnitte von F.

1.6.4. Sei R ein Ring. Jede Priagarbe von R-Moduln ist auch ein Prigarbe abelscher Gruppen; jede solche
ist auch eine Prigarbe von Gruppen; jede solche ist auch ein Priagarbe von Mengen. Abstrakt ausgedriickt
liefern die offensichtlichen Vergissfunktoren Mod(R) — Mod(Z) = Ab — Grp — Set Vergissfunktoren

PSh(X; Mod(R)) — PSh(X;Mod(Z)) = PSh(X; Ab) — PSh(X; Grp) — PSh(X; Set).

Beispiel 1.6.5 (Priigarben auf der leeren Menge). Eine Prigarbe von Mengen auf der leeren Menge & ist
,dasselbe” wie eine Menge: Genauer ist PSh(&; Set) — Set, F — F(&), ein Isomorphismus von Kategorien.

Beispiel 1.6.6 (Prigarben auf einpunktigen R&umen). Es bezeichne I = (0 — 1) die sogenannte In-
tervallkategorie®’: Sie hat genau zwei Objekte 0,1 und genau drei Morphismen idg,id; und a: 0 — 1.
Ist X = {x} ein einpunktiger topologischer Raum, so ist der offensichtliche Funktor ein Isomorphismus
PSh({}; Set) — Set®!l von Kategorien (denn Open({*}) = I).%!

Beispiel 1.6.7. Sei X ein topologischer Raum. Sei T ein beliebiger topologischer Raum. Wir bezeichnen
mit Cr = Cr x die Pragarbe von Mengen, die einer offenen Teilmenge Uc X die Menge

Cr(U) :=Top(U,T) = {s: U — T stetig}

zuordnet und einer Inklusion V' C U offener Teilmengen von X die Einschrinkungsabbildung Cr(U) —
Cr(V), s+ s|y.%? (Daher kommt der Name Restriktion oder Einschrinkung fiir die Morphismen p‘}/—U einer
beliebigen W-wertigen Priagarbe F und auch die Notation s|y fiir ,mengenwertige* Prigarben.) Wir nennen
Cr = Cr x die Priagarbe der stetigen T-wertigen Funktionen auf X.

50gje ist ein kombinatorisches Modell fiir ein gerichtetes Intervall.

51Djeselbe Aussage gilt fiir jede mit der Klumpentopologie versehene Menge X, denn auch dann gilt Open(X) 2 1.

" Top(—,T .
52Aquivadent mag man Cr als Verkniipfung Open(X)°P — Top°P & Set definieren.
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Ist f: S — T eine stetige Abbildung topologischer Rdume, so erhalten wir in offensichtlicher Weise einen
Morphismus Cg — Cr von Priagarben von Mengen auf X.
Wichtige Spezialfille sind:

(a) Fir T = C (mit der iiblichen Topologie) erhalten wir die Priagarbe Cc = Cc x der stetigen
komplexwertigen Funktionen auf X. Diese Prigarbe von Mengen ist in offensichtlicher Weise
eine Prégarbe komplexer Vektorrdume.

Anlich erhilt man die Prigarbe Cr = Cr,x der stetigen reellwertigen Funktionen auf X,
eine Prégarbe reeller Vektorraume.

(b) Ist T ein diskreter topologischer Raum, so wird Cr = Cp x meist als T'x notiert und als Prigarbe
der lokal konstanten T-wertigen Funktionen auf X bezeichnet, denn eine Abbildung s: U — T
ist genau dann stetig, wenn f lokal konstant ist: Jeder Punkt w € U hat eine offene Umgebung,
auf der s konstant ist.

(c) Sei G eine topologische Gruppe. Dann ist die Prigarbe Cq = Cg, x der stetigen G-wertigen Funktio-
nen auf X in offensichtlicher Weise eine Priagarbe von Gruppen; sie ist eine abelsche Priagarbe, falls
G abelsch ist.

Ist G — H ein Morphismus topologischer Gruppen, so ist der Morphismus C¢ — Cpy von
Priagarben von Mengen automatisch ein Morphismus von Prigarben von Gruppen.

(d) Ist G eine diskrete (abelsche) Gruppe (vgl. Beispiel 1.1.12), so ist die in (b) definierte Prigarbe Gx

der lokal konstanten G-wertigen Funktionen eine Priigarbe (abelscher) Gruppen.
Ein konkretes Beispiel ist die Prégarbe Zx.

(e) Achtung: Fiir jede topologische Gruppe G haben wir einen Morphismus G4¢ — G topologischer

Gruppen (Beispiel 1.1.13) und somit einen Morphismus

(GdiSC)X = CGdisc}X — Cg)X = CG
von Priagarben von Gruppen, den wir fast immer als
GX — CG

schreiben, denn die Notation G x setzt implizit voraus, dass G als diskrete Gruppe aufgefasst wird.
Fiir jede offene Teilmenge Uc X ist Gx(U) — Cg(U) injektiv.
(f) Die Inklusionen Z C R C C liefern die Zeilen des kommutativen Diagramms

Zx Rx Cx
Cz.x Cr,x Ce,x

abelscher Pragarben. Die linke Vertikale ist wie angedeutet eine Gleichheit, was fiir die beiden an-
deren Vertikalen vollkommen falsch ist. Das rechte Quadrat kann man auch als kommutatives Dia-
gramm von Prégarben reeller Vektorrdume auffassen. Das gesamte Diagramm kann man auch als
kommutatives Diagramm von Priagarben von Mengen auffassen.

Beispiel 1.6.8. Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit. Ist T eine weitere glatte Mannigfaltigkeit, so kann man
dhnlich wie in Beispiel 1.6.7 die Prégarbe C7° = C77y der glatten T-wertigen Funktionen auf X durch

CFU) :={s: U — T glatt}

definieren.

Beispielsweise ist Cz°y die Prégarbe der glatten komplexwertigen Funktionen auf X; dies ist eine
Priagarbe von komplexen Vektorrdumen.

Ist G eine Lie-Gruppe, so ist CZ ein Prégarbe von Gruppen, die sogenannte Prégarbe der glatten
G-wertigen Funktionen auf X.

Wir haben Morphismen Gx — CZ — Cg von Priagarben von Gruppen.

Analog definiert man Prigarben n-fach (stetig) differenzierbarer Funktionen oder (komplex/reell) analy-
tischer Funktionen oder holomorpher Funktionen, die fiir uns aber wohl eher unwichtig sind.
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Beispiel 1.6.9. Sei p: E — X eine stetige Abbildung alias ein topologischer Raum FE {iber einem topo-
logischen Raum X. Die Prégarbe Sp = SE = S(E) = Spx = Sp. psx = Sp = Sgyx der (lokalen)
stetigen Schnitte von F (oder genauer p) ordnet einer offenen Teilmenge Uc X die Menge

Sp(U) :==Top,x (U, E) = {s: U — E | s stetig und po s = idy }

der stetigen Schnitte von p iiber U zu, wobei hier U per Inklusion U — X als topologischer Raum {iber
X aufgefasst wird; die Restriktionen sind die offensichtlichen.’® >*

Spezialfall: Ist p: E — X ein K-Vektorbiindel iiber X (von beliebigem Rang), so ist Sg in natiirlicher
Weise eine Priagarbe von K-Vektorrdumen.

Beispiel 1.6.10. Seien X und T topologische Rdume. Dann sind die Prédgarbe der stetigen T-wertigen
Funktionen auf X und die Priagarbe der stetigen Schnitte von X x T' P X im Wesentlichen dasselbe: Der
offensichtliche Morphismus ist ein Isomorphismus

CT ‘N—> SX><T—>X
von Prégarben. Dies zeigt, dass Beispiel 1.6.7 durch Beispiel 1.6.9 verallgemeinert wird.

Beispiel 1.6.11. Sei X ein topologischer Raum. Seien E eine Menge und z € X ein Punkt. Der Wolken-
kratzer bei r mit Faser F ist die Prigarbe F(,;) von Mengen mit

E fallsx e U,

{*} sonst,

B (U) = {

und offensichtlichen Restriktionen.

Ist E eine (abelsche) Gruppe, so ist E(,) in offensichtlicher Weise eine Prigarbe von (abelschen) Gruppen;
die einelementige Menge {*} schreibt man im Fall einer abelschen additiv geschriebenen Gruppe meist als
{0}, im Fall einer multiplikativ geschriebenen Gruppe meist als {1} oder {e}.

1.6.12 (Limiten und Kolimiten von Prigarben). Die Kategorie PSh(X;Set) hat alle Limiten und Koli-
miten und Aufgabe 1.2.68 erkldrt, wie man sie berechnen bzw. erkennen kann (wir verwenden natiirlich
die Sdtze 1.2.10 und 1.2.35). Analoges gilt fir PSh(X;Ab) und PSh(X;Mod(R)) (mit Satz 1.2.39) bzw.
allgemeiner fiir PSh(X; W), falls W alle Limiten und Kolimiten hat.

1.7. Hohere Cech-Kohomologie.

Definition 1.7.1. Sei F eine Prigarbe abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum X. Sei 4 C P(X)
ein System offener Teilmengen von X (fast immer wird es eine offene Uberdeckung sein). Fiir ¢ € N nennen
wir Elemente von

CUU; F) = 11 FUon---NU,)
(Uo ..... Uq)GZ/{q+1
Cech-¢-Koketten fiir / mit Koeffizienten in F. Elemente von C?(/; F) sind Familien und werden meist
als

(U (¢(Uo7 RS Uq))(UO Ug)eua+1 oder Y= (1/)U07~~aUq)(U(],....,ULI)GI/{‘ZJr1

.....

geschrieben. Fiir ¢ < 0 setze CY(U; F) := {0}. Wir definieren Morphismen
d=d,: CUU; F) — CTHU; F)
abelscher Gruppen wie folgt. Fiir ¢ > 0 und beliebiges ¢ € C?(U; F) definiere dip = d, (1) durch
(171) (dw)(Uo,...,Uq_;'_l) = Z (_1)iw(UOa~--;Ui—lyﬁian+17~-~7Uq+1)|Uoﬂ“.ﬂUq+1~
0<i<qg+1

Fiir ¢ < 0 setze notgedrungen d = dg := 0.

53 Allgemeiner kann man die Menge Sg(T') := Top, x (T, E) der stetigen Schnitte von E iiber T fiir jeder Teilmenge T'C X
(und noch allgemeiner fiir jedes Objekt (T’ R X) e Top/X) definieren.
54Es kann sein, dass ich spéter im Skript manchmal etwas ungenau von Schnitten rede und eigentlich stetige Schnitte meine.
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Erkldre (Ko)-Komplex (ich sage aber in der Regel Komplex), Kohomologie, kohomolog, Korénder, Ko-
zykel, ... . Kategorie der Kokomplexe von R-Moduln wird als C(R) notiert - in der Notation also kein
Unterschied zwischen Komplexen und Kokomplexen.

Gib C°(U; F) und C'(U; F) und C*(U; F) samt Differentialen explizit an.

Proposition 1.7.2. Sei F eine Prigarbe abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum X undU C P(X)
ein System offener Teilmengen. Dann gilt d> =dod =0, d. h.

CWs F) = (CUs F),d) i= (. = O F) 25 G U F) )

ist ein Komplex abelscher Gruppen, der sogenannte Kompfea: der C'ech:Koketten Flir u mit ngﬂi-
zienten in F. Wir nennen Elemente von Z9(U; F) := Z9(C(U;F)) bzw. B1(U; F) := BY(CU;F)) Cech-
Kozykel bzw. Cech-Korinder.

Beweis. Dies ist eine einfache Rechnung, die wir dem Leser iiberlassen. |

1.7.3. Der Komplex C(U; F) verschwindet in negativen Graden. Im Allgemeinen ist er in allen Graden > 0
von Null verschieden.

Definition 1.7.4. Sei F eine Priagarbe abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum X.

e Sei Y C P(X) ein System offener Teilmengen. Die totale bzw. g-te Kohomologie des Komplexes der
ensprechenden Cech-Koketten wird als

HU; F) =H(CWU; F))  bzw.  HYU;F):=HY(CU;F))

notiert. Ist & eine Uberdeckung von X, so wird sie Cech-Kohomologie von X beziiglich I/ mit
Koeffizienten in F genannt.
e Sind U,V € P(X) mit V C U, so induzieren die Abbildungen ,vergiss gewisse Komponenten*

CIU; F) = CH(V; F),
Y= (o, Ud)) . vyeass = Ylverr = (0 Vo, V) (4 vyepans

abelscher Gruppen offensichtlich einen Morphismus

(1.7.2) CU; F) = C(V; F)
von Komplexen und somit auf der g-ten Kohomologie einen Morphismus
(1.7.3) HY(U; F) — HIU(V; F)

abelscher Gruppen. Notieren wir die Kategorie aller gesiittigten offenen Uberdeckungen von X wie in
1.3.3 als Z, wo wir auch gezeigt haben, dass Z°P filtrierend ist, so erhalten wir genauer den Funktor
alias das filtrierende Diagramm

HI(—; F): I°° — Ab
abelscher Gruppen. Die ¢-te Cech-Kohomologie von X mit Koeffizienten in F ist der filtrie-

rende Kolimes®® ] )
HY(X;F) := colim HY(U; F).

1.7.5 (Negative Cech-Kohomologie verschwindet). Da C(U/; F) nur in nichtnegativen Graden lebt, verschwin-
det HY(U; F) fiir alle ¢ < 0. Insbesondere folgt He(X; F) = 0 fiir alle ¢ < 0.

Ausblick 1.7.6. Der Leser mag sich fragen, ob bzw. wie man H(X;F) effizient berechnen kann. Ist U
eine gesittigte offene Uberdeckung eines topologischen Raums X, so gibt es fiir jede abelsche Garbe F (in
Definition 2.2.1 wird erklért, wann eine Prigarbe eine Garbe ist) ein kommutatives Diagramm

H(U; F)

HY(X; F) — HIY(X; F)

55Djeser wird in Ab gebildet. Nach Slogan 1.2.55 kommt dasselbe heraus, wenn wir ihn in Sety,;, oder Set bilden.
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wobei HY(X; F) die ¢-te Garbenkohomologie ist. Unter geeigneten Voraussetzungen sind alle Abbildungen
in diesem Diagramm bijektiv. Genauer gilt:

o Ist F azyklisch fiir die offene Uberdeckung U, so ist der schriige Pfeil ein Isomorphismus H?(/; F) =
H%(X; F), siche [ , Satz 4.7.5 (Kohomologie durch azyklische Uberdeckungen)] (dort muss U
nicht einmal gesittigt sein).

e Ist X parakompakt, so ist die untere Horizontale Hq(X ; F) = HY(X; F) ein Isomorphismus, siche
[ , Satz 5.6.1].

ergiinze Referenzen, soweit ich das in der Vorlesung schaffe: Garbenkohomologie, azyklisch fiir eine Uberdeckung,
beide zitierten Sétze.

Unter diesen Voraussetzungen ist also insbesondere die linke Vertikale ein Isomorphismus und es geniigt,
H9(U; F) auszurechnen. Auch dies ist a priori nicht so einfach (vgl. 1.7.3). Wir erkliren in 1.9.11 ein oft
niitzliches Verfahren.

1.7.7 (Cech—Kohomologie als Kohomologie eines Komplexes). Der Leser mag sich fragen, ob man die ¢-
te Cech-Kohomologie von X mit Koeffizienten in F auch direkt als Kohomologie eines Komplexes
definieren kann (und nicht als Kolimes von Kohomologien von Komplexen). Dies ist so, wie wir nun erkliren.
Nach der Diskussion in Definition 1.7.4 ist klar, dass

C(—; F): I°° — C(Z)
ein filtrierendes Diagramm von Komplexen abelscher Gruppen ist. Sei
C(X; F) := colim C(U; F)

sein filtrierender Kolimes — er existiert nach Aufgabe 1.2.69. Nach dieser Aufgabe kommutiert (Ko-)Homologie
mit filtrierenden Kolimiten. Dies bedeutet, dass die ¢g-te Kohomologie dieses Komplexes als abelsche Gruppe
kanonisch zu HY(X; F) isomorph ist, in Formeln

HY(C(X;F)) = HY(X; F).

Proposition 1.7.8 (Cech—Kohomologie von Wolkenkratzern). Seien X ein topologischer Raum, x € X ein
Punkt und A eine abelsche Gruppe. Dann lebt die Cech-Kohomologie von X mit Koeffizienten im Wolken-
kratzer Ay nur im Grad Null und ist dort kanonisch isomorph zu A, in Formeln

A falls g =0,

Hq(X;A(Z)) B {0 sonst.

Beweis. Sei U eine offene Uberdeckung von X. Setze I := {U € U | x € U}. Dann hat C(U; A(,)) die Gestalt

...—>0—>HA—> H A— H A— ... — H Aﬂ H A— ...

io€l (i0,i1)ET? (i0,i1,i2) €T3 (8043150 yiq) ETTFT (10481 yeeeriqrigt1 ) ETTH2
mit
q+1
. . L 1 . . -~ . .
(d¢)(107---a1q+1) = E (=1)"%(io, . - - ,Zl—l7ll,ll+17--~7lq+1)
1=0

(Dass die Kohomologie dieses Komplexex in allen Graden aufler Null verschwindet, folgt aus Teilaussage (¢)
des spéteren allgemeinen Lemmas 1.9.6, angewendet auf den konstanten Funktor M mit Wert A. Die Koho-
mologie im Grad Null ist einfach zu bestimmen. Der nun trotzdem angegebene Beweis ist im Wesentlichen
ein Spezialfall des dortigen Beweises.)

Sicherlich gilt I # @. Sei j € I beliebig. Definiere § = d441: crHu; Agy) = CUu; A(z)) durch

() (igy - - iq) == Y(F, 00, - -, iq)-

fiir ¢ > 0 und durch 6,4, := 0 fiir ¢ < 0.

Eine kurze Rechnung (Hausaufgabe?) zeigt dd 4+ dd = id als Endomorphismus von C%(U; A(y)) fiir alle
q > 0. Also ist fiir jedes ¢ > 0 jeder g-Kozykel ein Korand. Schliefilich ist ein Element 1) = (¢i,)iger € [[;,c7 4
genau dann ein 0-Kozykel, wenn alle seine Komponenten ¢;, € A iibereinstimmen. Dies zeigt, dass H(U i Aw))
nur im Grad Null lebt und dort kanonisch zu A isomorph ist. Insbesondere gilt dies fiir alle geséttigten U.
Durch Ubergang zum Kolimes folgt die Behauptung. O
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Ende der 7. Vorlesung am 04.05.2021.
1.8. Nullte und erste Cech-Kohomologie.

1.8.1 (Nullte Cech-Kohomologie). Seien X ein topologischer Raum und ¢4 C P(X) ein System offener
Teilmengen von X. Fiir jede Prégarbe F abelscher Gruppen auf X gilt dann

(1.8.1) I:IO(Z/{;]:) = {3 = (sy)veu € H FU) | sulunv = sv]vnv fir alle U,V € Z/[}
veu

Die Abbildung s — (s|y)veu definiert einen Morphismus
F(X)—HU;F).
Selbst wenn U eine offene Uberdeckung ist, ist dieser Morphismus im Allgemeinen weder injektiv noch

surjektiv (vgl. die spétere Definition 2.2.1 einer Garbe).
Wir haben auch eine kanonische Abbildung

F(X) — H(X; F) = colim H(U; F),

die im allgemeinen werde injektiv noch surjektiv ist. S.i.e ist definiert als Verkniipfung F(X) — HO U; F) Dou,
HO(X ; F), wobei U eine beliebige gesittigte offene Uberdeckung von X ist und man beachte, dass diese
Verkniipfung nicht von der Wahl von ¢/ abhéingt (denn F(X) ist die Spitze eines Kegels iiber dem Diagramm
HO(—; F)).

1.8.2 (Verallgemeinerung: Nullte-Cech-Kohomologie fiir Priigarben von Mengen bzw. Gruppen). Seien X
ein topologischer Raum und & C P(X) ein System offener Teilmengen von X. Da die rechte Seite von (1.8.1)
auch fiir Priagarben F von Mengen bzw. Gruppen sinnvoll ist, definieren wir fiir solche Pragarben

ﬁo(u;f) = {S = (SU)UEL{ S H .F(U) | SU‘UQV = SV‘UOV fir alle U,V € U}
Ueu

und nennen diese Menge bzw. Gruppe nullte Cech-Kohomologie von X beziiglich &/ mit Koeffizienten
in F, falls U eine offene Uberdeckung von X ist. Wir definieren

H(X; F) := colim H*(U; F),

wobei Z/{valle geséttigten offenen Uberdeckungen von X durchliuft und nennen diese Mengen bzw. Gruppe
nullte Cech-Kohomologie von X mit Koeffizienten in F %6 Wie im Fall abelscher Priigarben gibt es
kanonische Abbildungen F(X) — H(U; F) und F(X) — HO(X; F).

1.8.3 (Nullte Cech-Kohomologie vs. nullte singulire Homologie). Seien X ein topologischer Raum und G
eine topologische Gruppe. Dann ist Top(X,G) = Cq(X) = HO(U;Ce) fiir jede offene Uberdeckung ein
Isomorphismus und dann auch

Top(X,G) = H(X;Cq).

Sei nun G eine diskrete Gruppe. Sei ConnComp(X) die Menge der Zusammenhangskomponenten (connec-
ted componente) von X . Dann haben wir stets eine injektive Abbildung Top(X, G) < Set(ConnComp(X), G).
Sie ist genau dann bijektiv, falls alle (stets abgeschlossenen) Zusammenhangskomponenten von X offen sind
(was beispielsweise der Fall ist, wenn es nur endlich viele Zusammenhangskomponenten gibt, siehe [ ,
Satz 2.6.15]), so dass wir in diesem Fall eine Bijektion

Set(ConnComp(X),G) = H(X; Q)

erhalten.
Sei X wieder ein allgemeiner topologischer Raum, G aber sei eine abelsche Gruppe (die man als diskrete
abelsche Gruppe auffassen mag). Leider haben wir in [ | aus Zeitgriinden singulire Kohomologie nicht

besprochen; der Leser moge nun aber einfach glauben, dass nullte singuldre Kohomologie mit Koeffizienten
in G dual zur entsprechenden nullten singulédren Homologie ist (dies ist ziemlich klar nach Definition oder

56Da jede Pragarbe F von Gruppen auch als Priagarbe von Mengen aufgefasst werden kann, hat man a priori zwei Definitionen
von HO (X; F) (einmal als Kolimes in Grp, einmal als Kolimes in Set), jedoch stimmen diese beiden nach Slogan 1.2.55 iiberein.
Analoges gilt, falls F sogar eine Priagarbe abelscher Gruppen ist.
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folgt per Overkill aus dem universellen Koeffiziententheorem der Kohomologie); in Formeln ist dies die erste
der folgenden Bijektionen

[Sch2

HO(X;G) = Ab(Ho(X), G) "L Aty (7 (X), G) =5 Set(mo(X), G).

Da wir stets eine Surjektion mo(X) — ConnComp(X) haben, erhalten wir aus den obigen Ausfiihrungen
Injektionen und Bijektionen

H(X;G) << Top(X,G) — Set(ConnComp(X),G) — Set(m(X),G) <= H(X;G),

also eine kanonische Injektion
H(X;G) — HY(X; Q).

e Ist X die Sinuskurve des Topologen (mit einer (offenen) Zusammenhangskomponenten, aber zwei
Wegzusammenhangskomponenten), so ist dies eine echte Inklusion, falls G nicht die triviale Gruppe
{0} ist. Diese Inklusion kann in offensichtlicher Weise mit der diagonalen Inklusion G — G x G
identifiziert werden.

e Hat jeder Punkt von X eine wegzusammenhingende Umgebung (etwa weil X lokal wegzusam-
menhiingend ist), so ist diese Injektion ein Isomorphismus H?(X;Cq) <= HO(X;G), denn es gilt
7o(X) — ConnComp(X) und alle (Weg)Zusammenhangskomponenten sind offen [Sch20, Lem-
ma 2.6.17].

1.8.4 (Erste Cech-Kohomologie). Seien X ein topologischer Raum und & C P(X) ein System offener
Teilmengen von X. Fiir jede Priagarbe F abelscher Gruppen auf X gilt
(1.8.2)

Zl(u;]:):{s:(st)(U,v)euz S H ]:(UQV) |va—SUw+SUV:OﬁiI‘ alle U,KWGU}
(U,V)euz

(genauer ist die Bedingung das unleserliche sy w |uvnvaw — suw|vnvaw + suv|vnvaw = 0). Zwei 1-Kozykel
s,t € Z(U;F) sind genau dann kohomolog (d.h. ihre Differenz ist ein 1-Korand), wenn es ein Element
a = (aU)UGZ/{ S Co(u,}-) mit

(1.8.3) lyy — syv = av —ay
fiir alle U,V € U gibt (genauer tyy — syv = av|vnv — avlunv)-

1.8.5 (Verallgemeinerung: Erste-Cech-Kohomologie fiir Priigarben von Gruppen). Die Zykel-Bedingung
syw —suw +suv = 0in (1.8.2) kann man dquivalent als syy +syw = syw schreiben bzw. als syy * syw =
syw in multiplikativer Notation. Die Bedingung (1.8.3) fiir Kohomolog-Sein kann man als syy + ay =
ay + tyy schreiben bzw. in multiplikativer Schreibweise als sy * ay = ay * tyy. Diese Bedingungen sind
auch fiir Pragarben von (nicht notwendig abelschen) Gruppen sinnvoll:

Seien X ein topologischer Raum und ¢« C P(X) ein System offener Teilmengen von X. Fiir jede Prigarbe
F von Gruppen auf X definieren wir die Menge der Cech-1-Kozykel von X beziiglich ¢/ mit Koeffizi-
enten in F als

Zl(u;]:) = {8 = (SUV)(U,V)eZﬂ S H .F(U N V) ‘ syv * syw = syw fur alle U, V,W € U}
(U,V)euz

Zwei 1-Kozykel s,t € Z'(U; F) nennen wir genau dann kohomolog, wenn es ein Element a = (ay)yey €
[[oey F(U) mit syy * ay = ay * tyy fir alle U,V € U gibt, was eine Aquivalenzrelation auf Z'(U; F)
definiert. Wir notieren die Menge der Aquivalenzklassen als H'(l/; F) und nennen diese punktierte Menge
erste Cech-Kohomologie von X beziiglich 2/ mit Koeffizienten in F. Wir kénnen auch hier zum
filtrierenden Kolimes
HY(X; F) := colim H' (U; F)
iibergehen, wobei U alle gesittigten offenen Uberdeckungen von X durchliuft, und nennen diese punktierte
Menge die erste Cech-Kohomologie von X mit Koeffizienten in F. Ist hier F sogar eine Priigarbe
abelscher Gruppen, so stimmt die vorige Definition von H°(X; F) als filtrierender Kolimes in Ab = Mod(Z)
nach Slogan 1.2.55 mit der jetzigen Definition als Kolimes in Grp iiberein.
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Im Fall F = C¢ fiir eine topologische Gruppe G spezialisieren diese Definitionen zu unseren vorigen
Definitionen 1.1.15, 1.1.22 und 1.3.4 und erklédren das dort verwendete Symbol Cs und die Bezeichnung
Kohomologie.

1.9. Berechnung der Cech-Kohomologie beziiglich einer fixierten offenen Uberdeckung.

1.9.1. Ein Ziel dieses Abschnitts ist, die Berechnung von H?(/; F) zu vereinfachen bzw. diese iiberhaupt sinn-
voll zu erméglichen, siehe 1.9.10 (fiir endliches ¢) und 1.9.11 (fiir gewisse geséttigte offene Uberdeckungen).
Warum dies fiir die Berechnung von H?(X; ) niitzlich ist, haben wir bereits im Ausblick 1.7.6 angedeutet.

Proposition 1.9.2. Sei F eine abelsche Prigarbe auf einem topologischen Raum X. Seien V C U offene
Uberdeckungen von X. Gibt es fir jedesU € U ein'V €V mit U CV, so ist
o F) 2 0w F)

ein Quasi-Isomorphismus und wird genauer sogar ein Isomorphismus in der Homotopiekategorie Hot(Z)
abelscher Gruppen. Insbesondere ist

I:Iq(l/{,]-—) (1.7.3) Hq(v,f)

~

fiir alle q € Z ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

1.9.3. Proposition 1.9.2 kann stets angewendet werden, wenn U aus V durch Hinzunahme gewisser offener
Teilmengen von Elementen von V entsteht. Beispielsweise konnte U = V2t die Sittigung von V sein.

Beispiel 1.9.4. Im Fall X = S” koénnte etwa V aus den beiden e-verdickten offenen Hemisphéren bestehen
und U die Sattigung von V sein.

Beweis. Sei 7: U — V eine Abbildung mit U C 7(U) fiir alle U € Y. Wir geben der Abbildung (1.7.2) den
Namen R und definieren im Folgenden eine Abbildung in die andere Richtung. Definiere

I,: CYV; F) — CUU; F),
¢ = Iy(0),
durch
(Zo(9)) Wo, - .., Uy) = (7 (Vo), - .., 7(Ug)) lvon--nu,-
Der Leser priift rasch (Ubungsaufgabe?), dass
I:=(Iy)gez: C(V; F) = CU; F)

ein Morphismus von Komplexen ist.

Wir behaupten, dass R und [ in der Homotopiekategorie abelscher Gruppen invers zueinander sind, dass
also Ro I und I o R zur jeweiligen Identitét homotop sind.

Fiir ¢ € C1(U; F) gilt

I(R(W)(Uo, ..., Ug) = (R))(1(Wo), ..., 7(Ug))lwon-nw, = (7 (U0),- .., 7(U)von--nv, -
Wir behaupten, dass die Abbildungen
he: CU U F) — CTH U F),

W (1) mit hg ($)(Ur,...,Ug) = > _(=1)¢(Us, ..., Uj, 7(U), ..., 7(U)) v,

j=1

°" eine Homotopie h = (hy)qez zwischen I o R und id definieren (fiir ¢ < 0 gilt h, = 0). .

57Wir betonen, dass der erste Summand (mit Laufindex j = 1) ein Minuszeichen bekommt!
49



Wir berechnen zunéchst

d(h(¥)(Us, ..., Uy) " = Z(—l)ih(zb)(Uo,...,Ui,l,ﬁi,UiJrh...,Uq)|Uommqu
q i—1
= Z(—ni (Z(—l)j+1¢(U0, U)o 7 (Uie1), Ui, T(Ui1)s -+ T(U)) w0,

q
+ > (—1)Jw(U0,...,Ui1,Ui,UM,...,Uj,T(Uj)7...,T(Uq))|Um,an>
j=i+1

(=) (Vs ..., Uy, 7(U;)), ..., 7(Uim1), Ui, 7(Uigr)s - . ,T(Ug))|von...o,

(]

i,5€{0,...,q}
J<t
+ Z (71)i+jw(U07"'7Ui717ﬁi7Ui+1="'7Uj77—(Uj)v"'7T(U(1)) UoN...NUq
i,5€{0,....q}
J>1
und
q
Wd(@) (o, -, Ug) = Y (=1 d@) (U0, -, Uy, 7(U), -, 7(U))von..,
7=0
(4.6.2) o J ~
Z(_l)]-‘rl(Z(_l)ld)(Um Ui, 7U]7T(Uj)ﬂ 7T(Uq))|Uoﬂ Uq
§=0 i=0
q —_—
+ Z( DU, .. Ujy 7(Uy)y oo, (U)o (U )) | von Uq)
=]
= Y ()T, U Uj, 7(Uj), .., 7(U))|von...u,
i jE{.O..VH.q}
1<y
+ Y (Y)Y, U (U)oU), 77U von...t,
4,7€4{0,...,q}
i>j
Es folgt (,blau plus blau“, ,rot plus rot*)
q
d(h()) (o, ..., Uy) + h(d(¥)) Vo, ..., Ug) = > ¢(Uo, ..., Uiy, Uy, 7(U;), 7(Uig), - .- . 7(U))|von...t,
i=0
q
,ZU(UQ ..... szl UZT(UZ) T(Ul+1) ..... T(Uq))‘boﬁ Uq
=0

=Y Uo, ..., Ug)lvon..u,~(T(Uo), - .., T(Uy)) |von...0,
= (id = I o R)(¥)(Uy,...,Uy).
Dies zeigt id — IR = dh + hd wie gewiinscht.
Fiir ¢ € C1(V; F) gilt

RI(@)(Vo, -+ Ve) = L) (Vo, -+ Vi) = 9(7(Vo), -+, T(Va)) [von--nvs, -

Wenn man oben zusétzlich ohne Einschrinkung verlangt, dass 7(V) = V fiir alle V' € V gilt, so gilt direkt
R oI = id und wir sind fertig. Ohne diese Zusatzannahme kann man auch einfach die obige Rechnung
anpassen, indem man U durch V und alle U; durch V; ersetzt. O

1.9.5. Sei E eine Menge und Py, (E) die Menge ihrer endlichen Teilmengen, die wir per Inklusion C als
partiell geordnete Menge und dann als Kategorie auffassen. Sei M : Pgn(E) — Ab ein Funktor. Wir werden
diesem Datum mehrere Komplexe zuordnen, geben aber zunéchst das motivierende Beispiel an, das wir im
Hinterkopf haben.
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e Sei U eine offene Uberdeckung eines topologischen Raums X . Setze E := . Ist F eine Priigarbe auf
X, so liefert sie einen Funktor

Piin(E) = Pan(d) — Ab,
T:{Ul,...,U,L}»—>]-"( N U) — F(UN---NUy),
vueT

der eine Inklusion S C T alias einen Morphismus S — T auf die Restriktion F((;cg) = F(Nyer)
abbildet.

Motiviert durch dieses Beispiel verwenden wir im allgemeinen Setting die folgende Notation: Ist S C T eine
Inklusion, so ordnet M dieser einen Morphismus M (S) — M (T') zu, den wir als s — s|7 notieren.

(I) Fiir ¢ € Z definieren wir
CiM = H M({eo,...,eq}),
(e0y...,eq)EEIHL

wobei die rechte Seite im Fall ¢ < —2 als triviale Gruppe 0 aufgefasst werde und im Fall ¢ = —1 als
M(2) (denn E° = Set(@, E) = {@} = {()} enthilt nur das leere Tupel). Ist s = (s(eo,...,€q)) €
C?M ein Element, so definieren wir ds = d,(s) € C9™* M durch

q+1
(1.9.1) (ds)(eo,...,eqH) = Z(—l)’s(eo,...,ei,1,€i7ei+1,...,eq+1)|(60 ,,,, eq+1),
=0

Leicht priift der Leser, dass d = 0 gilt und somit CM := (CYM,d,) ein Komplex abelscher Gruppen
ist. Beachte, dass CM in allen Graden q < —2 verschwindet, aber C~!M = M (@) gilt.
(Im motivierenden Beispiel stimmt dieser Komplex in allen Graden > 0 mit dem Cech-Komplex
C(U; F) iiberein.)
(IT) Definiere

fiir alle Tupel (e, ...,eq) € E97! und

alle i € {0,...,q} gelten:
s(o..€is€i41y...)=—8(...,€41,€;,...) und ’
S(o..,€i,€i41,...) =0 falls e; = ;41

CH.M = s=(s(ey,...,eq) € CIM |

wobei der Index alt fiir alternierend steht. Leicht priift man, dass die C'%),
CayM C CM bilden. Es gelten C;th =C~'M und CgltM =C'M.
(III) Sei < eine (totale) Ordnung auf E. Fiir ¢ € Z definieren wir

CiM: H M({eo,...,eq}),

(€0,.-req)EETT?
ep<...<eq

M einen Unterkomplex

wobei die rechte Seite im Fall ¢ < —2 als triviale Gruppe 0 aufgefasst werde und C_ M=M (2)
gilt. Wir definieren Differentiale d,: CZM — CZ'HM durch (1.9.1) und erhalten so einen Komplex
C<M := (CLM,d,). Die Projektionen CYM — CLM auf einen Teil der Faktoren definieren einen
Morphismus CM — C.M von Komplexen, der in den Graden —1 und 0 bijektiv ist.

Lemma 1.9.6. Fir die in 1.9.5 unter den dortigen Voraussetzungen definierten Kompleze gelten (die Ord-
nung auf E spielt nur eine Rolle in den C« M betreffenden Behauptungen):
(a) Die Komposition CoyM — CM — C. M ist ein Isomorphismus von Komplezen.
(b) Die beiden Abbildungen CoyM — CM und CM — C. M sind Quasi-Isomorphismen.
(c) Gibt es ein e € E, so dass fiir jedes A € Pgan(E) die Inklusion A C AU {e} von M auf einen
Isomorphismus M(A) = M(AU {e}) abgebildet wird, so ist jeder der drei Kompleze CoyyM, CM,
C<M nullhomotop und somit azyklisch.

Beweis. (a) Offensichtlich.
(¢c) Fixiere e € F mit der angegebenen Eigenschaft.
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CM ist nullhomotop: Fiir A € Pg,(E) notieren wir den Isomorphismus M(A) = M (AU {e}) als pa.
Definiere

h=h,: C'M — C97' M,
s — hs durch (hs)(eg, ..., eq-1) 1= <p{_610 eqil}(s(e, €0,---,€q-1))-

Fiir jedes s € C'?M berechnen wir

((dh + hd)(s))(eo, ) = (D ) o B TPy ((ds)(e,eo, . .,eq)>
1=0
q .
=S 0 (0o (e €0 i) o
=0
q .
+ ¢E€t,~~-,€q} <8(607 ceey eq)‘(e,EO,...,eq)_ Z(—1)18(67 €0y .- a/e\’h sy eq)'(e,eo,...,eq))
1=0
= s(eg,---,€q),

wobei sich bei der letzten Gleichheit der rote und der blaue Term aufheben, denn das Diagramm
M({e,eo,....€is...,eq}) —= M({e,e0,....€i,...,e4})
w{co,...,ai,...,eq}TN w{co,.._‘eq}TN
M({eg, ... €...,eq}) — M({eq,...,€i...,€4})

ist fiir jedes ¢+ = 0,...,q kommutativ. Es gilt also dh + hd = id = id — 0; mit anderen Worten ist CM
nullhomotop.

C.M ist nullhomotop, falls £ eine Ordnung trigt und e das kleinste Element von FE ist: Wir
modifizieren das obige Argument leicht. Definiere

h=hy: CIM — CL M,

cp{_elo _____ eq_l}(s(e, €o,...,eq—1)) falls e <ep;

— hs durch (h ooy €g—1) 1=
s s durch (hs)(eg €q-1) {0 falls e = ey.

Fiir jedes s € CZM berechnen wir ((dh + hd)(s)) (€o,...,eq) im Fall e < ey wie oben zu s(eo, ..., eq); im
Fall e = eg erhalten wir

((dh n hd)(s)) (€os. .. eq) = i(q)i (h5)(€0, -+, Eir- - r€q) l(eon o) + h((ds)) (€0, .- -1 eq)

=0

=0 fallsi >0 -0

= (hs)(ela R eq)‘(emn-,eq)
= ((,0{_6117___7%} (8(\6/’ €1,y... >eq))) |(60,...,eq)

—vo
= s(eg,..-,€q),

insgesamt also dh + hd = id wie gewiinscht.
Cat M ist nullhomotop: Sicherlich gibt es auf E eine Ordnung, fiir die e das kleinste Element ist. Dann
ist nach dem vorigen Punkt C'« M nullhomotop, was sich nach (a) auf das isomorphe C,t M iibertriigt.
C-M ist nullhomotop, falls E eine beliebige Ordnung: Nach dem vorigen Punkt ist Cyx M nullho-
motop, was sich nach (a) auf das isomorphe C M iibertriigt.
Ende der 8. Vorlesung am 06.05.2021.
Hausaufgaben:
(1) Proposition 1.7.2 beweisen.
(2) Proposition 1.7.8, behauptete Gleichheit beweisen.
(3) Aufgabe 1.9.9: brutales Abschneiden
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(4) Aufgabe 1.1.41: Aquivalenzen (oder kennen das alle?)

(b) Nach (a) geniigt es zu zeigen, dass CM — C« M ein Quasi-Isomorphismus ist.
Wir zeigen dies schrittweise.

(i) Seien F' C FE eine Teilmenge, G eine abelsche Gruppe und M = Gp: Pan(E) — Ab der jauf F
konstante Funktor G¢, d. h. er ist auf Objekten A € Pg,(F) durch

G falls ACF,

M(4) = Gp(4) = {0
sonst,
gegeben und auf Morphismen alias Inklusionen A C B durch idg bzw. 0 falls B C F bzw. B ¢ F.
Dann ist CM — C- M ein Quasi-Isomorphismus:
Dies ist klar im Fall F # &, denn dann sind sowohl C M als auch C M azyklisch nach (¢). Im Fall
F =@ sind CM und C. M in Grad —1 konzentriert und CM — C. M ist sogar ein Isomorphismus.
(ii) Ist (M;: Pan(E) — Ab)icr eine Familie von Funktoren, so dass jeder Morphismus CM; — C< M;
ein Quasi-Isomorphismus ist, so ist auch C([] M;) — C([[ M;) ein Quasi-Isomorphismus.”®
Das ist relativ offensichtlich, wir geben aber trotzdem Details. Die kanonischen Isomorphismen

Cq(HMZ) = H HMi({€07. .. ,€q}) m H H Mi({eo, .. .,eq}) = HCqMZ

el (e0,-.eq)EEITL €] 1€l (eg,...,eq)€EEITT i€l

sind mit den Differentialen vertriglich und definieren den linken Isomorphismus im folgenden kom-
mutativen Diagramm; der rechte vertikale Isomorphismus ist analog definiert.

C(Hiel Mz) —> Cc (Hiel Ml)

- 3

Hie[ CM; Hie] C<M;.

Sind nun alle CM; — C<M; Quasi-Isomorphismen, so ist nach Aufgabe 1.2.69.(c) (die analog fiir
Kokomplexe und Kohomologie gilt) auch die untere Horizontale ein Quasi-Isomorphismus. Also ist
die obere Horizontale ein Quasi-Isomorphismus.

(iii) Wir notieren den Kern der Surjektion CM — C.M als Kj;. Nach der langen exakten Homolo-
giesequenz | , Satz B.3.4] ist CM — C.M genau dann ein Quasi-Isomorphismus, wenn K,
azyklisch ist.

(iv) Fiir beliebiges M: Pgn(E) — Ab ist nach (iii) zu zeigen, dass Kj; azyklisch ist. Wir zeigen per
Induktion iiber ¢, dass alle H?(K ;) verschwinden, wobei M beliebig ist. Dies ist klar fiir alle ¢ < 0,
denn K, ist in Graden > 1 konzentriert.

Sei nun M : Pgn(E) — Ab beliebig. Betrachte den naheliegenden Morphismus (mit den in (i)
erklirten Funktoren rechts)

M—T= [ M®A4),

A€Psin(E)

von Funktoren. Der <-Pfeil deutet an, dass die Auswertung auf jedem B € Pg, (F) injektiv ist (denn
bei B ausgewertet ist der Morphismus in die B-Komponente die Identitét). Sei @ der (objektweise)
Kokern dieses Morphismus, so dass wir eine (objektweise) kurze exakte Sequenz

M—I—Q

58Hier ist [T M;: Pan(E) — Ab durch per ([T M;)(A) := [] M;(A) definiert, vgl. Aufgabe 1.2.68.
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erhalten. Betrachte das kommutative Diagramm

CMC C.I C.Q
CMC CI cQ

I

]"{]\4C >K[ »KQ

von Komplexen abelscher Gruppen mit offensichtlichen Morphismen, wobei die untere Zeile aus den
in (iii) definierten Kernen besteht und die gestrichelten Morphismen eindeutig existieren, so dass die
unteren Quadrate kommutieren. Die Spalten sind per Definition von Kjs, K5 und Kg kurze exakte
Sequenzen. Die oberen beiden Zeilen sind ebenfalls kurze exakte Sequenzen (teste dies gradweise und
verwende, dass M — I — @ objektweise kurz exakt ist und dass Produkte kurzer exakter Sequenzen
abelscher Gruppen kurz exakt sind). Nach dem Neunerlemma | , B.4.5] fiir Komplexe ist auch
die untere Zeile eine kurze exakte Sequenz.

Wegen der speziellen Gestalt von I und (i), (ii) und (iii) ist K; azyklisch. Die lange exakte
Homologiesequenz zur kurzen exakten Sequenz Kp; — K; — Kg in der unteren Zeile unseres
Diagramms liefert deswegen Isomorphismen HP (Kg) — HPT1(K),) fiir alle p € Z. Wissen wir also
per Induktion bereits, dass HY(Kg) verschwindet, so verschwindet auch HI1(K ). O

Definition 1.9.7 (Variante zu Definition 1.7.1). Sei F eine Prigarbe abelscher Gruppen auf einem topolo-
gischen Raum X. Sei « C P(X) ein System offener Teilmengen von X und sei < eine Ordnung auf . Fiir
q € N nennen wir Elemente von

cLwF) = [ FUn---nUy
(Uo,---,Uq)€UTT!
Up<---<Ug+1

angeordnete Cech-Koketten fiir 2/ mit Koeffizienten in F und setzen Cq< (U; F) :=0 fiir ¢ < 0. Wir
definieren Differentiale d: CL (U; F) — CL (U; F) durch die Formel (4.6.2) und erhalten so den Komplex”’
C-(U; F) der angeordneten Cech-Koketten.

Korollar 1.9.8. Sei F eine Prigarbe abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum X und seild C P(X)
ein System offener Teilmengen von X (meist eine offene Uberdeckung). Dann ist fiir jede Ordnung < auf U
die offensichtliche Abbildung ein Quasi-Isomorphismus

CU; F) — Co(U; F).
Insbesondere erhalten wir Isomorphismen
HY(U; F) = HY(C (U3 F))
fiir alle g € Z.

Beweis. Dies folgt mit Aufgabe 1.9.9 aus Lemma 1.9.6.(b), denn wir befinden uns genau in der Situation
des motivierenden Beispiels in 1.9.5. O

Aufgabe 1.9.9 (Brutales Abschneiden). Sei A ein Kokomplex von R-Moduln. Fiir n € N sei o<, A derjenige
Komplex, der in allen Graden p < n mit A iibereinstimmt und in allen anderen Graden Null ist. Definiere
o>n A analog.

(a) Die Zuordnungen A — o<, A und A — 0>, A erweitern in offensichtlicher Weise zu Endofunktoren
der Kategorie der Kokomplexe.

Oft schreibt man abkiirzend o<, := 0<,—1 Uund o5, = 0>n41.

59Djeselbe Rechnung wie im Beweis von Proposition 1.7.2 zeigt, dass es sich um einen Komplex handelt.
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(b) Fiir jeden Kokomplex A definieren die offensichtlichen Abbildungen eine kurze exakte Sequenz
OsnA = A o<, A

von Kokomplexen.
(c) Ist f: A — B ein Morphismus von Kokomplexen, so ist das Diagramm

OsnA—> A ——> 0, A

U>nfi fl Ugnfl

OsnB—> B —— o<nB

kommutativ oder mit anderen Worten ein Morphismus kurzer exakter Sequenzen.
(d) Insbesondere gilt in der Situation des vorigen Punkts die folgende 2-von-3-Eigenschaft: Sind zwei der
drei Morphismen o, f, f, 0<nf Quasi-Isomorphismen, so auch der dritte.
Hinweis: Lange exakte Kohomologie-Sequenz und Fiinferlemma.
(e) Freiwillig, da in der Vorlesung noch nicht dran (wird wohl in Vorlesung erklirt): Erkldre, wie man
den vorigen Punkt zum Beweis von Korollar 1.9.8 verwendet.

1.9.10 (Berechnung von H(U; F) fiir endliche Uberdeckungen). Im Gegensatz zum Komplex C(U; F) (vgl.
1.7.3) ist der Komplex C(U; F) oft beschrénkt: Dies ist sicherlich der Fall, wenn I endlich ist. Dies hat
dann den Vorteil, dass man seine Kohomologie explizit ausrechnen kann. Nach Korollar 1.9.8 liefert dies alle
Cech-Kohomologien H?(U; F).

1.9.11 (Berechnung von H(U; F) fiir gewisse gesiittigte Uberdeckungen). Sei V = {Vi,...,V,,} eine endliche
offene Uberdeckung eines topologischen Raums X. Sei U = V** ihre Sittigung. Nimm ohne Einschriankung
an, dass die V; paarweise verschieden sind und betrachte die offensichtliche Ordnung auf /. Dann berechnet
der beschrinkte Komplex C-(V;F) alle Cech-Kohomologien H4(U/; F) nach Proposition 1.9.2 und Korol-
lar 1.9.8:

HY(U; F) = HY(V; F) 2 HY(C. (V; F))

Beispiel 1.9.12 (zu 1.9.11). Betrachte die Prigarbe Zg: der lokal konstanten Z-wertigen Funktionen auf
der Kreislinie S'. Sei V = {V;, 5} die Uberdeckung durch die beiden offenen e-verdickten Hemisphiren (hier
jeweils homomorph zu offenen nichtleeren Intervallen). Dann ist der Komplex C. (V;Zg1) in den Graden Null
und Eins konzentriert und hat die Gestalt

(a,b)—(b—a,b—a)
_—

.= 0—=2Z X7 ZXl—0—....

Wir erhalten

Z falls ¢ = 0;
HI(V¥: 7)) 2 HY(V; F) 2 {7 falls g = 1;
0 sonst.

Ausblick: Genauso sehen die Cech-Kohomologie H9(X;Zg) und die Garbenkohomologie H?(X;Zg1) aus
(denn die im Ausblick 1.7.6 genannten Voraussetzungen sind erfiillt), auch die singulére Kohomologie HY(X) =
H,.(X;Z) sieht so aus. Ende Ausblick.

Ersetzt man hier die Kreislinie S' durch eine n-Sphire S” fiir n > 2, so ist der Komplex C(V;Zgn)
ebenfalls in den Graden Null und Eins konzentriert und hat die Gestalt

(a,b)—b—a
_—

.02 Zx Z Z—0— ...

und es folgt
Z falls ¢ = 0;

0 sonst.

(V" Zg1 ) = H9(V; F) = {

Ausblick: Hier ist die Uberdeckung nicht ,fein genug® (Zg» ist nicht azyklisch fiir die offene Uberdeckung
V): Cech-, Garben- und singulire Kohomologie, die alle {ibereinstimmen, haben zusiitzlich Z in Grad n.
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Aufgabe 1.9.13. Sei U die offene Uberdeckung eines hohlen Tetraeders X durch die vier offen-e-verdickten
Seitenfldchen. Berechne H(U; Zx ).
Bonus (aber vermutlich etwas langwierig): Dasselbe fiir den Wiirfel mit seinen sechs Seitenflichen.

2. GARBEN
2.1. Halme von Prigarben.

Definition 2.1.1. Sei F eine Priigarbe von Mengen (oder abelschen Gruppen oder Gruppen oder R-Moduln)
auf einem topologischen Raum X und sei x € X. Der Halm von F an der Stelle x ist der filtrierende
Kolimes®’

Fy = colim F(U),

Ue X
zeU

wobei U alle offenen Umgebungen von = durchliuft. Ist s € F(U) ein Schnitt von F auf einer offenen
Umgebung Uc X von z, so wird sein Bild in F, als s, notiert und als Keim von s bei =z bezeichnet
(englisch germ).%!

2.1.2. Explizit gilt nach Satz 1.2.54
+ _ Upex F©)

~

mit der dort beschriebenen Aquivalenzrelation®?. Jedes Element von F, hat die Form s, fiir einen geeigneten
Schnitt s € F(U) auf einer offenen Umgebung U@ X von . Sind s € F(U) und ¢t € F(V') Schnitte auf offenen
Umgebungen U und V von z, so gilt genau dann s, = t,, wenn es eine offene Umgebung W C UNV von x
mit 8|W = t|W gibt.
Aquivalent ist die folgende Beschreibung, die man oft in der Literatur findet: Es gilt
r_ {(U,s) |lreUc X,s € F(U)}

~

wobei ~ diejenige Aquivalenzrelation ist, fiir die genau dann (U, s) ~ (V,t) gilt, wenn es eine offene Umgebung
W c UNV von z mit slw = ¢l gibt. Mit der etwas vage definierten Menge auf dem Bruchstrich ist
Uvex{U} x F(U) gemeint, was nur eine Alternativschreibweise fiir | |, v F(U) ist.

zcU

2.1.3. Ist f: X — R eine stetige Funktion und « € X ein Punkt, so ist moglicherweise aus der Analysis der
Begrift des Funktionskeims von f an der Stelle © bekannt. Dieser ist genau der Keim f, € Cr , = (Cr), im
Sinne der obigen Definition 2.1.1 und erkldrt die allgemeine Terminologie Keim fiir beliebige Schnitte von
Pragarben.

Beispiel 2.1.4 (Halm einer Priigarbe lokal konstanter Funktionen). Seien T ein diskreter und X ein belie-
biger topologischer Raum. Dann gilt

(Tx)e =T

fiir alle € X, wobei die Bijektion von den Auswertungsabbildungen T'x (U) — T, s — s(x), induziert ist.

Beispiel 2.1.5 (Halm einer Wolkenkratzergarbe). Sei X ein topologischer Raum. Seien F eine Menge und
z € X ein Punkt. Dann gilt

~ |E falls y € {x},
Ey)y —
(Biw))y {{*} sonst.

60 1ch hoffe, dass dem Leser klar ist, was mit diesem Kolimes gemeint ist, sonst lese er weiter: Sei Open(X, z) die volle Un-
terkategorie von Open(X), deren Objekte die offenen Umgebungen von « sind. Dann ist Open(X, x)°P offensichtlich filtrierend.
Der Funktor F: Open(X)°P — Set restringiert zu F: Open(X, z)°? — Set und wir nehmen den Kolimes dieses filtrierenden
Diagramms.

6lpalls W die entsprechenden Kolimiten hat, kann man analog Halme W-wertiger Priagarben definieren.

62und der dort im Beweis beschriebenen Verkniipfung etc., falls F nicht nur eine Garbe von Mengen ist, sondern etwa eine
Garbe abelscher Gruppen.
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2.1.6. Ist ¢: F — G ein Morphismus von Prégarben von Mengen auf X und =z € X, so liefert die Funk-
torialitéit des Kolimes 1.2.44 einen Morphismus ¢, : F, — G,. (Achtung: Hier ist ¢, neue Notation, die
leider zu Verwechslungen mit dem in Definition 2.1.1 definierten Keim s, einlidt.) Er ist eindeutig durch die
Gleichung ¢, (s;) = ¢(s), alle s € F(U) bestimmt. Somit wird Halm-Nehmen zu einem Funktor

PSh(X; Set) — Set,
F = Fy,

(F56) = (Fo 25 Gy).

2.1.7 (Auswerten von Keimen von Priagarben von Schnitten/Funktionen). Sei Sp die in Beispiel 1.6.9
erkliarte Pragarbe von Schnitten einer stetigen Abbildung ¢: E — X. Sei € X. Dann sind die Evaluations-
abbildungen ev,: Sg(U) — ¢~ !(z), s — s(x) fiir variierende offene Umgebungen UG X von z kompatibel
und induzieren somit eine ebenfalls Evaluationsabbildung genannte Abbildung

(2.1.1) evy: (Sp)e — ¢~ (2),
e = s, — e(z) = s(x),

die man wie angedeutet auch als Auswertung schreibt. In Worten hat also jeder Keim bei z einer Prigarbe
von Schnitten einen Wert bei z. Im Allgemeinen ist diese Abbildung weder surjektiv noch injektiv (warum?).

Insbesondere kann man dies auf Priigarben von Funktionen anwenden (vgl. Beispiel 1.6.10). Beispielsweise
weist die (surjektive, nicht injektive) Abbildung ev,: (Cr), — R einem Funktionskeim seinen Wert bei x zu.

Beispiel 2.1.8 (Halm der Orientierungs(pri)garbe — fiir diejenigen, die relative singulidre Homologie kennen).
Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n € N und sei or’ = or),; die durch die Zuordnung
U~ H,(M,M\U) (und offensichtliche Restriktionen) definierte Prigarbe abelscher Gruppen auf M. (Thre
spéter definierte Garbifizierung wird die sogenannte Orientierungsgarbe orps sein.) Dann gilt

orl, = H,(M,M\ {z}) = Z

fiir alle x € M, wobei der linke Isomorphismus die von den Abbildungen H,,(M, M\ U) — H,,(M, M \ {z})
auf dem Kolimes induzierte Abbildung ist.

Um dies zu sehen, ziche man sich zunéchst in naheliegender Weise mit Ausschneidung [ , Satz 4.7.1]
auf den Fall M = R™ und = = 0 zuriick — der zweite behauptete Isomorphismus folgt dann aus | ,
Korollar 4.7.10]. Sei Open(X, z)°P die in der Fuinote 60 erklirte Kategorie. Ihre volle Unterkategorie, deren
Objekte alle offenen Bille B, (0), fiir & > 0, sind, ist konfinal, so dass wir sie nach Proposition 1.2.66 zum
Berechnen des Halms or], verwenden koénnen. Da fiir alle ¢’ > ¢ alle Morphismen im kommutativen Diagramm

~

H,(R™,R"™\ B./) H,(R™,R™\ B.)

H, (R™, R™\ {0})

Isomorphismen sind (die kleineren Mengen der drei Raumpaare sind homotopieéiquivalent, verwende | ,
Korollar 4.2.3]) — das durch die Bélle indizierte Diagramm ist also im Wesentlichen konstant —, folgt die
Behauptung.

Ende der 9. Vorlesung am 11.05.2021.

Aufgabe 2.1.9. Sei C eine Kategorie und F € Set®”” eine Funktor. Sei C 1 F die Kategorie (slice category,
Spezialfall einer comma category), deren Objekte Paare (C, s) sind, wobei C € C ein Objekt und s: C(—,C) —
F ein Morphismus ist (den man nach Yoneda auch als Element von F(C) auffassen kann), und deren
Morphismen ...(ergénze)... sind. Dann gilt
colim C(—,C) = F.
(C,s)ECLF

Bemerkung: Im Fall C = Open(X) zeigt dies, dass jede Prigarbe F von Mengen auf X kanonisch der

Kolimes von repriisentierten Priigarben (welche sogar Garben sind) ist, in der Notation von Beispiel 2.2.12
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also

(2.1.2) colim hy = F

(U,s)eO0pen(X)|F
gilt. Zusatzbemerkung (die Spéteres verwendet): Die analoge Aussage zu (2.1.2) fiir Prigarben von abelschen
Gruppen — mit hy ersetzt durch die Freie-abelsche-Gruppenpriigarbe FFShhy; (siehe 2.15.8) — gilt nicht, wie
man bereits fiir X = @ und F = Z/27Z sieht. Auch das Analogon fiir Garben abelscher Gruppen gilt nicht —
nun ist hy durch die Freie-abelsche-Gruppengarbe FSUhy; zu ersetzen. Man sieht dies fiir X = {*}.

Hausaufgaben:
(1) Aufgabe 1.9.13: Cech-Kohomologie des Hohltetraeders.
(2) Je nach Vorwissen oder Lust eine der beiden folgenden Aufgaben:
e Aufgabe 1.1.42: Jede Adjunktion induziert Aquivalenz
e Aufgabe 2.1.9:  Prigarben von Mengen auf einer Kategorie als Kolimes darstellbarer Pragarben*
(3) (in Ubungsgruppe erkiren, falls nicht bekannt: Aufgabe 1.1.39: alle Rechtsadjungierten eines Funk-
tors sind isomorph)

2.2. Definition und erste Beispiele von Garben.

Definition 2.2.1. Eine Prigarbe F von Mengen auf einem topologischen Raum X heiit Garbe (englisch
sheaf, franzosisch faisceau), falls die folgende Verklebebedingung, auch Garbenaxiom genannt, gilt: Fiir
alle offenen Teilmengen W@ X und alle offenen Uberdeckungen W = Upey U von W gilt: Sind Schnitte
sy € F(U) fir alle U € Y mit
3U|UOV = 5V|UOV fir alle U,V e U
gegeben, so gibt es genau einen Schnitt s € F(W) mit
sly = sy fir alle U € U.

Die Kategorie Sh(X;Set) der Garben von Mengen auf X ist per Definition die volle Unterkategorie der
Kategorie PSh(X; Set) der Priagarben, deren Objekte Garben sind. Morphismenmengen in dieser Kategorie
werden je nach Kontext als Sh(F,G) oder Shy (F,G) oder Shge(F,G) oder Shx set(F,G) geschrieben.

Ersetzt man Menge durch Gruppe bzw. abelsche Gruppe bzw. R-Modul und Set durch Grp bzw. Ab =
Mod(Z) bzw. Mod(R), so erhélt man die Definition einer Garbe von Gruppen etc.

2.2.2. Eine Priagarbe F von Gruppen bzw. abelschen Gruppe bzw. R-Moduln ist genau dann eine Garbe,
wenn F, aufgefasst als Pragarbe von Mengen, eine Garbe von Mengen ist. Insbesondere induzieren die
Vergissfunktoren aus 1.6.4 Vergissfunktoren

Sh(X;Mod(R)) — Sh(X; Ab) — Sh(X; Grp) — Sh(X; Set).
2.2.3. Die Verklebebedingung an F kann #quivalent wie folgt formuliert werden (wenn man lieber mit
Familien (U;);er offener Teilmengen statt mit Systemen U C P(X) solcher Teilmengen arbeitet): Ist (U;);er
eine beliebige Familie offener Teilmengen von X, so gilt: Gegeben beliebige Schnitte s; € F(U;) mit s;|v,nv; =
sjlu,nu; fiir alle 4, j € I gibt es genau einen Schnitt s € F({J,c; U;) mit s|y, = s;.

2.2.4. Die Verklebebedingung an F kann dquivalent wie folgt formuliert werden: Fiir alle Systeme U C P(X)
offener Teilmengen von X ist

T2
(2.2.1) ]-"( U U) [[ro)= [ Fonv)
Uel Ueld " U veu
ein Egalisatordiagramm®® (siehe Beispiel 1.2.8.(e))%, wobei die linke Abbildung durch s — (s|y)yey gegeben
ist und die beiden rechten durch
s = (sv)veu = 11(8) :== (sulvnv)v.veu,
s = (sv)veu = r2(8) == (sv|vnv)vveu-

63in Set bzw. Grp bzw. Ab = Mod(Z) bzw. Mod(R) (in all diesen Kategorien werden Limiten, insbesondere Produkte und
Egalisatoren, auf ,dieselbe“ Weise berechnet).

64Explizit kann man das auch so formulieren: Der kanonische Morphismus von ]-'(UUE” U) in den Egalisator von r; und
ro ist injektiv und surjektiv.
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Wer will, kann auch hier mit Familien (U;);cr statt mit Systemen U C P(X) offener Teilmengen arbeiten

und fordern, dass f( Uier Ui) = [Ler F(Us) — [ jer F(UiNUj) ein Egalisatordiagramm ist.
r1

2.2.5 (Schnitte einer Garbe iiber der leeren Menge). Sei F eine Garbe von Mengen. Dann besteht F (&) aus
genau einem Element: Wende die Verklebebedingung auf die offene Uberdeckung & = @ von @ an.
Insbesondere ist die Kategorie Sh(@; Set) sehr langweilig: Sie hat genau eine Objekt und genau einen
Morphismus (vgl. Beispiel 1.6.5).
Analoges gilt fiir Garben von abelschen Gruppen.

Beispiel 2.2.6 (Garben auf einelementigen Réumen). Der Funktor
(2.2.2) Sh({*};Set) = Set,
F= F({x),

ist eine Aquivalenz von Kategorien (nach 2.2.5, vgl. Beispiel 1.6.6).°> Analog ist Sh({x}; Ab) = Ab, F
F({x}), eine Aquivalenz von Kategorien.
Aufgabe 2.2.7. Der Leser versehe die zweielementige Menge X = {a,b} mit allen moglichen Topologien

und iiberlege sich jeweils, wie (die Kategorien von) Priigarben bzw. Garben von Mengen bzw. von abelschen
Gruppen aussehen.

2.2.8. (nicht so wichtig:) Sei W eine Kategorie, die alle Produkte hat. Eine W-wertige Prigarbe F heif}t
Garbe, falls fiir alle Systeme U C P(X) offener Teilmengen von X das Diagramm (2.2.1) in W ein Ega-
lisatordiagramm ist.°® Die Kategorie Sh(X;W) ist die volle Unterkategorie von PSh(X;W), deren Objekte
Garben sind. Ist F eine W-wertige Garbe, so ist F(&) ein/das finale Objekt.

2.2.9. Sei F eine Garbe von Mengen auf X. Dann ist fiir jede offene Uberdeckung ¢ von X die in 1.8.2
erkldrte Abbildung ein Isomorphismus

F(X) = H U F)
Insbesondere gilt das fiir alle gesittigten Uberdeckungen von X, woraus der Isomorphismus

F(X) S HY(X;F)
folgt.
Beispiele 2.2.10. Die in den Beispielen 1.6.7, 1.6.8, 1.6.9, 1.6.11 erkléarten Pragarben Cr stetiger T-wertiger
Funktionen, C7° differenzierbarer T-wertiger Funktionen, Sg/x der Schnitte von p: £ — X und Wolken-
kratzer E(,) sind Garben. Dies ist klar fiir den Wolkenkratzer und folgt in den anderen Beispielen aus der
Lokalitdt der Stetigkeit im Startbereich | , Proposition 2.4.13].
Beispiel 2.2.11. Sei A # {0} eine nicht triviale abelsche Gruppe. Dann ist die Priagarbe

A: Open(X)°? — Ab,

U— A,
(mit Restriktionsabbildungen id 4) keine Garbe, denn A(@) = A # {0}. Dies kann man natiirlich korrigieren
und einfach A(@) := {0} setzen. Falls X eine nicht-leere, nicht-zusammenhéngende, offene Teilmenge U

enthilt (beispielsweise falls X = {1,2} mit der diskreten Topologie ist), so ist unser neues A immer noch
keine Garbe: Schreibe U = U; U Us, wobei U; und Us offene, disjunkte, nicht-leere Teilmengen von U sind.
Wihle a,b, € A mit a # b. Dann kommen die auf U; N Us = & iibereinstimmenden Schnitte a € A = A(Uy)
und b € A = A(U,) nicht von einem Element von A(U) = A her, die Verklebebedingung ist also verletzt.

Beispiel 2.2.12. Seien X ein topologischer Raum und U@ X eine offene Teilmenge. Die Pragarbe

{x} falsV CU,

hy :=Openy (—,U): V —
16} sonst,
65Djeselbe Aussage gilt fiir jede mit der Klumpentopologie versehene Menge X.
66Djese Verklebebedingung ist im Gegensatz zur Verklebebedingung in Definition 2.2.1 sinnvoll, denn im allgemeinen sind
die Objekte von W keine Mengen.
59



von Mengen ist eine Garbe. Sie heifit die durch U reprisentierte Prigarbe/Garbe. Jede zu einer solchen
Prigarbe/Garbe isomorphe Prigarbe/Garbe heifit représentierbar. Statt reprisentiert/repriisentierbar
sagt man auch dargestellt/darstellbar.

Leicht sieht man (oder folgert aus dem Yoneda-Lemma), dass fiir jede Prigarbe F von Mengen die
Abbildung

(2.2.3) PSh(hy, F) = F(U),
@ = ou(*),

bijektiv ist.
Aufgabe 2.2.13. Sei ¢: F — G ein Morphismus von Garben abelscher Gruppen auf einem topologischen
Raum X.

(a) Die durch

X U = ker(oo) = {5 € F(U) | pu(s) = 0}
definierte Préigarbe ist eine Garbe (der ,,Kern von ¢*).
Bemerkung: Im spéter definierten kategoriellen Sinne es dies wirklich der Kern von .57
(b) Der durch
g(U)

eu(F(U))
definierte ,, Priigarbenkokern® (der im kategoriellen Sinne wirklich ein Kokern in PSh(X; Ab) ist) ist
im Allgemeinen keine Garbe. Finde ein Gegenbeispiel! Im Skript angeben (Exponentialsequenz auf

X = S!, siehe Fotos)! Eine andere nette Losung ist (mit spéterer Notation) der Monomorphismus
Zyex — Zx tir X =R und U = (—1, 1). Nimm die offene Uberdeckung X = (—o0,1) U (-1, 400).

X o U~ cok(py) =

2.3. Garben und Halme.
Satz 2.3.1.

(a) Stimmen zwei Schnitte einer Garbe auf allen Halmen diberein, so sind sie gleich.
Ausfiihrlich (und mit der offensichtlichen umgekehrten Implikation): Sei F eine Garbe auf einem
topologischen Raum X und sei UG X eine offene Teilmenge. Genau dann gilt s =t fiir zwei Schnitte
s,t € F(U), wenn s, = t, fir alleu € U gilt.%
In Formeln: Die Abbildung F(U) = [[,cp Fu, 8+ (Su)uev, ist injektiv.
(b) Induziert ein Morphismus von Garben Bijektionen auf allen Halmen, so ist er ein Isomorphismus.
Ausfiihrlich (und mit der offensichtlichen umgekehrten Implikation): Genau dann ist ein Morphis-
mus ¢: F — G von Garben auf einem topologischen Raum X ein Isomorphismus, wenn @, : Fr — Gy
fiir alle x € X bijektiv ist.%”

Mit einer Garbe meinen wir hierbei eine Garbe von Mengen oder abelschen Gruppen oder Gruppen oder
R-Moduln.

Beweis. (a) Wir zeigen nur die nicht-triviale Implikation. Gelte s, = t, fiir alle u € U. Jedes v € U
besitzt nach 2.1.2 wegen s, = t, eine offene Umgebung W, @ U mit s|w, = t|lw,. Da (W, )uecu eine offene
Uberdeckung von U ist und F eine Garbe ist, ist

FU) = [ Fwa)
uelU

injektiv. Wir folgern s = t.
(b) Wir zeigen nur die nicht-triviale Implikation. Sei also jedes ¢, bijektiv. Sei U@ X eine offene Teilmenge.
Es geniigt zu zeigen, dass o(U) bijektiv ist.

67Allgemeiner sind alle Pragarbenlimiten von Diagrammen von Garben bereits Garben und somit Garbenlimiten, siehe
Satz 2.7.1. Der hier betrachtete Kern ist der Egalisator von ¢ und 0.
68Der Beweis dieser Aussage bendétigt nur, dass der linke Pfeil in (2.2.1) fiir alle Systeme U injektiv ist. Man nennt eine
Priagarbe mit dieser Eigenschaft separiert.
69Es reicht anzunehmen, dass F eine Garbe und G eine separierte Priagarbe ist.
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Injektivitét: Seien s,t € F(U) mit ¢(U)(s) = ¢(U)(t). Dann gilt
‘pu(su) = (‘P(U)(S))u = (‘P(U)(t))u = (PU(tu)

fiir alle w € U und somit s, = t,, wegen der Injektivitiat von ,. Teil (a) liefert s = t.

Surjektivitdt: Sei s € G(U) gegeben. Fiir jedes u € U gibt es eine offene Umgebung W(u)@ X und ein
Element t(u) € F(W(u)) mit ¢, (t(u),) = sy (da ¢, surjektiv ist und jedes Element von F, ein Keim eines
Schnitts iiber einer offenen Umgebung ist). Wegen s, = ¢, (t(u),) = (@(W(u))(t(u)))u gibt es eine offene
Umgebung W' (uw)@ W (u) NU von u mit sly )y = (oW (w))(t(w))lw @) = (W' (u))(t(u)|wr(u))- Indem
wir W (u) durch W' (u) und ¢(u) durch (u)|w () ersetzen, konnen wir ohne Einschrénkung annehmen, dass

slw ) = @(W(u))(t(u))

fiir alle uw € U gilt.

Wir behaupten, dass die Familie (¢(u)),ev die Verklebebedingung erfiillt. In der Tat, fiir beliebige u,v € U
gilt

P (W () W () (H)lw ynw @) = o (W (@) (E) lwenw e = slww lwwaw e = slwwow e

=...= ap(W(u) N W(U)) (t(v)lw(u)ﬂw(v))
und somit auf Grund der bereits bewiesenen Injektivitét von ¢ (W (u) N W (v))
t(w)lw wynw @) = HO)|lw (w)nw (@)-
Da F eine Garbe ist, existiert folglich (genau) ein t € F(|JW(u)) = F(U) mit t|y () = t(u) fiir alle u € U.
Da
() O)lww = (W (@) (tww) = (W (w) () = slww)

gilt und G eine Garbe ist, folgt (U)(t) = s. Also ist ¢(U) surjektiv. O

Korollar 2.3.2. Induzieren zwei Morphismen von Garben von Mengen (oder abelschen Gruppen oder R-

o]

Moduln) auf allen Halmen denselben Morphismus, so sind sie gleich: Sind F = G zwei Morphismen von
P

Garben auf einem topologischen Raum X mit p, = 1, fir alle x € X, so gilt p = 1.

Beweis. Seien Uc X offen und s € F(U) beliebig. Wegen (p(U)(8))z = ©z(Sz) = ¥2(sz) = (Y(U)(s)), fiir
alle x € X folgt ¢(U)(s) = (U)(s) nach Satz 2.3.1.(a) und somit ¢ = 1. O

2.4. Garben von Mengen und étale Riume.
2.4.1. Unser Ziel ist Satz 2.4.15.

2.4.2. Wir erinnern an die Definition [ , Definition 4.1.11] einer étalen Abbildung: Eine Abbildung

p: E — X topologischer Réume heifit étale, falls sie stetig ist und jeder Punkt x € E eine offene Umgebung

U@ E hat, so dass p(U) offen in X ist und die induzierte Abbildung U — p(U) ein Hom6omorphismus ist.
Wir erinnern ebenfalls an wichtige Eigenschaften étaler Abbildungen (siehe [ , Aufgabe 4.1.16]):

(a) Jede Einbettung einer offenen Menge ist étale.
(b) Jede étale Abbildung ist offen.

(¢) Seien F = E 2 X stetige Abbildungen. Ist p étale, so ist m genau dann étale, wenn pom étale ist.

Definition 2.4.3. Sei X ein topologischer Raum. Ein étaler Raum iiber X ist eine étale Abbildung
p: E — X; genaugenommen ist das Paar (E,p) gemeint, wobei E ein topologischer Raum und p: £ — X
eine étale Abbildung sind; by abuse of notation 148t man oft p weg und spricht nur von E als étalem Raum.
Die Kategorie der étalen Rdume iiber X ist die volle Unterkategorie étTop, x von Top, x, deren Objekte
die étalen Rédume {iber X sind.

2.4.4. Sei E = (E % X) ein étaler Raum iiber X.

(a) Ist F = (F % X) ein weiterer étale Réume iiber X, so ist jeder Morphismus m: F — E in étTop, x
automatisch étale und offen nach 2.4.2.
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(b) Speziell gilt: Ist s: U@ E ein stetiger Schnitt von p, wobei U@ X eine offene Teilmenge ist, so ist s
étale und offen (denn U ist étale iiber X). Als Schnitt ist s injektiv und somit eine offene Einbettung
s:U = s(U)e E.

Definition 2.4.5 (Etaler Raum einer Préigarbe). Sei F eine Priigarbe von Mengen auf einem topologischen
Raum X. Wir versehen die Menge

(F) = | | Fu

zeX
mit der Finaltopologie beziiglich der folgenden Familie (5)y¢ x se () von Abbildungen:
o Fiir jede offene Teilmenge U@ X und jedes s € F(U) betrachte die Abbildung 5: U — ét(F),
ur> 5(u) = s, € Fy, C ét(F).
Wir nennen ét(F) bzw. genauer die offensichtlich stetige” Abbildung
ét(F) — X,

die alle Elemente von F, C ét(F) auf x abbildet, den étalen Raum (iiber X) von F (die Terminologie
wird in Proposition 2.4.10.(c) gerechtfertigt).

Ist ¢: F — G ein Morphismus, so induzieren die ¢,: F, — G, eine offensichtlich stetige”' Abbildung
ét(p): ét(F) — ét(G) iiber X. Dies definiert den Funktor ,étaler Raum*

ét: PSh(X;Set) — Top, x,
der, wie wir in Proposition 2.4.10.(c) sehen werden, in der vollen Unterkategorie étTop, x landet.

2.4.6. Nach Konstruktion sind die Fasern von p = pr: ét F — X genau die Halme von F, in Formeln
pl(z) = F, fir alle z € X.

2.4.7. Sei X ein topologischer Raum. Die in 1.6.9 definierte Zuordnung (¢: E — X) — SE := Sp = Sg/x
erweitert in offensichtlicher Weise zu einem Funktor

§: Top,x — PSh(X; Set).
Dieser Funktor landet in der vollen Unterkategorie Sh(X; Set) der Garben (siehe Beispiel 2.2.10).

Proposition 2.4.8 (Adjunktion (étaler Raum, Schnitte)). Sei X ein topologischer Raum. Dann ist (ét,S)
ein adjungiertes Paar von Funktoren

ét
PSh(X;Set) = Top,x
S

durch die wie folgt definierten Bijektionen
a=arpg: Top,x(6t(F), E) =5 PShiy set(F, Sk),

fiir F € PSh(X;Set) und (E % X) € Top,x. Ist f+ ét(F) — E ein Morphismus in Top, x, so sei a(f): F —
Sk der (wohldefinierte) Prdigarbenmorphismus mit
a(f)U): F(U) = Sg(U),
s+ fos,

firUc X.

Beweis. Dem Leser iiberlassen (siehe Aufgabe 2.4.9): Definiere beispielsweise eine zu « inverse Abbildung
B; zeige, dass a mit Morphismen vertréaglich ist. a

"Denn fiir jedes Paar (U, s) wie oben ist die Verkniipfung U ER ét(F) — X die stetige Inklusion Uc X.

TDenn fiir jedes Paar (U, s) wie oben ist die Verkniipfung U = é6(F) <2y 4t(G) die stetige Abbildung o(U)(s): U — ét(G).
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Aufgabe 2.4.9. Beweise Proposition 2.4.8 und zeige, dass Eins n und Koeins £ der Adjunktion wie folgt
gegeben sind. Die Eins ist

(2.4.1) nr: F — Sew 7
FU)os— (5:U — étF)
fiir 7 € PSh(X; Set) und die Koeins ist
(2.4.2) ep: éSp — E,
(SB)z = (SE)q(e) 2 € = 52 = evg(e)(€) = e(q(e)) = eva(e) = e(z) = s(x)
fir (F % X) € Top /x mit der in 2.1.7 erklérten Auswertung von Funktionskeimen.

Ende der 10. Vorlesung am 18.05.2021 (der 13.05.2021 war Feiertag).

Proposition 2.4.10 (Eigenschaften des étalen Raums einer Prigarbe). Sei F eine Prdgarbe von Mengen
auf einem topologischen Raum X und sei p: ét(F) — X die stetige Abbildung aus Definition 2.4.5. Dann
gelten:
(a) Die Menge
(2.4.3) {3(U)|Uc X,s € F(U)}
ist eine Basis der Topologie von ét(F) (siehe | , Definition 2.8.7]), die mit je zwei Elementen
auch deren Schnitt enthdlt™.
(b) Fiir alle Uc X und s € F(U) ist der stetige Schnitt 5: U — ét(F) von p eine offene Einbettung
5:U =5 35(U)e 6t(F).™
(c) Die Abbildung p: ét(F) — X ist étale.
Insbesondere landet der Funktor ét: PSh(X;Set) — Top, x in der vollen Unterkategorie ¢tTop .
(d) Ist V@ X eine offene Teilmenge, so ist ein Schnitt t: V — ét(F) von p diber V genau dann stetig,
wenn es fir jedes v € V eine offene Umgebung v € U V und einen Schnitt s € F(U) mit t|y =3
gibt.

Beweis. (a) Wir zeigen zuerst, dass alle Elemente von (2.4.3) offen sind. Seien U@ X und s € F. Wir
behaupten 5(U)@ ét(F). Fiir beliebige V@ X und ¢t € F(V) ist zu zeigen, dass
—1,_

t SU)={zeUNV |s; =t}
offen in V ist. Jedes x € U NV mit s, = t, hat aber nach 2.1.2 eine offene Umgebung Wae U NV mit
slw = t|w. Daraus folgt s, = (8|w)w = (t{w)w =ty flir allew € W, d.h. x € W C f_l(E(U)). Folglich gilt
wie gewiinscht f_l(E(U))@ V.

Sei N@ ét(F) eine beliebige offene Menge. Sei e € N. Dann gibt es eine offene Umgebung U@ X von
z:=p(e) und ein s € F(U) mit e = s, = 5(z). Nach Definition der Finaltopologie ist V := 35 1(N)c U eine
offene Teilmenge mit z € V. Wir folgern e = 3(x) € 5(V)) = s|y(V) C N. Somit ist N eine Vereinigung von
Elementen der Menge (2.4.3). Mit anderen Worten ist (2.4.3) eine Basis.

Seien U, V@ X und s € F(U) und t € F(V). Wegen 5(U)@ ét(F) und der Stetigkeit von # ist

W=t 'GU)={zeUnV |s, =t,}

offen in X. Wegen
(2.4.4) SUNTV)={ecét(F)|IreUNV s, =e=t,} =35(W) = sly (W)
ist der Schnitt zweier Elemente unserer Basis wieder in der Basis.

(b) Seien U X und s € F(U). Sicherlich ist 5: U — ét(F) stetig und ein Schnitt von p und somit injektiv.
Fiir jede offene Teilmenge U'@ U gilt s(U’) = s|y/ (U’)@ ét(F). Also ist s eine offene Einbettung.

(¢) Fir jedes e € ét(F) gibt es eine offene Umgebung Uc X von z := p(e) und ein s € F(U) mit
e = s, = 5(z). Als offene Einbettung (nach (b)) induziert 3 einen Homoomorphismus U — 3(U), dessen

"2Ich war versucht zu schreiben, dass die Basis unter endlichen Schnitte abgeschlossen ist, jedoch ist der ,leere Schnitt*
(Indexmenge ist leer) alias der ganze Raum ét(F) im Allgemeinen nicht in unserer Basis.
73Wenn (c) schon bekannt wire, wére (b) eine einfache Folgerung aus 2.4.4.(b).
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Inverses natiirlich die von p induzierte Abbildung s(U) — p(5(U)) = U ist. Weil 3(U) eine offene Umgebung
von e in ét(F) ist und U X gilt, ist p étale.

(d) Die Implikation <= ist trivial, denn alle 5 sind stetig. Wir zeigen =-. Sei v € V. Wegen t(v) € Fpt(v)) =
F. gibt es eine offene Umgebung W@ X von v und ein s € F(W) mit t(v) = s, = 5(v). Da t stetig ist, folgt
velU:=t"'(3W))eVNWe V. Dann gilt t(u) = 5(u) = s, fiir alle u € U, also |y = 3|y = s|v. O

2.4.11. Sei s € F(U) ein Schnitt einer Prégarbe F iiber einer offenen Menge UG X und sei z € U.
Dann enthélt jede Umgebung von s, € ét(F) eine offene Umgebung der Form 5(W) fiir eine geeignete
offene Umgebung W e U von z. Die folgt sofort aus Proposition 2.4.10.(a) und der im Beweis beobachteten
Gleichheit (2.4.4).

Lemma 2.4.12. Sei F ein Prdgarbe von Mengen auf X. Dann induziert die Fins nr: F M
Isomorphismen auf allen Halmen, in Formeln

Ser F

(77.7:)"5 fx :—> (Sét}'):c
fiir alle x € X.

Beweis. Die Injektivitét ist klar, denn die Verkniipfung

Fu 50 (Sar)e e M) = e
ist offensichtlich die Identitét.
Surjektivitit: Jedes Element von (Sg ), ist der Keim ¢, eines t € Sg #(V) alias stetigen Schnittes
t: V — ét F fiir eine offene Teilmenge V@ X. Nach Proposition 2.4.10.(d) gilt ohne Einschrinkung ¢t = 3 fiir
ein s € F(V). Dann ist s, € F,, das gesuchte Urbild. O
Lemma 2.4.13. Genau dann ist eine Prigarbe F € PSh(X;Set) eine Garbe, wenn die Fins nr: F M
Ser(F) der Adjunktion (ét,S) ein Isomorphismus ist.

Beweis. <: Dies ist trivial, denn Sg ist fiir jede stetige Abbildung F — X eine Garbe.

=: Nach Lemma 2.4.12 ist n halmweise ein Isomorphismus. Weil sowohl F als auch Sg; r Garben sind,
ist nr dann automatisch ein Isomorphismus (siehe Satz 2.3.1.(b)). O
Lemma 2.4.14. Genau dann ist eine stetige Abbildung q: E — X étale, wenn die Koeins eg: ét(Sg) M
E der Adjunktion (ét,S) ein Isomorphismus ist.

Insbesondere gilt: Ist q: E — X é€tale, so induziert e auf allen Fasern Isomorphismen, in Formeln
(er)e = evy: (Sp)e — ¢ 1) fiir alle x € X (vgl. 2.1.7).

Beweis. Nach Proposition 2.4.10.(c) wissen wir, dass p: ét(Sg) — X stets étale ist.

<«: Das ist mit diesem Wissen trivial.

=: Sei E étale iiber X. Da die stetige Abbildung eg dann ein Morphismus in étTop /x 1st, ist sie auto-
matisch offen (siehe 2.4.4). Es geniigt also zu zeigen, dass g bijektiv ist. Dies ist sicher der Fall, wenn fiir
jedes x € X die von eg auf den Fasern iiber = induzierte Abbildung
(2.4.5) ep:p H(x) = (Sp)e — ¢ ()
bijektiv ist.

Surjektivitit: Fiir jedes e € ¢~ (z) gibt es eine offene Umgebung e € WG X, so dass die von ¢ induzierte
Abbildung ein Homéomorphismus gly : W = ¢(W)@ X ist. Sei s: ¢(W) = WG E sein Inverses. Dann gilt
s € Sg(q(W)). Nach Definition der Koeins gilt eg(s;) = s(x) = e. Also ist (2.4.5) surjektiv.

Injektivitét: Seien zwei Elemente von (Sg), gegeben. Wir kénnen sie als s, und ¢, darstellen, fiir geeignete
offene Teilmengen U und V von X und s € Sg(U) und ¢t € Sg(V'). Wir nehmen an, dass die Bilder von s, und
t,, unter (2.4.5) iibereinstimmen, dass also s(z) = t(x) gilt. Sei W C E eine offene Umgebung von s(z) = t(z),
so dass glw: W = q(W)@ X ein Homdomorphismus ist. Da s und ¢ stetig sind, ist s=1(W) Nt~ (W) eine
offene Teilmenge von X. Da gy : W — X injektiv ist, miissen s und ¢ auf s~} (W)Nt~1(W) iibereinstimmen.
Erst recht gilt dann s, = t, fiir die Keime bei z. Also ist (2.4.5) injektiv. |
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Satz 2.4.15 (Garben von Mengen als étale Rdume). Sei X ein topologischer Raum. Dann induziert die

t .
Adjunktion (ét,S,mn,€) von Funktoren PSh(X; Set) = Top, x Aquivalenzen™
S

ét: Sh(X;Set) = étTop x und
Sh(X; Set) <= étTop, x: S
von Kategorien, die vermdge n und € quasi-invers zueinander sind.

2.4.16. Wir kénnen uns dank dieses Satzes Garben als geometrische (bzw. zumindest topologische) Objekte
vorstellen. Die damit verbundene geometrische Anschauung ist fiir mein Verstindnis von Garben entschei-
dend.

Entscheidend fiir geometrische Anschauung von Garben! Male Bilder! Wolkenkratzer 1.6.11, konstante
Garben 1.6.7.(b), Ausdehnung durch Null, Seite 32 Soergel; gewisse Einschrinkung: der étale Raum von
Garben wie Cg ist nicht so leicht zu visualisieren, siehe unten. Der offenen Einbettung U C X entspricht hy
aus Beispiel 2.2.12.

Beweis. Dies folgt aus der allgemeinen Aussage von Aufgabe 1.1.42 und unseren Charakterisierungen von
étalen Rdumen bzw. Garben in Lemma 2.4.14 bzw. Lemma 2.4.13. a

2.4.17. Der étale Raum ét(F) einer Garbe ist im Allgemeinen nicht Hausdorff: Sei Cg = Crr die Garbe der
stetigen reellwertigen Funktionen auf X = R. Betrachte die Nullfunktion 0 und die Funktion f(z) = max(x, 0)
als Elemente von Cg(R). Ihre Keime 0, und f, stimmen an allen Stellen p < 0 iiberein, differieren aber an
allen Stellen p > 0. Daraus folgt, dass die beiden Elemente fy # 0 von ét(Cgr) keine disjunkten Umgebungen
haben (verwende 2.4.11). Also ist ét(Cr) nicht Hausdorff.

2.4.18. Sei O die Garbe der holomorphen Funktionen auf der komplexen Ebene X = C: Sie ordnet jeder
offenen Teilmenge Uc C die Menge O(U) der holomorphen Funktionen auf U zu (mit offensichtlichen Re-
striktionen; es handelt sich offensichtlich um eine Garbe). Fiir diese Garbe ist ét(O) Hausdorff: Seien zwei
verschiedene Elemente von ét(Q) gegeben. Wir konnen sie darstellen als Keime f, und g,, fiir geeignete
komplexe Zahlen u,v € C, offene Umgebungen u € Uc C, v € V@ C und Schnitte f € O(U), g € O(V).
Nach Annahme gilt f, # g,.

e Fall u # v: Dann haben f, und g, sicherlich disjunkte offene Umgebungen haben (etwa f(U) und
g(V'), wenn man ohne Einschrankung U und V so verkleinert, dass U NV = @& gilt).

e Fall u = v. Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass U = V ein offener e-Ball um u = v ist
(also insbesondere zusammenhéngend ist, d. h. ein Gebiet in der Sprechweise der Funktionentheorie).
Sicherlich sind f(U) und g(U) offene Umgebungen von f, und g,. Wir behaupten, dass sie disjunkt
sind. Sonst gibt es ein x € U mit f, = g,. Folglich stimmen f und g auf einer offenen Umgebung
W@ U =V von z iiberein. Insbesondere ist « € U ein Haufungspunkt der Koinzidenzmenge {z € U |
f(z) = g(2)}. Der Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen [ , Identitétssatz fiir holomorphe
Funktionen] liefert f = g auf U und insbesondere f,, = g, = g, im Widerspruch zur Annahme.

Also ist ét(O) Hausdorff.

Genauer ist ét(0) eine 1-dimensionale holomorphe Mannigfaltigkeit”®, wenn man als Karten die Homoo-
morphismen 5: U = 5(U)@ ét(O) aus Proposition 2.4.10.(a) nimmt, fiir U C und s € O(U). Eine Rie-
mannsche Fliiche ist eine zusammenhiingende 1-dimensionale holomorphe Mannigfaltigkeit. Ist f € ét(O)
ein beliebiges Element (= ein Funktionskeim einer holomorphen Funktion), so ist die Zusammenhangskompo-
nente (= Wegzusammenhangskomponente) von f in ét(O) offen (und abgeschlossen), wie sofort aus | ,
5.2.4 fiir ,lokal wegzusammenhéingend“ und Lemma 2.6.17] folgt, also eine Riemansche Fldche. Wir nennen
sie die Riemannsche Fliche zum Funktionskeim f. Wir geben einige Beispiele (ohne Beweise, aber
hoffentlich sind die Behauptungen anschaulich klar).

74By abuse of notation verwenden wir dieselben Symbole ét und S fiir die induzierten Funktoren.
"5Wer die Definition nachlesen mochte, siehe Soergel: Mannigfaltigkeiten und Lie-Gruppen. Insbesondere ist die Hausdorfi-
Eigenschaft Teil der Definition.
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e Sei w eine (holomorphe) n-te Wurzel der holomorphen Funktion z = id¢: C — C auf einem kleinen
e-Ball um 1, etwa die mit w(1) = 1. Dann ist die Riemannsche Fliche F' zum Funktionskeim w; € Oq
eine n-blittrige Uberlagerung von C*. Die Abbildung

F = {(z,u) e C* x C* |u" = 2},
0.3 s, (2,8.(2)),
die man in formal besserer, aber weniger suggestiver Notation als f — (p(f), f(p(f))) schreiben
kann, ist ein Isomorphismus Riemannscher Fliachen.

e (langweilig) Seien f: C — C eine holomorphe Funktion, z € C und F' die Riemannsche Flidche zum
Funktionskeim f,. Dann ist f: C — F' ein Isomorphismus Riemannscher Fliachen.

Fiir mehr Informationen zu Riemannschen Flichen und dem gerade skizzierten siehe | , insbesondere
Satz 7.8]; jedoch ist die dortige Verwendung des Begriffs Uberlagerung verschieden von dem in der Topologie
gebrauchlichen, vgl. | , Bemerkung nach 4.11 Definition, 4.22 Satz].

2.4.19 (Schnitte einer Garbe iiber beliebigen Teilmengen). Sei F € Sh(X;Set) eine Garbe. Dann ist nach
Lemma, 2.4.13 die Eins ein Isomorphismus nr: F — Set(F); mit anderen Worten ist fiir jede offene Teilmenge
Ug X die Zuordnung s +— S eine Bijektion

(2.4.6) FU) = St 7(U) = {t: U — ét(F) stetig | p(t(u)) = u fiir alle u € U}.

Die rechte Seite ist aber auch sinnvoll fiir nicht notwendig offene Teilmengen von X. Wir definieren deshalb
fiir beliebige Teilmengen A C X die Menge der Schnitte von F iiber A als

(2.4.7) F(A):=T(F;A) :={t: A — ét(F) stetig | p(t(a)) = a fiir alle a € A}.
0 Beispielsweise gilt

(2.4.8) F({x}) = Fo

via t — t(x).

2.4.20 (Einschrinkung einer Garbe auf beliebige Teilmengen). Jede Prigarbe F € PSh(X;Set) lafit sich
auf jede offene Teilmenge U@ X einschrinken; wir notieren diese Einschrinkung als F|y. Formal ist sie als
Komposition
Flu: Open(U)°P? — Open(X)°P Z, Set
definiert. Ist F eine Garbe, so ist F|y offensichtlich ebenfalls eine Garbe.
Ist F eine Garbe, so ist es auch moglich, F auf beliebige Teilmengen A C X einzuschrinken, denn
mit p: étF — X ist auch (6t F)|a = p~1(A) — A étale (offensichtlich oder als Pullback nach [ )

Aufgabe 4.1.16]). Diesem étalen Raum entspricht nach Satz 2.4.15 die Garbe seiner stetigen Schnitte, die
wir als

f|A = Sp—l(A) = S(ét}')lA
notieren und als Einschrinkung von F auf A bezeichnen. 7" Ihre globalen Schnitt sind genau die Elemente
von (2.4.7), in Formeln

Fla(A) = F(A).

Warnung 2.4.21. Die Einschrénkung der Garbe Cr = Cg, x der stetigen reellwertigen Funktionen auf einem
topologischen Raum X auf eine offene Teilmenge U C X ist die Garbe Cgr y der stetigen Funktionen auf
U. Dies stimmt fiir andere Teilmengen im Allgemeinen keinesfalls: Ist etwa z € X ein Punkt, so ist die
Einschrinkung von Cg auf {x} der Halm (Cg)., aufgefasst als Garbe auf {z}.

76 Die Pingeligen werden einen kleinen Notationskonflikt bemerken: Ist UG X offen, so haben wir nun eigentlich zwei
Definitionen von F(U), die jedoch bis auf den kanonischen Isomorphismus (2.4.6) {ibereinstimmen, da F eine Garbe ist. In der
Praxis sieht man diesen Isomorphismus meist als Gleichheit an.

(Dies erklédrt auch, weshalb wir F(A) hier nur fiir Garben definieren, denn fiir Prigarben hétten wir sonst wirklich zwei
verschiedene Definitionen von F(U)).

77 Ahnlich wie in FuBnote 76 sind die beiden fiir F|u gegebenen Definitionen kanonisch isomorph (dies gilt aber nicht, wenn
F nur eine Priigarbe, aber keine Garbe, wire, wie man schon fiir U = X sieht).
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2.5. Garben von abelschen Gruppen und abelsche Gruppenobjekte étaler Riume.

2.5.1. Der Leser mag sich fragen, ob wir mit Satz 2.4.15 auch Garben von abelschen Gruppen geometrisch
beschreiben kénnen. Dies geht mit Hilfe der in 1.2.70 eingefiihrten Terminologie von abelschen Gruppen-
Objekten. Sinnvoll, diese jetzt zu erkldren!

2.5.2. Jede Aquivalenz zwischen Kategorien induziert eine Aquivalenz zwischen den entsprechenden Katego-
rien von abelschen Gruppen-Objekten.”® Somit liefern (die relativ tautologische Aussage von) Aufgabe 2.5.3
und Satz 2.4.15 Aquivalenzen

Sh(X; Ab) <= Ab(Sh(X;Set)) = Ab(étTop, y)

von Kategorien. In Worten kann man also Garben abelscher Gruppen auf X durch abelsche Gruppen-Objekte
in der Kategorie der étalen Rdume beschreiben.

Was ist aber nun ein Objekt von Ab(étTop, ) konkret?

Dazu sollten wir zunéchst das terminale Objekt und endliche Produkte in étTop /x verstehen, was aber
einfach ist: Das terminale Objekt ist idx : X — X. Gegeben zwei étale Abbildungen £ — X und F' — X ist
E xx F — X ebenfalls étale (nach | , Aufgabe 4.1.16]) und offensichtlich das Produkt in étTop,y (wie
auch in Top, ). Analog werden endliche Produkte gebildet.

Somit ist ein Objekt von Ab(étTop / ) eine étale Abbildung p: F — X zusammen mit Additions- und
Neutrales-Element- und Inversen-Morphismen

nw=+:Exx E—E,
n: X = F,
t=—FE—F

in étTop /x C Top,x, so dass die in 1.2.70 erkldrten Diagramme kommutieren. Kommutativitét ist beispiels-
weise im kommutativen Diagramm

swap

EXXE4>E><XE

()= (f-e)
\ /

E

codiert.

Offensichtlich ist die Faser E(x) = p~ (z) = Top,x({z}, £) iiber jedem Punkt z € X eine abelsche
Gruppe. Salopp gesprochen ist p: E — X eine ,Familie (E(x)),cx von stetig in X variierenden abelschen
Gruppen®.

Aufgabe 2.5.3 ((Prd-)Garben abelscher Gruppen als abelsche Gruppen-Objekte in der Kategorie der
(Préd-)Garben von Mengen). Sei X ein topologischer Raum. Die naheliegenden Funktoren liefern waage-
rechte Aquivalenzen von Kategorien und senkrechte Inklusionen voller Unterkategorien im kommutativen
Diagramm™

Ab(PSh(X;Set)) —— PSh(X; Ab)
@] U
Ab(Sh(X; Set)) —= Sh(X; Ab).

Hinweis: Zuerst kiimmere man sich um die obere Horizontale. Dazu verallgemeinere man den Isomorphis-
mus (1.2.16) mit Hilfe der folgenden Formalitét (die so tautologisch ist, dass das Hauptproblem darin besteht,
zu verstehen, was eigentlich zu zeigen ist): Ist C eine beliebige Kategorie mit endlichen Produkten und ist

78Vgl. 1.2.72; jede Aquivalenz erhilt alle Limiten und Kolimiten, was man direkt sieht, aber auch daraus folgt, dass sie
sowohl ein linksadjungierter als auch ein rechtsadjungierter Funktor ist.
TOWer mag, kann sich auch noch iiberlegen, dass alles mit den Vergissfunktoren nach PSh(Set; X) und Sh(Set; X) kompatibel
ist.
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7 eine Kategorie, so hat CT nach Aufgabe 1.2.68 ebenfalls alle endlichen Produkte und der naheliegende
Funktor ist eine Aquivalenz

(2.5.1) Ab(CT) & Ab(C)?

von Kategorien. Nachtriglich ergénzt: Die linke Vertikale existiert (als Funktor, den man dann als Inklu-
sion einer vollen Unterkategorie auffassen kann) wegen 1.2.72 und der (offensichtlichen, aber noch nicht
bewiesenen) Tatsache, dass Sh(X;Set) — PSh(X;Set) mit endlichen Produkten (und sogar allen Limiten)
kommutiert, siche der erste Punkt von Satz 2.7.1.

Bemerkung: Analoges gilt fiir Grp, Ring, Mod(R) etc. statt Ab.

2.5.4 (Alternative Definition eines abelschen Gruppen-Objekts). nicht in Vorlesung erklirt Wir erkliiren, wie
die Tautologie (2.5.1) zu einer dquivalenten Beschreibung der Kategorie abelscher Gruppen-Objekte fiihrt.
Sei C eine Kategorie. Da der volltreue Yoneda Funktor C — Set®”, G+ C(—, G), offensichtlich mit endlichen
Produkten (und sogar beliebigen Limiten, siehe Fufinote 19) vertauscht, erhalten wir mit 1.2.72 den ersten
der folgenden Funktoren, der volltreu ist, die anderen Funktoren sind die angegebenen Aquivalenzen von
Kategorien.

(1.2.16) ¢
—_

AB(C) — Ab(Set®”) L2, Ap(Set)©” AL

~

In Worten ist ein abelsches Gruppenobjekt (A, 4,0, —) in C also ,,dasselbe® wie ein Objekt A € C zusammen

mit einem , Lift“ C(—, A) € A" von C(—,A) € Set®” unter dem Vergissfunktor ABC”" = Set®™”| also
kompatiblen Gruppenstrukturen auf allen C(S, A) fiir S € C.
Analog kann man Gruppenobjekte (statt abelscher Gruppenobjekte) etc. beschreiben.

Ende der 11. Vorlesung am 20.05.2021.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 2.2.7: Prégarben und Garben von Mengen bzw. abelschen Gruppen auf zweielementigem
Raum.

(2) Aufgabe 2.4.9: Adjunktion (ét,S)

(3) Aufgabe 2.2.13: Priagarbenkern bzw. -kokern

(4) Aufgabe 2.5.3: abelsche Gruppenobjekte von Garben

2.6. Garbifizierung.
Satz 2.6.1 (Garbifizierung fiir Pragarben von Mengen). Sei X ein topologischer Raum. Der Funktor Gar-
bifizierung

f:=Soét: PSh(X;Set) — Sh(X; Set),

P — 4P,

und die (volltreue) Inklusion v: Sh(X;Set) C PSh(X;Set) bilden ein Paar (§,¢) adjungierter Funktoren
vermoge der Bijektionen
(2.6.1) onp: Sh(tP,G) = PSh(P,«(G)),

fiir Pragarben P € PSh(X;Set) und Garben G € Sh(X;Set), wobei np die Fins np: P — Sevp = P der
Adjunktion (ét,S) ist.>°

80Riir die Pingeligen: Genau genommen ist § der eindeutige Funktor, der das Diagramm

PSh(X; Set) _Sodt PSh(X; Set)

\
UL

Sh(X; Set)
kommutativ macht. Die Abbildung (2.6.1) bildet genau genommen einen Morphismus ¢: P — G auf die Verkniipfung ¢(¢) o
np: P 25 Sepp = P <2 1G ab.
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2.6.2 (Universelle Eigenschaft der Garbifizierung). Die Bijektion (2.6.1) kann auch als universelle Eigenschaft
der Eins np: P — fP gelesen werden, wobei P € PSh(X;Set) eine beliebige Prigarbe ist: Fiir jede Garbe
G € Sh(X;Set) faktorisiert jeder Prigarbenmorphismus ¢: P — G in eindeutiger Weise als

P yp
R

m v

G.

81 In diesem Sinne ist np eine ,universelle Priagarbe-Garbe-Abbildung®. Ist P bereits eine Garbe, so ist sie
ein Isomorphismus (nach Lemma 2.4.13).

Beweis. Fiir beliebige Priigarben P, G € PSh(X; Set) betrachte das Diagramm

PSh(P,G) 19e PSh(P, S ét G) < Top, x (¢t P, ét G)

Tonp Tonp /
PSh(Sét P, G) —2°% PSh(X;Set)(Sét P, Sét G),

dessen rechte obere Horizontale die Adjunktionsbijektion ist. Das linke Quadrat ist offensichtlich kommuta-
tiv, das rechte Dreieck ist wegen des kommutativen rechten oberen Dreiecks in (1.1.9) kommutativ.®? Die
Abbildung S ist bijektiv, denn S ist volltreu auf étalen Riumen (sieche Satz 2.4.15). Also ist die rechte
Vertikale onp bijektiv. Ist nun G sogar eine Garbe, so ist 7g ein Isomorphismus (siehe Lemma 2.4.13), so
dass dann auch die linke Vertikale onp bijektiv ist. Da die Morphismenmenge links unten mit Sh(gP, G)
iibereinstimmt, zeigt dies die Bijektivitdt von (2.6.1). Offensichtlich ist (2.6.1) natiirlich in P und G. O

2.6.3. Garbifizierung veriindert die Halme nicht: Nach Lemma 2.4.12 gilt P, — (§P), fiir alle z € X.

Beispiel 2.6.4 (Garbifizierung auf einelementigen Rdumen). Sei P eine Priagarbe von Mengen auf einem
einelementigen Raum {*}. Dann ist ihre Garbifizierung §P durch

(2.6.2) (EP){*}) = Sap({*}) = Px <= P({*})
eindeutig gegeben (denn wie immer bei Garben ist (§P)(2) einelementig). Modulo des Isomorphismus

Sh({x};Set) = Set aus 2.2.6 ist Garbifizierung also isomorph zum Halm-Funktor P ~ P, und auch zum
Globale-Schnitte-Funktor P+ P({*}).

2.6.5 (Explizite Beschreibung der Garbifizierung). Sei P € PSh(X; Set) eine Priigarbe von Mengen. Dann
gilt

(4P)(U) = Setp(U)
= {s: U — ét P stetiger Schnitt}

_ _ fir alle u € U existiert eine offene Umgbung Ve U

(2.6.3) - {S = (s(w))uev € 12]7)“ | und ein t € P(V) mit t, = s(v) fiir alle v € V }

fiir jedes Uc X, wobei die letzte Gleichung wegen Proposition 2.4.10.(d) gilt. Man beachte, dass in der
letztgenannten Menge der étale Raum ét P keine Rolle spielt bzw. jedenfalls nicht explizit auftaucht, man
also die Garbifizierung §P auch ohne explizite Erwéhnung des étalen Raums ét P hiitte definieren kénnen.

Aufgabe 2.6.6 (Garbifizierung fiir Prigarben abelscher Gruppen). Zeige, dass Satz 2.6.1 sinngemif auch
fiir Prigarben und Garben von abelschen Gruppen (statt Prigarben und Garben von Mengen) gilt.

Hinweis als Slogan: Garbifizierung von Prédgarben von Mengen ist ,,dasselbe” wie Garbifizierung von
Priagarben von abelschen Gruppen.

81Djes ist genau 1.1.36.(a), jedoch unterdriicken wir hier den Rechtsadjungierten : Sh(X;Set) C PSh(X;Set) in der Nota-
tion. Vergleiche auch 1.1.37 und Aufgabe 1.1.38.

82Nicht benétigt: Das Diagramm bleibt kommutativ, wenn man die beiden oberen Ecken mit der Abbildung ét verbindet,
denn es gilt ng o ¢ = (Sétp) o np fiir alle : P — G, denn 7 ist eine natiirliche Transformation.
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Hinweis: Sei P € PSh(X; Ab) eine Priigarbe abelscher Gruppen. Definiere eine Garbe abelscher Gruppen
14PP so, dass ihre unterliegende Garbe von Mengen die Garbifizierung von §P = §5*P ist (verwende (2.6.3)).

Bemerkung: Analog wird Garbifizierung fiir Gruppen-Priagarben, Modul-Prarben, Ring-Priagarben defi-
niert.

Aufgabe 2.6.7. Finde Beispiele von Priagarben, die keine Garben sind. Wie sieht ihre Garbifizierung aus?
Hinweis: Aufgabe 2.2.7

2.7. Limiten und Kolimiten von Garben.

Satz 2.7.1 (Limiten und Kolimiten von Garben). Die Kategorie Sh(X;Set) der Garben von Mengen auf
einem topologischen Raum X hat alle Limiten und Kolimiten und diese kionnen wie folgt berechnet werden:
e Der Limes eines Diagramms von Garben in der Kategorie der Prdgarben ist (eine Garbe und) ein
Limes in der Kategorie der Garben, in Formeln limS" F; = lim™St 7, fiir jedes Diagramm F: 7T —
Sh(X;Set) von Garben.
o Die Garbifizierung des Kolimes eines Diagramms von Garben in der Kategorie der Prdigarben ist ein
Kolimes in der Kategorie der Garben, in Formeln colim®® F; = hcolimpSh F; fir jedes Diagramm F
von Garben.

Analoges gilt fiir die Kategorie Sh(X; Ab) der Garben abelscher Gruppen.

Aufgabe 2.7.2. (sehr leicht) Wie sehen das initiale Objekt und das terminale Objekt in Sh(X; Set) und
Sh(X; Ab) aus?

Beweis. Nach 1.6.12 gibt es in der Kategorie der Préagarben alle Limiten und Kolimiten und diese werden
objektweise berechnet erkannt. Sei F: Z — Sh(X;Set) ein Diagramm von Garben von Mengen oder ein
Diagramm F: Z — Sh(X; Ab) von Garben von abelschen Gruppen.

Zum Limes: Wir behaupten, dass sein ohne Einschréinkung objektweise berechneter Limes hmleI Fi
in der Kategorie der Prigarben eine Garbe ist; dann ist er nach Aufgabe 1.2.67 der gesuchte Limes in der
Kategorie der Garben.

Sei U C P(X) ein System offener Teilmengen mit Vereinigung W := (J;;¢,, U. Sei i € Z. Da F; eine Garbe
ist, ist F;(W) der Egalisator/Limes des Diagramms

T2
I[[7v)= ][] mwnv)
Uelu " uveu
von Mengen (siehe 2.2.4). Aufgabe 1.2.26 impliziert®*, dass lim;cz F;(W) der Egalisator von
11 lim F;(U) :; 11 lim (U N V)
veu vveu"
ist. Wegen der objektweisen Berechnung von lim}?> ieT b F, ist also (lnnzpes%1 Fi ) (W) der Egalisator von

H (hmfeszh :i H hrnZPES}1 Y(Unv).
veu U veu

Dies zeigt, dass 1imzP€S%1 F; eine Garbe ist.
PSh

Zum Kolimes: Wir behaupten, dass hcohmlez Fi oder préziser fcolim; 7 «(F;) zusammen mit den
Verkniipfungen

D Fj = F; LLEN hcohmze}l L(F)

83[n Aufgabe 2.2.13.(a) hat der Leser das bereits in einem konkreten Fall nachgerechnet.
[e3
84Neben T betrachten wir die Indexkategorie J = (1 = 2) und den Funktor F': Z x J — Set, der (i,1) auf
B
[Tyey Fi(U) und (4,2) auf [];; v,y Fi(U N V) abbildet und Morphismen in der offensichtlichen Weise abbildet. Dann gilt
Fi(W) = limjes F(i,7) und die zitierte Aufgabe liefert lim;cz F3(W) = limez limjc 7 F(i,5) = limje g limier F(3,5) =
T
eq (HUeu lim;ez F;(U) % o, v ey imiez (U N V)) Weil Produkte Limiten sind, liefert die zitierte Aufgabe aber auch

[Ty ey limier Fi(U) 2 limier [ [y Fi(U) und analog fiir das andere Produkt.
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als kanonischen Morphismen ein Kolimes ist. Sei 7 € Sh(X;Set) eine beliebige Garbe. Dann ist das Dia-
gramm

Sh(fcolimiSF (F;),T) = PSh(colimi f o(Fi),e(T))

l |-

lim;ez Sh(F;, T) “— lim;ez PSh(«(F;), «(T)),

~

dessen linke Vertikale von den Morphismen in; induziert ist, kommutativ®®. Die obere Bijektion kommt von
der Adjunktion (f,¢), die untere von der Volltreuheit von ¢ und die rechte von Proposition 1.2.22, welche
dann nochmals angewandt unsere Behauptung liefert.

Konkret konstruiert man Morphismen aus dem Garbenkolimes also wie folgt: Gegeben eine Familie kompa-
tibler Morphismen in die Garbe 7 kommt diese von einem eindeutigen Morphismus vom Préigarbenkolimes,
welcher nach der universellen Eigenschaft eindeutig iiber den Garbifizierungsmorphismus faktorisiert, also
vom Garbenkolimes herkommt.

Dieser Beweis ist offensichtlich eine Instanz eines allgemeinen Resultats: Wenn ein volltreuer Funktor
t: A — B einen Linksadjungierten L hat und B alle Kolimiten besitzt, so hat auch A alle Kolimiten und es
gilt colim™ = L colim®. O

Beispiel 2.7.3 (Garbifizierung bei Kolimiten ist nétig). Sie ein topologischer Raum X = UUV die disjunkte
Vereinigung zweier offener nichtleerer Teilmengen U,V (etwa X = {1} U {2} mit der diskreten Topologie).
Dann ist das Prgarbenkoprodukt hy sk hy der beiden durch U und V dargestellten Garben hy und hy
(siehe Beispiel 2.2.12) keine Garbe. Das Garbenkoprodukt hg IS hy st isomorph zu hyx. Dies zeigt, dass
ein Priagarbenkolimes von Garben im Allgemeinen keine Garbe ist.

Beispiel 2.7.4 (Eine Art Fortsetzung von Aufgabe 2.1.9). Fiir jede Garbe F € Sh(X;Set) von Mengen
auf einem topologischen Raum X behaupten wir, dass der kanonische Morphismus aus dem Kolimes ein
Isomorphismus

COhm(U,s)GOpcn(Xﬁ]—' hy — F

ist. In der Tat, betrachte das kommutative Diagramm

COhm?&s)EOpen(X)i]—' hy = F

. PSh
COhm(U,s)EOpen(X)l,]: hy

dessen linke Vertikale der kanonische Morphismus in die Garbifizierung ist, weswegen der gestrichelte Mor-
phismus eindeutig existiert (dies ist der obige kanonische Morphismus aus dem Kolimes, vergliche der blaue
Text im obigen Beweis). Da (2.1.2) ein Isomorphismus ist und da F eine Garbe ist, ist der Priagarbenkolimes
bereits eine Garbe, die linke Vertikale ist also ein Isomorphismus. Also ist der gestrichelte Morphismus ein
Isomorphismus.

Proposition 2.7.5. Sei X ein topologischer Raum. Dann gelten:

(a) Fir jedes x € X kommutiert der Halm-Funktor (—),: Sh(X;Set) — Set mit allen Kolimiten und
allen ENDLICHEN Limiten (aber im Allgemeinen nicht mit unendlichen Produkten, siehe Bei-
spiel 2.7.6).

(b) Genauer detektieren alle Halm-Funktoren gemeinsam Kolimiten und ENDLICHE Limiten von Gar-
ben:

85Denn
colim ¢(F;) — uf colim ¢(F;)

in]ﬂ\ Lhian

o(Fj) — = > the(Fj)
ist kommutativ.
71



e Fin Kegel C unter einem Diagramm F: T — Sh(X;Set), i — F(i) von Garben ist genau dann
ein Kolimes, wenn C,, fir jedes x € X ein Kolimes von (=) o F: T — Set, i — F(i), ist.

e Fin Kegel L iber einem ENDLICHEN Diagramm F: T — Sh(X;Set), i — F(i) von Garben ist
genau dann ein Limes, wenn L, fir jedes x € X ein Limes von (=), o F: L — Set, i — F(i)y
18t.

(¢) Halm-Funktor auf Prigarben. Hauptsichlich Vorbereitung zu (a), aber ich brauche es nochmal in der
ndchsten Proposition. Fir jedes x € X kommutiert der Halm-Funktor (—),: PSh(X;Set) — Set
mit allen Kolimiten und allen ENDLICHEN Limiten (aber im Allgemeinen nicht mit unendlichen
Produkten, siche Beispiel 2.7.6).

Analoges gilt fiir die Kategorie Sh(X; Ab) der Garben abelscher Gruppen.

Beweis. (c¢) Zu Kolimiten: Gelte C = colim F; in PSh(X; Set) und werde der Kolimes ohne Einschrinkung
objektweise ausgerechnet. Dann gilt C(U) = (colim F;)(U) = colim F;(U) fiir jedes U@ X nach 1.6.12. Das
Analogon von Aufgabe 1.2.26 fiir Kolimiten zeigt dann
C, = colim C(U) = colim colim F;(U) 2 colim colim F;(U) = colim(F;).,.
zeUC X reUCX i i zeUCX i

Zu endlichen Limiten: Gelte £ = lim;cz F; in PSh(X; Set), wobei die Indexkategorie Z endlich ist
und der Limes ohne Einschrinkung objektweise ausgerechnet werde. Da der Halm bei z ein FILTRIE-
RENDER Kolimes von Mengen ist und solche Kolimiten mit ENDLICHEN Limiten vertauschen (siehe
Aufgabe 1.2.75.(c)), erhalten wir dhnlich wie oben

L, = colim L(U) = colim lim F;(U) = lim colim F;(U) = lim(F;),.
zeUc X zeUcX 1 t xeUcX J

(a) Zu endlichen Limiten: Da ¢: Sh(X;Set) — PSh(X;Set) mit allen Limiten vertauscht (nach

Satz 2.7.1 oder alternativ als Rechtsadjungierter zur Garbifizierung nach Satz 1.2.23), vertauscht

(—)2: Sh(X:Set) % PSh(X;Set) 2 Set

nach (c¢) mit allen endlichen Limiten.
Zu Kolimiten: Gelte C = colim® F;. in PSh(X;Set). Nach Satz 2.7.1 kénnen wir annehmen, dass
C = geolim™™" ,(F;) gilt. Da Garbifizierung den Halm nicht findert (siehe 2.6.3), folgt mit (c) wie gewiinscht.

C. = (hcolim™™ o (F;)), < (colim™™" o(F;)), = colim o(F;), = colim(F;),.

(b) Die Implikationen = wiederholen nur (a).

Zu den Implikationen <: Wir haben einen induzierten Morphismus colim F (i) — C bzw. £ — lim F(3).
Nach Annahme und (a) induziert er einen Isomorphismus auf allen Halmen. Somit ist er nach Satz 2.3.1.(b)
bereits ein Isomorphismus.

Die Beweise der entsprechenden Aussagen fiir Sh(X; Ab) gehen analog; man beachte dabei, dass filtrie-
rende Kolimiten von abelschen Gruppen ebenfalls mit endlichen Limiten vertauschen, wie sofort aus den
Slogans 1.2.55 und 1.2.11 folgt. |

Beispiel 2.7.6 (Halm des Produkts ist nicht das Produkt der Halme). Betrachte auf X = R die durch
offene Bille U, := B, (0) dargestellten Garben F(n) := hy, und ihr Produkt [], .y F(n) in der Kategorie
der Garben (und auch Prigarben, es wird also ,naiv* ausgerechnet). Dann ist fiir £ = 0 der kanonische

Morphismus
( 11 ]—'(n))gC = [[Fn).
neN neN
nicht bijektiv, denn die linke Seite ist leer, die rechte besteht aber aus genau einem Element.
Analog konstruiert man ein Beispiel abelscher Garben: Sei nun F(n) die Garbe der Schnitte des étalen
Raums (U, x (Z\{0}))U(X x{0}) — X, wobei die Abbildung jeweils die Projektion auf die erste Komponente

ist. Dann ist
Pz=([IFm) = [[Fm. =]z
neN

neN neN neN
ebenfalls nicht bijektiv.
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Satz 2.7.7. Garbifizierung fj: PSh(X;Set) — Sh(X;Set) erhdlt alle Kolimiten (als Linksadjungierter) und
alle endlichen Limiten.

Analoges gilt fiir die Garbifizierung i: PSh(X; Ab) — Sh(X; Ab) aus Aufgabe 2.6.6.
Beweis. Die erste Aussage ist wie angedeutet klar wegen der Adjunktion (f,:) (siehe Satz 1.2.49).

Sei L = limfeszh F (i) ein endlicher Limes von Prigarben. Zu zeigen ist, dass §£ ein Limes des Diagramms
i — (i) ist (dass ist dquivalent dazu, dass der kanonische Morphismue §£ = g lim™® F(i) — lim>" §(F(4))
ein Isomorphismus ist). Betrachte das folgende linke kommutative Diagramm.

L—L L, = (tL).
lprj ihprj i(prj)z l(hprj)m
F(j) —=1F () F(§)e — (8F(5))a

Seine Horizontalen sind die kanonischen Morphismen in die jeweilige Garbifizierung und j € Z ist belie-
big. Das rechte Diagramm entsteht aus dem linken durch Halm-Nehmen an einem beliebigen Punkt x € X
und hat als Horizontalen Isomorphismen, da Garbifizierung den Halm nicht #ndert (siehe 2.6.3). Propositi-
on 2.7.5.(c) zeigt L, = lim F(4),. Wegen der Isomorphismen im rechten Diagramm folgt (§£), = lim(§F (7)),
Teilaussage (b) der zitierten Proposition zeigt dann §£ = lim {7 (i) wie gewiinscht. O

Ende der 12. Vorlesung am 01.06.2021 (davor Lesewoche nach Pfingsten).
Hausaufgaben: Zwei der drei folgenden Aufgaben (Donnerstag ist Feiertag), aber natiirlich auch gerne
alle.
(1) Aufgabe 2.6.6: Garbifizierung abelscher Priagarben
(2) Aufgabe 1.2.26: Limiten vertauschen mit Limiten
(3) Aufgabe 1.2.75: Filtrierende Kolimiten vertauschen mit endlichen Limiten in Set

2.8. Direktes und inverses Bild von Garben.

Definition 2.8.1. Sei f: Y — X eine stetige Abbildung.

(a) Ist G € PSh(Y’; Set) eine Prigarbe von Mengen auf Y, so ist ihr direktes Bild (von Prigarben
von Mengen) diejenige Prigarbe fFS"G € PSh(X; Set) mit

(fFShe)(U) = G(f 1)) fiir alle Uc X

und offensichtlichen Restriktionsabbildungen. Dies definiert in offensichtlicher Weise einen Funktor
direktes Bild (oder Vorschub, englisch direct image oder push forward)

PSh. PSh(Y; Set) — PSh(X; Set).

Ist G eine Garbe, so ist fFSPG offensichtlich ebenfalls eine Garbe. Somit restringiert fIS" zu einem
Funktor) direktes Bild (von Garben von Mengen)

feo = 51 Sh(Y;Set) — Sh(X;Set).
(b) Sei F € PSh(X;Set) eine Prigarbe von Mengen auf X. Fiir V@ Y betrachte den filtrierenden Kolimes

(FosnF) (V) i= = colim  F(U)
wobei die nur angedeutete (offensichtlich filtrierende) Indexkategorie die opponierte Kategorie der-
jenigen Kategorie ist, die der durch Inklusion partiell geordneten Menge {Uc X | f(V) C U} zu-
geordnet ist. Fiir W@ V gibt es kanonische Morphismen (fig, F)(V) = (fpgnF)(W) (siehe 1.2.45).
Insgesamt definiert dies eine Prégarbe ffg, F € PSh(Y’; Set). In offensichtlicher Weise erweitert diese
Definition zu Morphismen und liefert den Funktor inverses Bild von Priigarben (englisch inverse
image oder pullback)

fosn: PSh(X;Set) — PSh(Y'; Set).
Warnung: Ist F eine Garbe, so ist fq,F im Allgemeinen keine Garbe! Das einfachste Gegenbeispiel
konstruiert man wohl mit f =1id: {1,2} — {1,2} und der diskreten Topologiec im Startbereich und
der Klumpentopologie im Zielbereich.
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Die Verkniipfung dieses Funktors mit Garbifizierung
f*i=to fpgn: PSh(X;Set) — Sh(Y’; Set)
wie auch dessen (mit demselben Symbol bezeichnete) Einschrénkung
[ =14 = ffor="to fhg, ot: Sh(X;Set) — Sh(Y;Set)

auf die Kategorie der Garben nennen wir inverses Bild; letzteren Funktor kénnte man genauer
inverses Bild von Garben nennen.

Beispiel 2.8.2 (Direktes Bild von Garben verallgemeinert globale Schnitte). Sei Y ein topologischer Raum.
Fiir die eindeutige stetige Abbildung ¢: ¥ — {x} in das terminale Objekt von Top gilt unter der angegebenen

Aquivalenz Sh({x};Set) =+ Set von Kategorien

.G W57 e.g{=)) = (e ({#})) = G(Y) = T(Y;G) = T(g)
natiirlich in Garben G € Sh(Y; Set) oder schlampiger aber leichter merkbar
G =T(G).
In Worten ist das direkte Bild entlang ¢ der Funktor der globalen Schnitte.

Beispiel 2.8.3 (Inverses Bild von Garben verallgemeinert Halm). Seien X ein topologischer Raum und
i: {x} = X eine stetige Abbildung. Sei x :=i(x) (d.h. 7 ist im Wesentlichen die Inklusion {2} — X). Dann

gilt unter der Aquivalenz Sh({x};Set) % Set von Kategorien
e (2.2.2) . (2.6.2)
CF = F({)) = hipen F({#}) = ipanF({#}) = Fu
oder schlampiger aber leichter merkbar
F=F,
natiirlich in Garben F € Sh(X; Set).

Beispiel 2.8.4 (Wolkenkratzer 1.6.11 als direktes Bild). Seien X ein topologischer Raum und i: {*} — X
eine stetige Abbildung. Sei x := i(x). Ist E eine Menge, die wir per E({*}) = E und E(@) = {x} als Garbe
auf {x} auffassen, so gilt

i B = E(y
natiirlich in F.
Satz 2.8.5. Sei f: Y — X eine stetige Abbildung. Dann ist (f*, f.) ein adjungiertes Paar von Funktoren®
-
(2.8.1) Sh(Y;Set) = Sh(X; Set)
f

(das genaue Adjunktionsdatum wird im Beweis beschrieben).

Sollte Fins und Koeins explizit beschreiben bzw. angeben. Das ist spdter nitzlich, etwa fiir Propositi-
on 2.14.4, Proposition 2.14.5 oder wenn man Aufgabe 4.2.10 mit Hilfe der kurzen exakten Sequenz aus der
vorherigen Proposition losen will...

Beweis. Wir zeigen zunéchst eine Adjunktion auf Prigarbenniveau und folgern dann die behauptete Ad-
junktion auf Garbenniveau.

Adjunktion (fpg,, fF5") auf Prigarbenniveau: Seien G € PSh(Y, Set) und F € PSh(X, Set) beliebig.
Dann konstruieren wir Bijektionen

PShy (fsn(F),G) = M <= PShx (F, f3(3)),

86)Meine private Konvention ist, dass ich den Linksadjungierten oben schreibe, den Rechtsadjungierten unten.
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wobei die Menge M = Mr g wie folgt definiert ist:
Fiir alle V,V/,U,U’ mit V'eVeY und U'c UG X und V C

oy, v

7Y U)und V' C f~1(U’) ist das Diagramm F(U) —— G(V)
M:=Saec J[ Set(F(U).G(V))| l i

Xg}? aU’,V’
Ve i) FU) —=gG(V")
kommutativ.

e Sei ¢ € PShy (fpgn(F),G). Gegeben Ve Y und Uc X mit V C f~1(U) (oder dquivalent f(V) C U)
sel ay,y die Verkniipfung

avy: FO) 2 colim F(U) = fien (F)(V) 2% g(v).
U: f(v)cUe X

Dann gilt a := (ay,y)v,y € M und die Zuordnung ¢ — « definiert eine Bijektion, wie man unschwer
nachrechnet.
e Sei 1) € PShx(F, fF51(G)). Gegeben V@ Y und Uc X mit V C f~1(U) sei ay,y die Verkniipfung

v FU) 295 P0Gy (0 = G(F 71 (U)) — G(V).

Dann gilt a := (ayv,y)v,y € M und die Zuordnung ¢ — « definiert eine Bijektion, wie man unschwer
nachrechnet.

Die so konstruierte Bijektion PShy (fpg,(F),G) = PShy (F, fF51(G)) ist natiirlich in F und G und macht
(fisn, FE51) zu einem adjungierten Paar von Funktoren.
Adjunktion (f*, f.) auf Garbenniveau: Die Bijektionen

(2.8.2) Shy (f*F,G) = Shy (1 fisntF, G)
(Adjunktion (f,¢)) = PShy (fpgntF, ¢(G))
(Adjunktion (fpgy, £:°") = PShx(.F, £;°"G)
= PShx (o« F, tf51G)
= Shx(F, £.0)

sind natiirlich in Garben G € Sh(Y, Set) und F € Sh(X, Set) und liefern die behauptete Adjunktion. O

2.8.6. Als Linksadjungierter erhilt f* alle Kolimiten (Satz 1.2.49).
Beispielsweise zeigt dies nach Beispiel 2.8.3, dass der Halm-Funktor (—),: Sh(X; Set) — Set alle Kolimiten
erhilt; wir haben dies und mehr bereits in Proposition 2.7.5.(a) erklért.

2.8.7. Sind Z &L v L x stetige Abbildungen, so gelten offensichtlich (f o g). = f« o g« als Funktoren
Sh(Z;Set) — Sh(X;Set) und (idx). = idgn(xget)- °"

Korollar 2.8.8. Seien Z Y L X stetige Abbildungen. Dann gilt
g F=(fog)F
natirlich in Garben F € Sh(X; Set), wobei die Isomorphismen im Beweis erkldrt sind.

Beweis. Knapp: Aus Satz 2.8.5, folgt, dass der Funktor (fog). = f.0g. sowohl (fog)* als auch g* o f* ®® als
Linksadjungierte hat. Somit miissen diese beiden Linksadjungierten isomorph sein (sieche Aufgabe 1.1.39).

87Analoges gilt auf Pragarbenniveau.
88Djie beiden Adjunktionen (fén Sh) und (94 g5h) liefern dies per ,, Verkniipfung von Adjunktionen®.
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Ausfiihrlich: Fiir alle G € Sh(Z;Set) und € € Sh(X; Set) sind die offensichtlichen Bijektionen

Shz((f 0 9)*€,G) = Shx (&, (f 0 9)+G)
= Shx (&, f+9:+G)
>~ Shy (f*E€, g.G)
= Shy (¢" 7€, 0)
natiirlich in G und £. Natiirlichkeit in G ist nichts anderes als ein Isomorphismus
Shz((fog)*E,—) = Shy(¢* f*E,—)

in SetSM(Z:8¢t) yolltreuheit des Yoneda-Funktors ([Sch21, Korollar A.0.14]) zeigt, dass dieser Isomorphismus
von genau einem Isomorphismus (f o g)*& = ¢* f*€ herkommt. Dass dieser natiirlich in £ ist, folgt aus der
Natiirlichkeit in £ in den obigen Bijektionen. O

Korollar 2.8.9 (Halm des inversen Bilds). Mittlerweile bevorzuge ich die konkrete Konstruktion in (2.8.10),
die nicht nur explizit ist, sondern auch allgemeiner fiir Prdgarben gilt, was ich im Beweis von Propositi-
on 2.16.6 verwende!

Sei f: Y — X stetig. Dann gilt

(2.8.3) (f*Fy = Fry)

natiirlich in Garben F € Sh(X; Set) fir alley € Y.
Insbesondere erhdlt f*: Sh(X;Set) — Sh(Y’; Set) alle endlichen Limiten (als Linksadjungierter erhdlt f*
offensichitlich alle Kolimiten).

Beweis. Seii: {#} — Y die eindeutige Abbildung mit i(x) = y. Dann gilt
(f*F)y = [T F = (foi)' F = Fy)

nach Beispiel 2.8.3 und Korollar 2.8.8.

Um zu zeigen, dass f* endliche Limiten erhiilt, geniigt es nach Proposition 2.7.5.(b) zu zeigen, dass fiir
jedes y € Y die Verkniipfung (—), o f* endliche Limiten erhilt. Diese Verkniipfung ist aber nach dem soeben
Bewiesenen zum Halm-Funktor (—)g,) isomorph, welcher nach der zitierten Proposition endliche Limiten
erhalt. ]

2.8.10 (Bijektion (2.8.3) explizit bzw. von Hand). Seien f:Y — X stetig und F € PSh(X;Set) eine
Priagarbe. Dann gibt es in F natiirliche Bijektionen und Gleichheiten

(f*Fly < (fBsnF)y

= 1. *
V:CL)E%Y(fPSh-F)(V)

= colim ( colim  F(U ))
ViyeVeY \U: f(V)CUCX

(2.8.4) = colim  F(U)
U: fy)eUcX

= Frw)-
Die erste Bijektion gilt, da sich der Halm beim Garbifizieren nicht édndert (siehe 2.6.3). Die andere Bijektion
ist relativ offensichtlich, verwende Satz 1.2.54 oder zeige, dass beide Seiten dieselbe universelle Eigenschaft

haben. Natiirlichkeit in F ist klar.
Die so erhaltene Identifikation zwischen den Halmen

(2.8.5) (" Fy = Fry)
ist hoffentlich® die Bijektion (2.8.3).

891ch gebe zu, dass ich das nicht gecheckt habe, bisher aber auch nicht im Skript verwende. Plausibel ist es natiirlich: Welche
Abbildung sollte es denn sonst sein?
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2.8.11. Der Halm des direkten Bildes hat im Allgemeinen keine so offensichtliche Beschreibung. Fiir f: Y —
X stetig und G € Sh(Y;Set) und = € X gilt per Definition

(f<G)z = colim G(f V).
Ve X
zeV
Elemente des Halmes werden also reptasentiert durch Schnitte von G auf offenen Umgebungen der Faser
f~1(x), die von offenen Umgebungen U von x herkommen.

Beispielsweise gilt (f.G), = {*} fir alle z € X \ f(Y); ist G eine Garbe abelscher Gruppen, so schreibt
man natiirlich {0} statt {«}.

Beispiel 2.8.12. Ist j: U := R\ {0} — R die Inklusion und G = Zy die Garbe der lokalkonstanten
ganzzahligen Funktionen auf U, so gilt

G, =7 fallszeU,

(7:G)z = {Z X7 fallsz =0

Der Leser versuche, sich den zugehorigen étalen Raum vorzustellen.

Ist allgemeiner j: U — X die Inklusion einer beliebigen offenen Teilmenge eines topologischen Raums,
so gilt (j.G), = G, fiir alle x € U (denn die offenen Umgebungen von z in U sind kofinal in den offenen
Umgebungen von z in X), aber die Halme an allen Punkten x € U \ U konnen ,,schlimmer“ aussehen.

Beispiel 2.8.13. Ist i: A — X die Inklusion einer abgeschlossenen Teilmenge und G eine Garbe auf A, so
gilt
. ~ |G, fallsx e A,
{*} sonst (was man als {0} schreibt, falls G eine abelsche Garbe ist).
Hier ist der zweite Fall z ¢ A klar (nach 2.8.11). Im Fall z € A gilt
(i+G)x = colim G(V N A) =5 colim G(W) = G,,
Ve Xx Wa A
eV zcW

denn wenn V alle offenen Umgebungen von z in X durchlauft, durchlauft W := V' N A alle offenen Umge-
bungen von z in A (formal kommt der Morphismus zwischen den (filtrierenden) Kolimiten von 1.2.45; er ist
offensichtlich ein Isomorphismus).

2.8.14. Alles in Abschnitt 2.8 bis hier gilt genauso fiir Garben und Prigarben abelscher Gruppen, man kann
also iiberall Set durch Ab ersetzen. Alle verwendeten Kolimiten sind filtrierend, weswegen die Konstruktionen
fiir Mengen- und Abelsche-Gruppen-(Pri)-Garben ,,dieselben® sind (nach Slogan 1.2.55): Dies meint etwa
salopp fx;, = f&.; oder genauer, dass das Diagramm

Sh(Y; Ab) <=2 sh(x; AD)
\L /l*:-/get i
Sh(Y; Set) <—— Sh(X; Set)
mit vertikalen Verissfunktoren kommutativ ist. Analoges gilt fiir Grp oder Mod(R) oder Ring statt Set, ist
aber nicht so wichtig fiir uns.
Satz 2.8.15 (Inverses Bild von Garben von Mengen via étaler Rdume). Seien f: Y — X eine stetige

Abbildung und F € Sh(X; Set) eine Garbe auf X. Betrachte das kartesische Diagramm

Y xx ét F ——=ét F



in dem mit p auch pry étale ist (nach | , Aufgabe 4.1.16] (bitte nachfragen, falls unklar)). Dann gibt
es kanonische, in F natirliche Isomorphismen

(2.8.6) [*F = Syxxerr

in Sh(Y’;Set) (Konstruktion im Bewiis). In Worten entspricht ger Pullback f* also dem Funktor Y x x
modulo der Aquivalenzen Sh(X;Set) — étTop,x und Sh(Y;Set) — étTopy-.

2.8.16. Der Isomorphismus (2.8.6) entspricht unter der Adjunktion (ét,S) einem Isomorphismus

(2.8.7) S(f*F) =Y xx ét F

90

in étTop,y~". Mit anderen Worten ist das Diagramm

G f*F —> 6t F

lpf*}' \LPF
f

Y ———= X,
kartesisch, dessen obere Horizontale die Verkniipfung von (2.8.7) mit der Projektion auf ét F ist.

Ende der 13. Vorlesung am 08.06.2021 (der 03.06. war Fronleichnam).
Beweis. Wir definieren zunéchst einen Morphismus

©: fpsnF = Syxxét F

von Priagarben auf Y. Sei V@ Y. Um (V) zu definieren, geniigt es wegen (fig, F)(V) = colimy ., vycve x F(U),
fiir alle U@ X mit f(V) C U kompatible Morphismen

(2.8.8) F(U) = Syxxar(V)
anzugeben. Fiir fixiertes Uc X mit f(V) C U definieren wir (2.8.8) als die Komposition

FU) 2 S 7 (U) = Syxxanr(V),
wobei die zweite Abbildung ein Element s € Sy #(U) alias einen stetigen Schnitt s: U — ét F auf die stetige
Abbildung
s = (inclycy,so flv)

in den Pullback abbildet, die im folgenden Diagramm illustriert ist:

sof|y

Y xx ét F ——=¢ét F

7
3l§ ipry ip
' !

o inClVCy

Vi Y X.

Die so definierten Morphismen (2.8.8) sind kompatibel (wie der Leser leicht priift) und liefern auf dem
Kolimes den Morphismus

e(V): (fesnF)(V) = (Syxxa 7)(V)-
Fiir variables V@ Y sind diese Morphismen mit den Restriktionen vertriglich (wie der Leser leicht priift)
und definieren somit den gesuchten Morphismus ¢ von Prigarben.

907 etzterer ist die Verkniipfung ét(f*F) M . S(Y xx ét F) =5 Y x x ét F und deswegen wirklich ein Isomorphismus.

~

Warnung: Es ist im Allgemeinen nicht so, dass Isomorphismen unter Adjunktionsbijektionen Isomorphismen entsprechen,
wie man ja bereits an Eins und Koeins sieht.
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Nach der universellen Eigenschaft der Garbifizierung 2.6.2 kommt ¢ von genau einem Morphismus ¢ von
Garben, der das Diagramm
NgxF

TosnF *F
\ el
v v
Sy x xét F-

kommutativ macht.”’ Der Morphismus (2.8.6) ist per Definition @ — zu zeigen ist nun noch, dass @ ein
Isomorphismus ist. Dies kénnen wir nach Satz 2.3.1.(b) halmweise testen. Zu zeigen ist also, dass

@y: (f*f)y - (SYXxétF)y

fiir jedes y € Y ein Isomorphismus ist.
Beide Halme sind zu Fy(,) isomorph: Der linke nach (2.8.5). Da Y xx ét F étale iiber Y ist, gilt nach
Lemma 2.4.14 fiir den rechten Halm

(2.8.9) (Syxxet 7y —2 {y} xx 66 F = Fpqy.

Erinnert man sich an die Herleitung von (2.8.5) und verwendet die obige Konstruktion von ¢, so sieht man
rasch, dass das Diagramm

(f*F)y —L> (Syxxét F)y

m ~l(24849)

]:f(y)

kommutativ ist. Folglich ist @, ein Isomorphismus. (|

2.8.17 (Inverses Bild von Garben verallgemeinert Einschréinkung). Ist a: A C X die Inklusion einer be-

liebigen Teilmenge eines topologischen Raums und ist F eine Garbe auf X, so ist ¢*F die in 2.4.20 de-

finierte Einschrinkung F|4 bis auf den Isomorphismus a*F m Saxxer = S@tF)a = Fla, denn

Axx 66 F = (6t F)| 4.

Beispiel 2.8.18 (Adjunktion konstante Garbe-globale Schnitte). Seien X ein topologischer Raum und
¢: X — {x} die konstante Abbildung. Sei T eine Menge, die wir als Garbe auf {*} auffassen; ihr étaler Raum
ist T'=ét(T) — {x}, wobei T die diskrete Topologie triagt. Dann gilt
e (2.8.6) -
T —— Sxx g1 = Sxxr = Tx

nach Satz 2.8.15 natiirlich in Mengen T (siehe Beispiel 1.6.7.(b) fiir die Definition von T).

Nach Satz 2.8.5 haben wir eine Adjunktion (c¢*,c.). Wir haben gerade gesehen, dass der Funktor c¢*
isomorph zu T' — Tx ist. Nach Beispiel 2.8.2 ist ¢, zu I' isomorph. Somit erhalten wir eine Adjunktion
((-)x,T) oder bildlich

(—)x
Sh(X;Set) — 5 Set
['=T(X;-)

Definition 2.8.19. Sei X ein topologischer Raum. Eine Garbe F € Sh(X; Set) heifit konstant, wenn sie
zu einer Garbe der Gestalt T'x fiir einen geeigneten diskreten topologischen Raum 7T (alias eine Menge T')
isomorph ist. Man nennt F lokal®” konstant, falls jeder Punkt von X eine offene Umgebung U@ X hat, so
dass die Restriktion F|y konstant ist.

91Aquivalent und einfacher kann man auch @ mit Hilfe der Adjunktion (f*, f«) durch den naheliegenden Morphismus
F — f«Sy x xét 7 definieren. Die gegebene Konstruktion scheint mir aber fiir den Rest des Beweises brauchbarer.
92Der Begriff lokal wird hier dhnlich wie in [ , Definition 5.2.2] erklért verwendet.
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Eine Garbe F € Sh(X;Ab) abelscher Gruppen heifit analog konstant, wenn sie zu einer Garbe der
Garbe der Gestalt Tx fiir eine abelsche Gruppe 7" isomorph ist.”? Lokal konstant ist dann analog wie oben
definiert.”*

2.8.20. Der Funktor Set — Sh(X; Set), T — T, ist fiir X # & stets treu, denn die Verkniipfung Set(S,T') —

Sh(Sx,Tx) ASLN Set((Sx )z, (Tx)x) ist modulo der offensichtlichen Bijektionen T = (T'x ), und S = (Sx).
die Identitét.

Ist X zusammenhéngend, so ist er volltreu, denn dann kommt jeder Morphismus Tx — Sx von Garben
alias jeder Morphismus 7" x X — S x X étaler Rdume iilber X von genau einer Abbildung 7" — S. Fiir
zusammenhédngendes X ist also Set dquivalent zur vollen Unterkategorie der konstanten Garben.

2.8.21. Die volle Unterkategorie der lokal konstanten Garben von Mengen auf X entspricht unter der
Aquivalenz Sh(X; Set) = étTop /x der vollen Unterkategorie der Uberlagerungen von X.

Aufgabe 2.8.22. Sei F eine Garbe von Mengen auf einem topologischen Raum X. Gibt es eine Teilmenge
T C F(X), so dass fiir alle z € X die Verkniipfung T' C F(X) — F, ein Isomorphismus ist, so ist F eine
konstante Garbe.

Bemerkung: Nettes ,,Gegenbeispiel“-Bild auf (circa) Seite 32 in | -

2.9. Mono- und Epimorphismen.

Definition 2.9.1. Sei f: A — B ein Morphismus in einer Kategorie C.
Wir nennen f einen Monomorphismus, wenn fiir (alle Objekte 7" und) alle Morphismen s,t: T'— A in
C aus fos= fot bereits s =t folgt. Aquivalent: Fiir alle Objekte T € C ist

fo = fo?: C(T, A) — C(T, B)

injektiv. Dass f ein Monomorphismus ist, wird oft mit der Schreibweise f: A < B angedeutet.
Wir nennen f einen Epimorphismus, wenn fiir (alle Objekte 7' und) alle Morphismen s,¢: B — T in C
aus so f =to f bereits s =t folgt. Aquivalent: Fiir alle Objekte T' € C ist

ff=r0f:C(B,T)—C(AT)
injektiv. Dass f ein Epimorphismus ist, wird oft mit der Schreibweise f: A — B angedeutet.

2.9.2. Ein Morphismus f: A — B in C ist genau dann ein Monomorphismus, wenn f°P: B°P — A°P in C°P
ein Epimorphismus ist.

2.9.3. Jeder Isomorphismus ist ein Mono- und Epimorphismus.

Beispiel 2.9.4. Ein Morphismus in Set ist genau dann ein Monomorphismus bzw. Epimorphismus, wenn
er injektiv bzw. surjektiv ist. Dieselbe Aussage stimmt in Ab und in Mod(R).

In diesen Kategorien ist ein Morphismus genau dann ein Isomorphismus, wenn er sowohl ein Epi- als auch
ein Monomorphismus ist.””

Beispiel 2.9.5. Ein Morphismus f: X — Y in Top ist genau dann eine Monomorphismus bzw. Epimor-
phismus, wenn f injektiv bzw. surjektiv ist.

Die Identitit R — R von den reellen Zahlen mit der diskreten Topologie in sich selbst mit der normalen
Topologie ist ein Mono- und Epimorphismus in Top, aber kein Isomorphismus.

Bemerkung: Die volle Unterkategorie Top®Hd < Top der quasi-kompakten Hausdorffriume ist nach
[ , Satz 2.7.15] balanciert im Sinne der Fufinote 95.

Aufgabe 2.9.6. Ein Morphismus in Grp bzw. in Ring ist genau dann ein Monomorphismus, wenn er injektiv
ist.
Bemerkungen:

93Achtung7 diese Bedingung ist stérker als die Forderung, dass F als Garbe von Mengen konstant ist: Nimm etwa X = {a, b}
mit der diskreten Topologie und F, und F}; isomorph als Mengen, aber nicht isomorph als abelsche Gruppen.

9st dies dazu dquivalent, dass die unterliegende Garbe von Mengen lokal konstant ist? Mal iiberlegen..., eventuell Bedin-
gungen an X stellen.

95 Kategorien, in denen ein Morphismus genau dann ein Isomorphismus ist, wenn er sowohl ein Epi- als auch ein Monomor-
phismus ist, werden balanciert genannt.
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e Man kann zeigen, dass ein Morphismus in Grp genau dann ein Epimorphismus ist, wenn er surjektiv
ist (die Implikation < ist trivial; die andere findet man leicht im Internet; sie ist eine Ubungsaufgabe
mit Hinweis in [ML98, 1.5]).

e Jeder surjektive Morphismus in Ring ist offensichtlich ein Epimorphismus. Jede Lokalisierung R —
SR eines kommutativen Rings (etwa Z — Q) ist ein Epimorphismen in der Kategorie aller Rin-
ge (aber Lokalisierungen sind selten surjektiv; oft sind sie injektiv). Es gibt aber auch injektive
Epimorphismen kommutativer Ringe, die keine Lokalisierungen sind.

Lemma 2.9.7. Sei f: A — B ein Morphismus in einer Kategorie C.

(a) Genau dann ist f ein Monomorphismus, wenn das Diagramm

id
ey

f

ida

A<

o B
kartesisch ist.
Insbesondere erhdilt jeder Funktor F: C — D, der Pullback-Diagramme oder etwas allgemeiner
endliche Limiten erhdlt (etwa jeder Rechtsadjungierte), Monomorphismen.
(b) Genau dann ist f ein Epimorphismus, wenn das Diagramm
f

—_—

A
|

B——

ldB

UU%UJ

kokartesisch ist.
Insbesondere erhdilt jeder Funktor F': C — D, der Pushout-Diagramme oder etwas allgemeiner
endliche Kolimiten erhdlt (etwa jeder Linksadjungierte), Epimorphismen.

Beweis. Das ist jeweils nur eine Umformulierung der Definition. |

Aufgabe 2.9.8. Seien A ENy;3NYo! Morphismen in einer Kategorie. Sind f und g Monomorphismen, so
auch go f. Ist go f ein Monomorphismus, so auch f. Formuliere die dualen Aussagen fiir Epimorphismen.
Aufgabe 2.9.9. Ist

f

A——=B
al B
c—2~D
ein kartesisches Diagramm in einer Kategorie, so ist mit g auch f ein Monomorphismus.
Dual: Ist das obige Diagramm kokartesisch, so ist mit f auch g ein Epimorphismus.

Lemma 2.9.10. Sei T eine Indezkategorie. Sei C eine Kategorie. Dann ist ein Morphismus ¢: F — G in
der Funktorkategorie CT, also ein Morphismus von I-formigen Diagrammen in C, genau dann ein Mono-
morphismus bzw. Epimorphismus, wenn

(2.9.1) o(i): F(i) — G(7)
fiir alle i € T ein Monomorphismus bzw. Epimorphismus ist.

Beweis. (In beiden Fillen ist die Implikation < ohnehin offensichtlich, sie wird aber vom Folgenden mitbe-
wiesen.) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

e ¢ ist ein Monomorphismus.



e Das Diagramm

ist kartesisch (dquivalent zum vorigen Punkt nach Lemma 2.9.7).
e Fiir alle ¢ € 7 ist das Diagramm

idp J/ 10

(i) 2% a(i)

kartesisch (dquivalent zum vorigen Punkt nach Aufgabe 1.2.68).
e Fiir alle i € T ist (i) ein Monomorphismus (fiquivalent zum vorigen Punkt nach Lemma 2.9.7).

Die offensichtliche Variation dieses Arguments zeigt die Charakterisierung von Epimorphismen. ]

Korollar 2.9.11 (Mono- und Epimorphismen von Prigarben). Seip: F — G ein Morphismus von Prdgarben
von Mengen (oder abelschen Gruppen) auf einem topologischen Raum X. Dann ist ¢ genau dann ein Mo-
nomorphismus bzw. Epimorphismus, wenn

(2.9.2) e(U): F(U) = G(U)

fiir alle Uc X injektiv bzw. surjektiv ist.
Insbesondere gelten:
e Definiere eine Pragarbe im(p), das Bild von ¢, durch im(¢)(U) := im(p(U)) = o(U)(F(U)) mit
Restriktionsabbildungen induziert von G.oo
Dann faktorisiert ¢ in offensichtlicher Weise als Komposition F — im(p) — G, wobei die erste
Abbildung ein Epimorphismus ist und die zweite ein Monomorphismus.
o Aquivalent sind:""
—  ist ein Isomorphismus;
—  ist sowohl ein Mono- als auch ein Epimorphismus;
— die Abbildung (2.9.2) ist bijektiv fir alle Uc X.

Beweis. Das folgt sofort aus Lemma 2.9.10 und Beispiel 2.9.4. ]

Proposition 2.9.12 (Mono- und Epimorphismen von Garben). Sei ¢: F — G ein Morphismus von Garben
von Mengen oder abelschen Gruppen auf einem topologischen Raum X. Dann gelten (die roten Bedingungen
sind fiir meinen Geschmack am wichtigsten):

(a) Aquivalent sind:
(i) ¢ ist ein Monomorphismus von Garben.
(i) ¢ ist ein Monomorphismus von Prdigarben.
113) Fir alle Uc X st o(U) injektiv.
@
(iv) Fir alle x € X ist @, injektiv.
(v) Die Abbildung ét(p): ét(F) — ét(G) ist injektiv (und dann als offene stetige Abbidlung auto-
matisch eine offene Einbettung).
(b) Aquivalent sind:
(i) @ ist ein Epimorphismus von Garben.

9Djes ist eine ad hoc Definition. Wer mag, kann im Internet nachlesen, wie man allgemein das Bild eines Morphismus
in einer beliebigen Kategorie definieren kann. Spéter definieren wir inbesondere fiir abelsche Kategorien, was das Bild eines
Morphismus ist. Die Kategorie PSh(X; Ab) ist abelsch und das hier definierte Bild stimmt mit dem so definierten kategoriellen
Bild iiberein.

9Hier ist eh klar, dass erster und dritter Punkt dquivalent sind, und dass der erste Punkt den zweiten impliziert. Die neue
Information ist, dass der zweite Punkt die beiden anderen impliziert.
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(i1) Fiir alleUc X und alle t € G(U) und alle x € U existiert eine offene Umgebung V' von x in U
und ein s € F(V) mit oy (s) = t|y.

(ii3) Fiir alle x € X ist @, surjektiv.

(iv) Die Abbildung ét(p): ét(F) — ét(G) ist surjektiv (und dann als offene stetige Abbildung auto-
matisch eine finale Surjektion, vgl. | , 2.8.81]).

Beweis. (a)

(i) <= (ii): Dies ist offensichtlich.

(i) = (ii): Sei T eine Prigarbe und seien o, §: T — F zwei Morphismen von Prigarben mit oo = po .
Die universelle Eigenschaft der Garbifizierung 2.6.2 liefert Morphismen a, 3: §7 — F und fiir diese gilt
poa = pof (wegen Eindeutigkeit). Da ¢ ein Monomorphismus von Garben ist, folgt @ = § und daraus
a=p.

(ii) < (iii): Siehe Korollar 2.9.11.

(i) & (iv): Wegen Lemma 2.9.7 (und Beispiel 2.9.4) folgt dies aus Proposition 2.7.5.(b) (denn Pullbacks
sind ENDLICHE Limiten). %

Ei\;) & (v): Trivial, denn ét(¢) = | |, x -

b
(i) & (iil): Wegen Lemma 2.9.7 (und Beispiel 2.9.4) folgt dies aus Proposition 2.7.5.(b).

(i) < (iii): Offensichtlich nach der Definition des Halms.
(iii) & (iv): Klar. O

Aufgabe 2.9.13. Beweise oder widerlege: Ein Morphismus ¢: F — G von Prigarben von Mengen auf einem
topologischen Raum X ist genau dann ein Monomorphismus bzw. Epimorphismus, wenn fiir alle x € X der
Morphismus ¢, : F, — G, injektiv bzw. surjektiv ist.

Aufgabe 2.9.14. Sei F': C — D ein Funktor alias ein Morphismus in der Kategorie der Kategorien. Genau
dann ist F' ein Monomorphismus, wenn F treu ist und Fop;j: Obj(C) — Obj(D) injektiv ist.
(Wie man sinnvoll charakterisiert, dass F' ein Epimorphismus ist, ist mir nicht klar.)

2.10. Kerne und Kokerne in Kategorien.

2.10.1. Wir wollen zeigen, dass die Kategorie Sh(X; Ab) abelsch ist, was salopp gesprochen bedeutet, dass
sie dhnlich gute Eigenschaften hat wie die Kategorie der abelschen Gruppen (oder der Moduln iiber einem
Ring).”? Wir erkliren deswegen zuniichst grundlegende kategorielle Begriffe, die fiir die Definition einer
abelschen Kategorie benttigt werden.

Definition 2.10.2. Ein Objekt N einer Kategorie A heifit Nullobjekt, wenn es sowohl initial als auch
terminal ist: Fiir alle Objekte A € A bestehen A(N, A) und A(A, N) aus genau einem Element.

Je zwei Nullobjekte sind eindeutig isomorph, weswegen wir von dem Nullobjekt sprechen und es als 04
notieren, wenn es existiert.

2.10.3. Eine Kategorie hat genau dann ein Nullobjekt, wenn es ein initiales und ein terminales Objekt hat
und diese isomorph sind.

Definition 2.10.4. Sind A, B € A Objekte einer Kategorie mit Nullobjekt 0 4, so heifit die folgende Ver-
kniipfung eindeutiger Morphismen Nullmorphismus und wird als 0 = 0p¢ notiert:

0=0a: A— 04 — B.

2.10.5. Ist f: A — B ein Morphismus in einer Kategorie mit Nullobjekt, so gilt fo0=0=00 f.
Genau dann ist ein Objekt N ein Nullobjekt, wenn idy = 0. Insbesondere gilt idg = 0.
Jeder beim Nullobjekt startende oder endende Morphismus ist der Nullmorphismus.

98Wer einen konkreteren Beweis bevorzugt:

(iii) = (iv): Seien e,e¢’ € F; mit ¢y (e) = ¢z (e’). Dann existieren z € UG X und s,s’ € F(U) mit e = s; und e’ = 5.
Wegen oy (s)e = @a(e) = wa(e’) = pu(s’)e gibt es eine offene Umgebung V von z in U Mit ¢y (s)lv = eu(s’)|v, also
oy (sly) = ev(s'|v). Weil py injektiv ist, folgt s|y = s’|y und somit e = s = s, = €’.

(iv) = (iii): Dies ist im Beweis von Satz 2.3.1.(b) enthalten.

99Djese drei Kategorien sind sogar besonders gute abelsche Kategorien, ndmlich sogenannte Grothendieck-Kategorien.
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Beispiele 2.10.6. (a) In Ab oder Mod(R) ist der Nullmodul (alias jeder einelementige Modul) ein

Nullobjekt. Dies rechtfertigt die oft verwendete Schreibweise 0 = {0}.

(b) In Grp ist jede einelementige Gruppe ein Nullobjekt, etwa die Gruppe {1}. In diesem Fall ist es auch
tiblich, das Nullobjekt als 1 zu notieren, d.h. Og,p =1 = {1}.

(c¢) Die Kategorie Set hat kein Nullobjekt.

(d) In der Kategorie Sety,;, der punktieren Mengen ist ({*}, %) initial und terminal, also ein Nullobjekt,
wie auch jede punktierte Menge mit genau einem Element.

(e) Die Kategorie Top hat kein Nullobjekt.

(f) In der Kategorie Top (+}, der punktierten topologischen Réume ist jeder einpunktige Raum ein
Nullobjekt.

(g) In PSh(X;Set) gibt es kein Nullobjekt, denn die Priigarbe @55 : U + @ ist ein initiales Objekt und
{*}x: U — {x} ist ein terminales Objekt, diese sind aber nicht isomorph.

Die Prigarbe {x} ist sogar eine Garbe und somit terminal in Sh(X; Set); sie entspricht dem étalen

Raum X % X. Die Garbifizierung

oSt = pePSh. 7 @ falls U #
' {x} fallsU =0

ist initial in Sh(X; Set); sie entspricht dem étalen Raum @ — X. Also hat auch Sh(X; Set) im Fall
X # & kein Nullobjekt.

(h) Die Nullgarbe 0: U — 0 = {0} von abelschen Gruppen (ist wirklich eine Garbe) und ist ein Nullob-
jekt sowohl in Sh(X; Ab) als auch in PSh(X; Ab).

(i) Genau dann hat eine Kategorie A ein Nullobjekt, wenn ihre opponierte Kategorie A°P ein Nullobjekt
hat.

2.10.7. Bisher haben wir die Begriffe Kern und Kokern in der naiven Bedeutung fiir Morphismen von
R-Moduln verwendet. Die folgende Definition verallgemeinert diesen Begriff zu beliebigen Kategorien mit
Nullobjekt.

Definition 2.10.8. Sei f: A — B ein Morphismus in einer Kategorie A mit Nullobjekt.

(a) Ein Kern von f ist ein (Objekt K zusammen mit einem) Morphismus ¢: K — A mit den beiden
folgenden Eigenschaften:
o foi=0;
e Ist t: T — A ein beliebiger Morphismus mit f ot = 0, so gibt es genau einen Morphismus
t: T — K mitiot =t
T
H't \LW mit fot=0
b
K—>A—>B
Diese beiden Bedingungen sind zu jeder der folgenden beiden Bedingungen &quivalent:
e Fiir alle Objekte T' € A ist die Abbildung

(2.10.1) AT, K) 25 {t € AT, A) | fot=0}
bijektiv.
e Das Diagramm
; f
K5 A=B
0

ist ein Egalisatordiagramm.

Ein Kern von f ist eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus (als Objekt der Kategorie C,4), wird des-
wegen meist als ker(f) — A notiert und als der Kern bezeichnet. Oft wird das Objekt ker(f) als Kern
bezeichnet und der Morphismus nach A wird nicht explizit erwidhnt. Analoges gilt bei den folgenden drei
Definitionen.

(b) Ein Kokern von f ist ein Morphismus p: B — cok(f) mit den folgenden beiden Eigenschaften:
e po f=0;
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e Ist t: B — T ein beliebiger Morphismus mit ¢ o f =0, so gibt es genau einen Morphismus
t: cok(f) > T mittop=t:

A*f>B*p>cok(f)

Vtmittof:Ol

PR
T

(¢) Ein Bild von f ist ein Kern eines Kokerns von f und wird als im(f) — B notiert.
(d) Ein Kobild von f ist ein Kokern eines Kerns von f und wird als A — coim(f) notier

2.10.9. Ein Kern von f: A — B ist dasselbe wie ein Kokern von f* B°P — A°P,

t 100

Beispiel 2.10.10. In Mod(R) hat jeder Morphismus f: A — B einen Kern und einen Kokern; genauer sind
die naiven Kandidaten {a € A | f(a) = 0} und B/f(A) (zusammen mit den offensichtichen Morphismen)
ein moglicher Kern und Kokern.

f
2.10.11. In jeder Kategorie mit Nullobjekt, in der jedes Diagramm A — B einen Egalisator und einen
0

Koegalisator hat (oder gar allgemeiner alle Limiten und Kolimiten existieren), hat jeder Morphismus einen
Kern und einen Kokern.

Beispiel 2.10.12. Wir geben drei Beispiele fiir Kategorien, in denen nach 2.10.11 alle Morphismen Kerne
und Kokerne haben.

(a) Die Kategorie PSh(X; Ab) der Prigarben abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum X.
Kerne und Kokerne kénnen objektweise berechnet werden und erkannt werden.

(b) Die Kategorie Sh(X; Ab) der Garben abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum X (Limiten
und Kolimiten existieren nach Satz 2.7.1). Kerne kénnen objektweise berechnet werden (stimmen also
mit den Prigarbenkernen iiberein), Kokerne kénnen als Garbifizierung des (objektweise berechneten)
Pragarbenkokerns berechnet werden. Kerne und Kokerne kénnen halmweise erkannt werden:

Sei ¢: A — B ein Morphismus in Sh(X; Ab). Proposition 2.7.5.(b) liefert (unter Verwendung der
Charakterisierung eines Kerns bzw. Kokerns als Egalisator bzw. Koegalisator):
e FEin Morphismus x: K — A ist genau dann ein Kern von ¢, wenn k,: K, — A, fiir alle z € X
ein Kern von ¢, : A, — B, ist.
e Ein Morphismus 7: B — Q ist genau dann ein Kokern von ¢, wenn jedes 7, ein Kokern von ¢,
ist.

(c) In der Kategorie Sety,y, punktierter Mengen hat jeder Morphismus f: (Y,y) — (X, z) einen Kern
und einen Kokern, denn diese Kategorie hat ein Nullobjekt nach Beispiel 2.10.6 und alle Limiten
und Kolimiten nach Aufgabe 1.2.20.

Trotz dieser allgemeinen Begriindung empfehlen wir dem Leser, sich zu iiberlegen, dass die offen-
sichtlichen Kandidaten Kern und Kokern sind.

Aufgabe 2.10.13. In jeder Kategorie C mit Nullobjekt gelten die folgenden Aussagen.
(a) Seii: ker(f) — A ein Kern eines Morphismus f: A — B. Dann ist 4 ein Monomorphismus.

(b) Ist ein Morphismus f: A — B ein Monomorphismus, so ist 0 — A ein Kern von f.'0!
(¢) Genau dann ist ein Morphismus f: A — B der Nullmorphismus, wenn A 194, A ein Kern von f ist.
(d) Seii: ker(f) — A ein Kern eines Morphismus f: A — B. Dann ist ¢ = 0 zu ker(f) = 0 dquivalent.

Im Fall ker(f) = 0 hat f ein Kobild ¢: A — coim(f) und ¢ ist ein Isomorphismus.

(e) Seien A ENy ;%N Morphismen, wobei f einen Kern ker(f) hat und g ein Monomorphismus ist. Dann
ist ker(f) auch ein Kern von go f.

10OSoergel definiert Bild und Kobild gerade andersherum, aber mir scheint die hier gegeben Variante die allgemein in der
Literatur gebrduchlichere.

101pje umgekehrte Implikation ist im Allgemeinen falsch - leicht konstruiert man ein Gegenbeispiel (definiere abstrakt
eine geeignete Kategorie mit genau vier Objekten oder finde konkret eine geeignete nicht-volle Unterkategorie der Kategorie
der R-Vektorrdume aus vier Objekten); sie ist korrekt, falls die betrachtete Kategorie mit einer additiven Struktur (siehe
Definition 2.12.1) versehen werden kann.
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(f) Sei
!

A——B

al B

c—2~D
ein kartesisches Diagramm. Dann hat f genau dann einen Kern, wenn g einen Kern hat, und in
diesem Fall ist der kanonische Morphismus ein Isomorphismus ker(f) — ker(g) (in C¢).

Bonus: Formuliere die dualen Ausagen fiir Kokerne etc..

2.10.14. Sei A eine Kategorie mit Nullobjekt. Sei f: A — B ein Morphismus, der Kern, Kokern, Bild und
Kobild hat. Dann gibt es im folgenden Diagramm genau einen (warum?) gestrichelten Morphismus vom
Kokern des Kerns in den Kern des Kokerns, der das Diagramm kommutativ macht.

(2.10.2) Ker(f)—> A ! B cok(f)

N e

3!

coim(f) > im(f)

Aufgabe 2.10.15 (Weiteres Kern-Kokern-Iterieren erzeugt nichts Neues). Sei f: A — B ein Morphismus
mit Kern i: ker(f) < A in einer Kategorie mit Nullobjekt und sei

ker(f)—> A B

N

X,

ein kommutatives Diagramm. Dann ist i: ker(f) < A auch der Kern von h.
Insbesondere gilt: Im Diagramm (2.10.2) ist ker(f) < A auch der Kern von A — coim(f) (also Kern=
Kern des Kokerns des Kerns) und der Kern von A — im(f).

Ende der 14. Vorlesung am 10.06.2021.

Hausaufgaben: Dritte Aufgabe bei Weitem am aufwandigsten.
(1) Aufgabe 2.8.22 (konstante Garben — dazu sind Beispiel 2.8.18 und Definition 2.8.19 zu lesen)
(2) Aufgaben 2.9.8 (Verkniipfung und Kiirzen von Monos) und 2.9.9 (Pullback von Mono ist Mono)
(3) Aufgabe 2.10.13 (Elementares zu Kernen etc.)
(4) Aufgabe 2.10.15 (Kern-Kokern-Iterieren)

2.11. Préabelsche Kategorien.
2.11.1. Die Aussagen aus den Aufgaben 2.10.13 und 2.10.15 werden im Folgenden stillschweigend verwendet.

Definition 2.11.2. Eine Kategorie A heifit priabelsch'’?, wenn
e sie ein Nullobjekt hat;
e jeder Morphismus einen Kern und Kokern hat;
o fiir jeden Morphismus f der in 2.10.14 erkldrte Morphismus coim(f) — im(f) ein Isomorphismus ist.

Beispiele 2.11.3.

(a) Die Kategorien Ab und Mod(R) sind priabelsch.

(b) Die Kategorie PSh(X; Ab) der Priigarben abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum X ist
priabelsch, wie sofort aus Beispiel 2.10.12.(a) folgt: Dass coim(f) — im(f) ein Isomorphismus ist,
kann objektweise getestet werden. Fiir jedes U@ X ist aber coim(f)(U) = coim(fy) — im(f)(U) =
im(fy) ein Isomorphismus, denn Ab ist priabelsch (wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass Kern,
Kokern, Kobild und Bild von f objektweise berechnet wurden).

102Terminologie von | ] iibernommen. Dort wird auch erklért, wie solche Kategorien anderswo heiflen.
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(c) Die Kategorie Sh(X;Ab) der Garben abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum X ist
préabelsch, wie sofort aus Beispiel 2.10.12.(b) folgt: Dass coim(f) — im(f) ein Isomorphismus
ist, kann halmweise getestet werden (siehe Satz 2.3.1.(b)). Sei x € X. Wegen ker(f), = ker(fz)
folgt'”® coim(f), = coim(f,). Analog gelten Wegen cok(f), = cok(f,) und im(f), = im(f.). So
wird coim(f), — im(f), mit coim(f,) — im(f,) identifiziert, was ein Isomorphismus ist, denn Ab
ist praabelsch.

(d) In der Kategorie Grp gibt es zwar ein Nullobjekt und jeder Morphismus hat einen Kern und Kokern
(warum?), jedoch ist coim(f) — im(f) im Allgemeinen kein Isomorphismus (etwa fiir die offensicht-
lich Inkusion f: S3 < Ss).

(e) Die Kategorie Set,, punktierter Mengen ist préabelsch (vgl. Beispiel 2.10.12.(c)). scheint offensicht-
lich

(f) Die Kategorie Ab(Top) der abelschen topologischen Gruppen ist nicht préabelsch: Zwar existieren
Nullobjekt 0 = {0} und Kerne und Kokerne (fiir f: A — B statte man Kern bzw. Kokern in Ab mit
der Initial bzw. Finaltopologie aus), jedoch ist die dritte Bedingung verletzt: Fiir den Morphismus
f:RIse 5 R der auf den unterliegenden Mengen die Identitét ist, hat trivialen Kern und Kokern,
somit die jeweiligen Identitdten als Kobild und Bild, ist aber kein Isomorphismus.

2.11.4. Genau dann ist eine Kategorie A priaabelsch, wenn ihre opponierte Kategorie A° préabelsch ist.

Aufgabe 2.11.5. Sei f: A — B ein Morphismus in einer priaabelschen Kategorie.

(a) Aquivalent sind:
(i) f ist ein Monomorphismus.
(ii) ker(f)=0.
(iii) A = im(f).
(b) Dual: Finde zwei zu ,, f ist Epimorphismus“ dquivalente Aussagen.
(c) Aquivalent sind:
(i) f ist ein Isomorphismus.
(ii) f ist ein Monomorphismus und ein Epimorphismus.

h
(d) Epi-Mono-Faktorisierung: Hat f eine Faktorisierung f = go h: A—X % B als ein Epimorphismus

gefolgt von einem Monomorphismus, so ist X sowohl Bild also auch Kobild von f (genauer ist h ein
Kobild von f und ¢ ein Bild von f).

Definition 2.11.6. Sei A eine priaabelsche Kategorie. Eine Sequenz A 4 B % ¢ von Morphismen heif3t
exakt bei B, wenn die folgenden Bedingungen gelten:

«gof=0;
e der deswegen induzierte, im folgenden Diagramm illustrierte Morphismus coim(f) — ker(g) ist ein
Isomorphismus.
ker(f)— A ! B—2-C

3!

coim(f) -~ ker(g)

(Wegen coim(f) — im(f) kanonisch kénnte man hier auch coim(f) durch im(f) ersetzen, was leichter
einprigsam ist: ,Bild von f gleich Kern von g“.)

Eine ldngere Sequenz nennt man exakt bei einem Objekt, wenn die entsprechende 3-Term-Untersequenz
exakt ist, und exakt, wenn sie an allen inneren Stellen exakt ist.

Eine kurze exakte Sequenz ist eine bei B exakte Sequenz A ENY;IEN C, in der f ein Monomorphismus

und ¢ ein Epimorphismus sind. Aquivalent: Die verlingerte Sequenz 0 — A ENY;IEN C — 0 ist exakt bei A,
B und C.

103Denn bezeichnet i: ker(f) — A den Kern von f, so gilt coim(f), = cok(i)s = Kokern(iz) = coim(fs).
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2.11.7. Dieser Begriff der Exaktheit stimmt mit demjenigen in 1.2.59 auf all den Kategorien iiberein, wo
beide erklédrt sind.

Beispiele 2.11.8. Sei X ein topologischer Raum. Dieselben Argumente wie in Beispiele 2.11.3 zeigen:

(a) Eine Sequenz A — B — C in der priabelschen Kategorie PSh(X; Ab) ist genau dann exakt, wenn
A(U) — B(U) — C(U) fiir jedes Uc X exakt ist.

(b) Eine Sequenz A — B — C in der prdabelschen Kategorie Sh(X; Ab) ist genau dann exakt, wenn
A, — B, — C, fiir jedes x € X exakt ist.

Aufgabe 2.11.9. Wir arbeiten in einer priabelschen Kategorie.

(a) Eine Sequenz A 1, B % ¢ von Morphismen mit go f = 0 ist genau dann exakt, wenn der induzierte
Morphismus cok(f) — im(g) ein Isomorphismus ist.

Bemerkung: Insbesondere ist eine Sequenz A 1B % ¢ von Morphismen in einer préabelschen

op op
Kategorie A ist genau dann exakt bei B, wenn die Sequenz A°P L7 gor &7 op in der praabelschen
Kategorie A°P exakt bei B°P ist.

Genau dann ist 0 — A 5 B exakt, wenn f ein Monomorphismus ist.

Dual: Genau dann ist A ENy; TN 0 exakt, wenn f ein Epimorphismus ist.

Dual: Genau dann ist A 2> B 5 @ — 0 exakt, wenn 7 ein Kokern von f ist.

)
)
(d) Genau dann ist 0 — K = A LB exakt, wenn k ein Kern von f ist.
)
) Insbesondere gelten fiir jeden Morphismus f: A — B:

(i) 0 — ker(f) = A LB cok(f) — 0 ist exakt.
(i) ker(f) — A — im(f) und im(f) < B — cok(f) sind kurze exakte Sequnzen.

(g) Genau dann ist A 1, B % C exakt bei B, wenn im(f) < B — im(g) kurz exakt ist.
Aufgabe 2.11.10. Sei

0 A B c 0
ek
0 A B’ c’ 0

ein kommutatives Diagramm in einer préaabelschen Kategorie, dessen Zeilen kurze exakte Sequenzen sind.
Sind a und ~ Isomorphismen, so ist auch 3 ein Isomorphismus.

Hinweis: Aufgabe 2.11.5.(c)

Bemerkung: Allgemeiner gilt in jeder priabelschen Kategorie das Fiinferlemma (siehe | , Five lemma
1.1.7)).

Definition 2.11.11. Ein Funktor F': A — B zwischen préabelschen Kategorien heifit

e linksexakt, wenn er Kerne zu Kernen macht;
e rechtsexakt, wenn er Kokerne zu Kokernen macht;

e exakt, wenn er links- und rechtsexakt ist.
104

L
2.11.12. Sei (L, R) eine Adjunktion zwischen Funktoren A = B zwischen priabelschen Kategorien. Dann

R
ist L rechtsexakt und R ist linksexakt, denn L erhilt alle Kolimiten und insbesondere Kokerne und R erhélt
alle Limiten und insbesondere Kerne.

Beispiele 2.11.13. Sei X ein topologischer Raum.
(a) Beispiel 2.11.8.(a) besagt insbesondere: Fiir jedes U@ X ist ,,Werte bei U aus“ PSh(X; Ab) — Ab,
F — F(U), exakt.
(b) Beispiel 2.11.8.(b) besagt insbesondere: Fiir jedes z@ X ist ,Nimm Halm bei 2* (=), : Sh(X;Ab) —
Ab, F — F, exakt. Dasselbe gilt auch fiir (—),: PSh(X;Ab) — Ab nach Proposition 2.7.5.(c).

104piege Definition stimmt sicherlich in den spéter definierten abelschen Kategorien mit der im kategoriellen Kontext tiblichen
Definition [ , 0034] iiberein.
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(c) Die Inklusion ¢: Sh(X;Ab) — PSh(X; Ab) ist als Rechtsadjungierter linksexakt nach 2.11.12.
(d) Garbifizierung f: PSh(X; Ab) — Sh(X; Ab) ist exakt (da sie sowohl Kolimiten als auch endliche
Limiten erhiilt, siehe Satz 2.7.7; Rechtsexaktheit folgt natiirlich auch aus der Adjunktion (f,¢)).
Sei f: Y — X eine stetige Abbildung.

(e) Der Funktor f*: Sh(X;Ab) — Sh(Y; Ab) ist exakt (Korollar 2.8.9 in der Version fiir Garben abel-
scher Gruppen, vgl. 2.8.14).

(f) Der Funktor f.: Sh(Y;Ab) — Sh(X;Ab) ist linksexakt (als Rechtsadjungierter). Insbesondere ist
der Globale-Schnitte-Funktor I': Sh(X; Ab) — Ab linksexakt.

Ausblick: Die g-Garbenkohomologie H?(X; F) einer Garbe F € Sh(X; Ab) ist per Definition der

g-te Rechtsderivierte dieses Funktors I'.

(g) Proposition 1.2.61 besagt beispielsweise, dass colim AbT — Ab fiir jede filtrierende Indexkategorie
7 exakt ist. Man beachte, dass die Ausgangskategorie als Funktorkategorie abelsch ist, siehe Aufga-
be 2.12.15.

Aufgabe 2.11.14. Jeder rechts- oder linksexakte Funktor F': A — B zwischen pridabelschen Kategorien
bildet das Nullobjekt auf das Nullobjekt ab.

Aufgabe 2.11.15. Ein Funktor F': A — B zwischen priaabelschen Kategorien ist

(a) genau dann linksexakt, wenn fiir alle kurzen exakten Sequenzen 0 — A — B — C' — 0 die Sequenz
0 — FA — FB — FC exakt ist.
Bemerkungen:
e Wegen Aufgabe 2.11.9 bedeutet die zweite Bedingung genau, dass F' Kerne von Epimorphismen
erhalt!9%).
e Analog ist ein Funktor genau dann rechtsexakt, wenn er Kokerne von Monomorphismen erhlt.
e Insbesondere ist F' genau dann exakt, wenn einer der folgenden Bedingungen gilt:
— Fiir alle kurzen exakten Sequenzen 0 - A — B — C — 0 ist die Sequenz 0 — FA —
FB — FC — 0 exakt.
— F erhéilt Epimorphismen und Kerne von Epimorphismen.
— F erhélt Monomorphismen und Kokerne von Monomorphismen.
(b) genau dann exakt, wenn fiir alle exakten Sequenzen A — B — C die Sequenz FA — FB — FC
exakt ist.

2.12. Additive und abelsche Kategorien.

Definition 2.12.1. Sei A eine Kategorie. Eine additive Struktur auf A ist eine Struktur einer abelschen
Gruppe auf allen Morphismenmengen A(A, B),'% fiir A, B € A, so dass alle Kompositionen

o: A(B,C) x A(A,B) — A(A,C)
bilinear sind.

2.12.2. Ist A eine Kategorie mit einer additiven Struktur, so ist die Menge der Endomorphismen A(A, A)
fiir jedes A € A ein Ring.

Jeder Ring R kann als Kategorie mit additiver Struktur mit genau einem Objekt aufgefasst werden, dessen
Endomorphismenring R ist.

In diesem Sinne ist also ein Ring dasselbe wie eine Kategorie mit additiver Struktur, die genau ein Objekt
hat.

2.12.3. Jede additive Struktur auf einer Kategorie A liefert auf allen vollen Unterkategorien U C A eine
additive Struktur.

Lemma 2.12.4 (Finale Objekte als initiale Objekte). Kann eine Kategorie A mit finalem Objekt mit einer
additiven Struktur versehen werden, so ist das finale Objekt auch initial und somit ein Nullobjekt und die
in Definition 2.10.4 definierten Nullmorphismen sind fir jede Wahl einer additiven Struktur die neutralen
Elemente.

105yyip verlangen hierbei nicht, dass F' Epimorphismen erhélt.
106Gegeben ist also mit anderen Worten eine Addition +: A(A, B) x A(A, B) — A(A, B), die A(A, B) zu einer abelschen
Gruppe macht.
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Beweis. Sei F' € A final. Wir fixieren eine beliebige additive Struktur auf .4 und notieren das neutrale
Element von A(A, B) als Opa. Da F final ist, ist Op4 fiir jedes Objekt A € A der eindeutige Morphismus
A — F'. Insbesondere gilt idp = 6F .

Sei A € A beliebig. Dann ist 0ap: F — A ein Morphismus und fiir jeden Morphismus f: F — A gilt
f=foidp=fo Opp = Oap wegen der Bilinearitéit der Verkniipfung. Also ist F' ein initiales Objekt und
damit ein Nullobjekt.

Fiir beliebige A, B € A folgt Opa = O0gpo0pa =0ga. O

Definition 2.12.5. Eine Kategorie heifit additiv, wenn sie endliche Produkte (und also insbesondere ein
terminales Objekt) hat und mit einer additiven Struktur versehen werden kann (die dann notwendig ein-
deutig ist, wie wir in Lemma 2.12.8 sehen werden). Wir bemerken schon hier, dass Koprodukte in additiven
Kategorien mit dem Symbol @ notiert werden (siche Notation 2.12.9).

Eine Kategorie heifit abelsch, wenn sie additiv und priabelsch ist.

Lemma 2.12.6 (Produkt zweier Objekte als Koprodukt). Seien A, B zwei Objekte einer additiven Kategorie
mit Produkt (A X B,pru,prg). Dann ist A X B zusammen mit den nach Lemma 2.12./ wohldefinierten
Morphismen

ing := (ida,0): A - A x B,
ing :=(0,idg): B— Ax B

ein Koprodukt von A und B. Salopp gilt also A x B= AnB.
Analog gilt Ay x -+ X A, = Ay1u---11 A, fir alle n > 1 und Objekte Ay, ..., A,.

Beweis. Fixiere eine beliebige additive Struktur auf 4. Dann gilt
ing opry +ingoprg =idaxs,
denn schalten wir pr, bzw. prg hinter beide Seiten, so kommt pr, bzw. prgz heraus.
Seien beliebige Morphismen a: A — T und 8: B — T gegeben. Gibt es einen Morphismus v: Ax B — T
mit yoinyg = o« und yoing = S, so folgt
vy=~o0idaxp =70 (ingopry +ingoprg) =aopry + Soprg.

Andererseits hat dieser somit einzig moglicher Kandidat a o pr4 + 5 o prg die gesuchte Eigenschaft.
Der Beweis der Verallgemeinerung geht analog (oder per Induktion mit Aufgabe 1.2.25). |

A A
N
S
N
B B

in einer Kategorie mit additiver Struktur gegeben, so dass pa oi4 =idyg und ppoig =0 und pgoip = idg
und pp oi4 = 0 gelten. Dann sind dquivalent:

(a) (S,ia,ip) ist ein Koprodukt von A und B.

(b) (S,pa,pp) ist ein Produkt von A und B.

(c) iaopa+ipopp =ids.

Aufgabe 2.12.7. Sei ein Diagramm

Lemma 2.12.8 (Eindeutigkeit der additiven Struktur). Auf einer additiven Kategorie gibt es genau eine
additive Struktur: Sind f,g9: A — B zwei Morphismen, so ist f + g (fir jede Wahl einer additiven Struktur
+) die folgende Verkniipfung:

J+g=(F,9)0 (ida,ida): A
wobei die Gleichheit nach Lemma 2.12.60 gilt.

Maida) g A= Ana 92
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Beweis. Sei A die betrachtete additive Kategorie. Seien f,g: A — B zwei Morphismen. Wir verwenden
Lemma 2.12.6 und behaupten, dass die Verkniipfung

AL, g A= Ana e B

fiir jede additive Struktur auf A die Summe von f und g sein muss. In der Tat, fixieren wir eine additive
Struktur auf A, so gilt nach dem Beweis von Lemma 2.12.6

(fig) = fopry +gopr,
und somit
(f,g) o {(ida,ida) = (fopry + gopry) o(ida,ida) = foida +goida = f +g. O

Notation 2.12.9. Ist A eine additive Kategorie und besitzt eine Familie (A;);c; von Objekten von A ein
Koprodukt, so notieren wir dieses als

iel iel
Analog werden endliche Koprodukte als
AeB®---@Z:=AuBu---uz

notiert. Wir erinnern daran, dass endliche Koprodukte stets existieren und auch Produkte sind (siche Lem-
mata 2.12.4 fiir leere Produkte alias terminale Objekte und 2.12.6). In Formeln gilt also

APB® - - @Z=AuBu---uZ=AxBx---xZ

auf Objektebene — wie man aus den Projektionen aus dem Produkt die kanonischen Abbildungen in das
Koprodukt berechnen kann und umgekehrt, ist im Fall zweier Faktoren in Lemma 2.12.6 und genauer in
Aufgabe 2.12.7 erklért; der allgemeine Fall geht analog. Man bezeichnet A ® B & - -- & Z deswegen auch als
Biprodukt, vgl. | , Biproduct].

2.12.10. Genau dann ist A additiv, wenn A°P additiv ist. Genau dann ist A abelsch, wenn A°P abelsch ist
(siehe 2.11.4).

Beispiele 2.12.11. Sei R ein Ring.
(a) Die Kategorie aller freien R-Moduln ist additiv'”, aber im Allgemeinen nicht abelsch (da nicht

priaabelsch - warum? Hinweis: Beispielsweise ist der Kokern von Z 2, 7 der Nullmodul).

(b) Die Kategorie Mod(R) aller R-Moduln ist abelsch.

(¢) Die Kategorie C(R) aller Komplexe von R-Moduln ist abelsch; wie in Aufgabe 1.2.69 kann man dies
direkt priifen oder abstrakt aus den Aufgaben 2.12.15 und 2.12.16 folgern.

Beispiel 2.12.12. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist die Kategorie PSh(X; Ab) der abelschen Priigarben
abelsch: Dass sie priaabelsch ist, haben wir bereits in Beispiel 2.11.3.(b) gesehen. Sie hat alle Limiten und
insbesondere endliche Produkte. Die additive Struktur auf jeder Morphismenmenge PSh(A, B) ist die of-
fensichtliche: Gegeben Morphismen ¢, %A — B definiere ¢ + ¢ durch (¢ + ¥)v := @y + ¢y fir Uc X.
(Alternativ: Dass PSh(X; Ab) abelsch ist, folgt schlicht daraus, dass es sich um eine Funktorkategorie mit
Werten in einer abelschen Kategorie handelt, siehe Aufgabe 2.12.15.)

Limes-Sein, Kolimes-Sein, Kern-Sein, Kokern-Sein, Nullobjekt-Sein, Exaktheit in PSh(X; Ab) kann stets
objektweise auf allen U@ X getestet werden.

2.12.13. Der folgende Satz ist eigentlich nur eine Zusammenfassung bereits bewiesener Aussagen.

Satz 2.12.14. Die Kategorie Sh(X; Ab) von Garben abelscher Gruppen auf einem beliebigen topologischen
Raum X ist eine abelsche Kategorie.

Sie hat alle Limiten und Kolimiten. Isomorphismus-Sein, Fxakt-Sein, Kern-Sein, Kokern-Sein, Kolimes-
Sein, Endlicher-Limes-Sein, Nullobjekt-Sein in Sh(X;Ab) kann auf den Halmen bei allen x € X getestet
werden (jeweils als Genau-dann-wenn-Bedingung).

107ynd hat sogar eine R-lineare Struktur, falls R kommutativ ist, d.h. alle Morphismenmengen sind R-Moduln und Ver-
kniipfung ist R-bilinear
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Beweis. Dass Sh(X; Ab) prédabelsch ist, haben wir bereits in Beispiel 2.11.3.(c) gesehen. Sie hat alle Limiten
(Satz 2.7.1) und insbesondere endliche Produkte. Die additive Struktur ist dieselbe wie auf PSh(X; Ab).
Dass alle Limiten und Kolimiten existieren, wurde in Satz 2.7.1 erklirt. Dass die angegebenen Eigen-
schaften halmweise getestet werden konnen, haben wir in Satz 2.3.1.(b), 2.11.8.(b) und Proposition 2.7.5.(b)
gesehen. O

Aufgabe 2.12.15. Seien A und Z Kategorien. Durch ,,objektweises Definieren® zeige (die Zusatzinfos ,,Aus-
werten ist ...“ und ,,Genau dann gilt ..., wenn alle Auswertungen ... erfiillen® sind wichtig, aber stets offen-
sichtlich):

(a) Hat C ein Nullobjekt, so auch C und Auswerten ev;: CT — C bei jedem i € T erhilt das Nullobjekt.
Ein Objekt N € C! ist genau dann ein Nullobjekt, wenn jedes N (i) ein Nullobjekt ist.

(b) Hat jeder Morphismus in C einen Kern bzw. Kokern, so stimmt dasselbe in CZ und Auswerten
bei jedem i € T erhilt diese. Ahnlich wie bei Nullobjekten kann man Kerne bzw. Kokerne durch
Auswerten an allen i € 7 detektieren.

(c) Mit C ist auch CT priabelsch und Auswerten bei jedem i € Z ist exakt. Genauer ist F — G — H
genau dann exakt, wenn jede Auswertunge F'(i) — G(i) — H (i) exakt ist.

(d) Jede additive Struktur auf C induziert eine additive Struktur auf CZ.

(e) Mit C ist auch CT additiv und Auswerten bei jedem i € T ist additiv.

Hinweis: Aufgabe 1.2.68.

(f) Mit C ist auch CZ abelsch und Auswerten bei jedem i € 7 ist exakt. Genauer ist F — G — H genau

dann exakt, wenn jede Auswertunge F'(i) — G(i) — H (i) exakt ist.

Aufgabe 2.12.16. Seien A eine abelsche Kategorie, U eine Kateorie und V: U — A ein volltreuer Funktor.
Gelte:

e das Nullobjekt von A liegt im essentiellen Bild von V;

e ist f: V(X) — V(Y) ein Morphismus in A fiir Objekte X,Y € U, so liegen Kern und Kokern von f
im essentiellen Bild von V;

e gegeben n € N und Objekte Xy, ..., X, in i liegt das Produkt [])"_; V(X;) in A im essentiellen Bild
von V.

Dann ist auch ¢ abelsch.

Hinweis: Sukzessive Vorgehen: Unter der ersten Bedingung hat ¢/ ein Nullobjekt. ... Aufgabe 1.2.67 sollte
verwendet werden.

Bemerkung: Oft wird diese Aussage auf volle Unterkategorien & C C angewendet.

Definition 2.12.17. Ein Funktor F': A — B zwischen additiven Kategorien heifit additiv, wenn eine der
folgenden dquivalenten Bedingungen gilt (vgl. Aufgabe 2.12.18):

e Tiir alle A, A’ € A ist
F: A(AA') — B(FAFA)
ein Morphismus (abelscher) Gruppen.
e F erhilt Produkte zweier Objekte: Fiir alle A, A’ € A ist der kanonische Morphismus

F(Ax Ay - FAx FA

ein Isomorphismus.
e F erhilt Koprodukte zweier Objekte: Fiir alle A, A’ € A ist der kanonische Morphismus

F(AnA') - FAuFA
ein Isomorphismus.

Aufgabe 2.12.18. Die drei Bedingungen in Definition 2.12.17 sind dquivalent.
Hinweis: Aufgabe 2.12.7 und Lemma 2.12.8.

2.12.19. Jeder additive Funktor erhilt das Nullobjekt: Sei N = N4 das Nullobjekt von A. Nach 2.10.5 gilt
Oy = idy. Weil F ein ein Funktor und additiv ist, folgt
OF(N) = F(ON) = F(ldN) = idF(N).

Darau folgt wieder mit 2.10.5, dass F'(IN) das Nullobjekt ist.
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Beispiel 2.12.20. Sei A eine additive Kategorie. Dann ist fiir jedes Objekt A € A der Funktor
A(A,—): A— Ab

additiv (dieser Funktor landet in Ab, da A additiv ist!). Ist A sogar abelsch, so ist dieser Funktor linksexakt
(dies ist trivial nach der Definition eines Kerns in der durch (2.10.1) beschriebenen Variante).
Ebenso ist der Funktor

A(—,A): A® — Ab
additiv. Ist A abelsch, so ist er linksexakt (denn er bildet Kerne in A°P alias Kokerne in A auf Kerne in Ab
ab).

2.12.21. Jeder Funktor F': A — B zwischen additiven Kategorien, der einen Rechts- bzw. Linksadjungierten
besitzt, ist additiv, denn jeder solche Funktor erhélt Kolimiten bzw. Limiten und insbesondere Produkte bzw.
Koprodukte.

Beispielsweise sind Garbifizierung f: PSh(X;Ab) — Sh(X; Ab), Pullback f*, Pushforward f, additive
Funktoren (was ohnehin offensichtlich ist).

Aufgabe 2.12.22. Jeder rechts- oder linksexakte Funktor F': A — B zwischen abelschen Kategorien ist
additiv.

Hinweis: Verwende 2.11.10. Vermutlich geht es einfacher(?) mit Lemma 2.12.8.

Beispiel: Ist f: Y — X stetig, so sind die Funktoren f*: Sh(X;Ab) — Sh(Y; Ab) und f.: Sh(Y;Ab) —
Sh(X;Ab) additiv (denn f* als Linksadjungierter bzw. f, als Rechtsadjungierter ist rechts- bzw. linksex-
akt). Insbesondere sind die Adjunktionsbijektionen Shy, an(f*F,G) = Shx ab(F, f+G) Morphismen abelscher
Gruppen. (Diese Aussagen sind ohnehin offensichtlich.)

Aufgabe 2.12.23 (Baut auf Aufgabe 2.12.15 auf). Ist A eine beliebige Kategorie, so erinnern wir an die
Yoneda-Funktoren

hy: A — Sett™,
Ars hy = A(—,A),
und
h': A% — Set™,
A B = A(A, -).
(a) Ist A eine additive Kategorie, so sind Ab*” und Ab* ebenfalls additiv (nach der oben zitierten
Aufgabe) und h, und h’ liften zu additiven Funktoren hs: A — Ab*™ und h’ AP — Ab™.

(b) stimmt das so? Ist A sogar abelsch, so sind h; und h’ linksexakt. Vermutlich schon, nach den Fuss-
noten 19 und 28 sind A7 und A’ mit Limiten vertréglich, und dies iibertriigt sich dann auf h, und h’,

denn nach Slogan (und objektweiser Berechnung) vertauschen (und erkennen) die Vergissfunktoren
op op . .
AbY =5 Set™™ und Ab* — Set alle Limiten.

Ende der 15. Vorlesung am 15.06.2021.

2.13. Trager von Garben und von Schnitten. Hétte ich auch schon deutlich frither machen kénnen...

Definition 2.13.1. Sei F eine Garbe oder allgemeiner eine Préagarbe abelscher Gruppen auf einem topolo-
gischen Raum X. Der Tréger von F ist die Menge

Supp(F) :={z € X | F, #0}.
Ist Uc X eine offene Teilmenge und s € F(U) ein Schnitt, so ist der Triger von s die Menge
Supp(s) :={u €U | s, # 0}.

2.13.2. Hier ist es entscheidend, dass wir mit (Pri-)Garben abelscher Gruppen arbeiten, damit wir Nullele-
mente in allen Halmen haben.
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2.13.3. Der Triger Supp(F) ist im Allgemeinen weder offen noch abgeschlossen noch lokal abgeschlossen.
Sei Uc X offen. Die abelsche Garbe der stetigen Schnitte der étalen Abbildung

{(,2) e X xZ|z=0fallsx ¢ U} - X

hat genau U als Tréger. Diese Garbe ist isomorph zur spéter in 2.14.3 definierten Garbe Zy¢ x, fiir die also
Supp(Zy¢ x) = U gilt. Jede offene Teilmenge taucht also als Tréiger einer Garbe auf.

Ist i: A — X die Inklusion einer abgeschlossenen Teilmenge, so gilt Supp(i+Z4) = A nach Beispiel 2.8.13.
Jede abgeschlossene Teilmenge taucht also als Triager einer Garbe auf.

Ist z € X ein Punkt, so gilt Supp(Z(,)) = {z} fiir den Wolkenkratzer Z(gy nach 2.1.5.

Mit diesen Beispielen und Proposition 2.7.5.(a) kann man nun Garben mit ziemlich wiisten Triigern
konstruieren. Frage: Welche Teilmengen treten allgemein als Trager von Garben auf?

Lemma 2.13.4. Seien X ein topologischer Raum, F € PSh(X; Ab) eine Prdgarbe abelscher Gruppen, Uc X
offen und s € F(U). Dann ist der Triger Supp(s) abgeschlossen in U (und somit lokal-abgeschlossen in X ),
in Formeln Supp(s)@ U.

Beweis. Sei xz € U\Supp(s), d.h. s, =0 = 0,. Dann gibt es nach Definition des Halms eine offene Umgebung
V von x in U mit s|y =0 = 0y. Also gilt s, = 0 fiir alle v € V und somit € V C U \ Supp(s).

Alternativbeweis mit Verwendung des étalen Raums: Wie zuvor sei 3: U — ét(F), u — 3(u) = s, der zu
s assoziierte (stetige offene, siehe 2.4.4.(b)) Schnitt. Der zum Nullelement 0 = 0x € F(U) assoziierte Schnitt
0 heilt Nullschnitt; oft wird auch sein offenes Bild

N:=0(X)={0(z) =0, |z € X}@© ét(F)
als Nullschnitt bezeichnet. Wir erhalten wegen der Stetigkeit von s wie gewiinscht
U\Supp(s) ={z €U |s,=0,} ={r €U |35u)=0uw}=35"(N)acU. O

Warnung 2.13.5. Sei s: X = R — R durch s(z) = max(0, z) definiert. Der mengentheoretische Triger von
s ist {z € X | s(x) # 0} = R, der offen, aber nicht abgeschlossen in X = R = U ist.'”® Dies ist aber kein
Widerspruch zu Lemma 2.13.4, wenn wir s als (globalen) Schnitt der abelschen Garbe Cg x reellwertiger
Funktionen auf X = R auffassen, denn in der garbentheoretischen Definition betrachtet man die Keime
s, und nicht die Werte s(z) (die im Fall einer beliebigen abelschen Priigarbe F gar nicht existieren). Der
garbentheoretische Tréger von s € Cg x(X) ist Supp(s) = {# € X | s # 0} = R, was in der Tat
abgeschlossen in X ist.!??

Aufgabe 2.13.6. Ist R eine Prigarbe von Ringen, so ist Supp(R) stets abgeschlossen.
Hinweis: Nach unseren Konventionen haben alle Ringe ein Einselement; dieses stimmt genau im Nullring
mit dem Nullelement iiberein.

2.14. Ausdehnung durch Null.

Satz 2.14.1 (Ausdehnung durch Null fiir Garben abelscher Gruppen). Sei j: U — X eine offene Einbettunyg.
Dann hat das inverse Bild 7*: Sh(X; Ab) — Sh(U; Ab) (welches isomorph zum Einschrinken F — F|y ist,
siehe 2.8.17) einen Linksadjungierten ji: Sh(U; Ab) — Sh(X; Ab) (das Adjunktionsdatum wird im Beweis
genau erklirt), wir haben also eine Adjunktion (ji,j*):

yii
_

Sh(U; Ab) Sh(X; Ab)

5k

J

Weiter gelten:
(a) Ist G € Sh(U; Ab) eine Garbe, so ist die Eins ein Isomorphismus

G =06 =(0)|u
108Dy Tréger im topologischen Sinne ist der Abschluss dieser Menge.

109 eicht sieht man, dass garbentheoretischer und topologischer Tréger iibereinstimmen.
94



und es gilt (71G)|x\v = 0, weshalb man 7G als Ausdehnung durch Null von G bezeichnet.
Insbesondere gilt fir den Halm an einem beliebigen Punkt x € X

0 sonst.

(b) Der Funktor j ist volltreu und erhdlt alle Kolimiten und alle endlichen Limiten. Insbesondere ist er
exakt.

(¢) Der Funktor j* erhdlt alle Kolimiten und Limiten und ist insbesondere exakt.

(d) Ist F € Sh(X; Ab) eine Garbe, so ist die Koeins ein Monomorphismus

(2.14.2) it F — F.
Seine Restriktion auf U ist ein Isomorphismus j*j15*F — j*F.

Ausblick 2.14.2. Man kann den Funktor fi fiir beliebige stetige Abbildungen definieren. Sein Rechtsderi-
vierter Rfi hat oft einen Rechtsadjungierten f', siehe | , Theorem 7.7] (was vorher bekannte Resultate
etwas verallgemeinert).

Algebraischer Beweis. Gelte ohne Einschrankung U@ X. Wir arbeiten statt mit j* mit dem isomorphen
Funktor F — Flu.
Sei G € PSh(U; Ab) eine Priigarbe abelscher Gruppe. Sei jF5"'G die durch

G(V) fallsV CU,
0 sonst,

X@V'—){

definierte Priigarbe abelscher Gruppen. Dies definiert offensichtlich einen Funktor jFSh: PSh(U;Ab) —
PSh(X; Ab).
Offensichtlich gilt (jF5"G)|y = G. Die Abbildung

PSh(ji *"G, F) = PSh(G, Flv),

P = (p|U’
ist offensichtlich bijektiv (definiere die Inverse!) und natiirlich in G € PSh(U; Ab) und F € PSh(X; Ab).
Definiere j; := 5752, Sind nun G und F Garben, so folgt
(2.14.3) Sh(jig, F) = PSh(jf*"G, F) = PSh(G, F|v) = Sh(G, F|v)

natiirlich in G und F. Dies zeigt die gewiinschte Adjunktion (ji, (—)|v)-

Zur Eins: Fir F = 5 G bildet die erste Bijektion das Element id: 5j1G — /G auf den Garbifizierungsmor-
phismus jF5"G — 5iG ab und die niichste Bijektion bildet diesen auf seine Einschrinkung G = (j75%G)|y —
719)|u ab, welche per Definition die Eins der Adjunktion (ausgewertet bei G) ist. Da aber der Garbifizie-
rungsmorphismus auf allen Halmen ein Isomorphismus ist (siehe 2.6.3), ist auch die Eins auf allen Halmen
ein Isomorphismus (denn Restriktion auf U dndert die Halme offensichtlich nicht) und dann als Morphismus
von Garben bereits ein Isomorphismus (sieche Satz 2.3.1.(b)).

Da die Eins ein Isomorphismus (alias eine Isotransformation) ist, ist ji volltreu (nach Aufgabe 1.1.40).

Fiir alle z € X \ U gilt offensichtlich (j1G), <— (j*"G), = 0 und somit (jiG)|x\y = 0. Damit ist auch
(2.14.1) bewiesen.

Dass j alle Kolimiten und alle endlichen Limiten erhilt, folgt aus (2.14.1) und Proposition 2.7.5.(b)
(Kolimiten sind eh klar, weil ji ein Linksadjungierter ist).

Da der Funktor j* sowohl links- als auch rechtsadjungiert ist, erhélt er alle Limiten und Kolimiten (hier

werden also auch beliebige Limiten erhalten, vgl. Korollar 2.8.9 und Beispiel 2.7.6).
110

L0Alter Beweis, dass Koeins Monomorphismus: Fiir G = F|y entspricht die Identitét id: F|y — F|y unter der rechten
Bijektion in (2.14.3) dem Prigarbenmorphismus j7SP(F|y) — F, dessen Auswertung bei V@ U die Identitét ist und dessen
Auswertung bei allen anderen V@ X (notwendig) die Nullabbildung ist. Dieser induziert auf allen Halmen injektive Abbildungen
(genauer die Identitéit bei « € U und die Nullabbildung bei z ¢ U). Dasselbe gilt dann auch fiir die Koeins ji(F|y) — F, da
Garbifizierung die Halme nicht &ndert. Nach Proposition 2.9.12 ist die Koeins ein Monomorphismus.
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Restriktion der Koeins auf U ist Isomorphismus: Wegen der einen Dreiecksidentitéit ist die Verkniipfung
Flv = (i(Flv))lv — Flu die Identitét. Der erste Morphismus ist eine Eins und somit wie oben gezeigt
ein Isomorphismus. Also ist der zweite Morphismus ebenfalls ein Isomorphismus - mit anderen Worten
restringiert die Koeins auf U zu einem Isomorphismus.

Koeins Monomorphismus: Da die Koeins auf U zu einem Isomorphismus restringiert, induziert sie auf allen
Halmen bei Punkten 2 € U Isomorphismen. Auf allen Halmen bei Punkten « € X \ U induziert sie wegen
(2.14.1) die (injektive) Abbildung 0 — F,. Also ist die Koeins nach Proposition 2.9.12 ein Monomorphismus.

|

Geometrischer Beweis fiir die Existenz des Linksadjungierten; Skizze. Leider verliert der Beweis etwas An-
schauung, wenn man genau ist und Garben abelscher Gruppen als abelsche Gruppenobjekte in der Kategorie
étaler Riume ansieht (vgl. Aufgabe 2.14.9). Erklire in der Vorlesung deshalb nur die Anschauung!

Nach den Sétzen 2.4.15 und 2.8.15 entspricht der Funktor j*: Sh(X;Set) — Sh(U; Set) dem Funktor

étTop, x — étTop 7,
(F% X)) (Fly =p '(U) = X).
Dieser Funktor erhilt (per direktem Beweis oder als Rechtsadjungierter nach Aufgabe 2.14.9) (endliche)
Produkte und liefert somit nach 1.2.72 den Funktor
Ab(étTop, x ) — Ab(étTop 1),

welcher dem Funktor j*: Sh(X;Ab) — Sh(U; Ab) entspricht.

Zu zeigen ist, dass dieser einen Linksadjungierten hat. Sei g: G — U eine étale Abbildung und genauer
ein Objekt von Ab(étTop ;).

Sei a(@) derjenige topologische Raum, der aus G durch Hinzufiigen von trivialen Gruppen {0} als Fasern
iiber allen Punkten von X \ U entsteht; formal sei a(G) als Pushout durch das kokartesische Diagramm!''!

U c X
| ]
G——=a(G)

in Top definiert, wobei 0 der Nullschnitt ist, der u € U auf das Nullelement der Faser G(u) = ¢~ '(u)
abbildet.!?
Die stetigen Abbildungen ¢ und idx liefern per universeller Eigenschaft des Pushouts eine stetige Abbil-
dung a(G) — X.
Zu ergianzen bzw. dem Leser iiberlassen, anschaulich aber klar:
e Die Abbildung a(G) — X ist étale. Dies ist recht einfach, sobald man sich iiberzeigt, dass die beiden
Abbildungen X — a(G) und G — a(Q) offene Einbettungen sind.''3
e Mache den étalen Raum a(G) zu einem abelschen Gruppenobjekt, so dass die offensichtliche Abbil-
dung G — a(G)|y ein Isomorphismus von Gruppenobjekten ist. (Gibt es hier ein gutes abstraktes
Argument? Vielleicht 2.5.4 verwenden?)
Auch im Rest des Beweises sind diverse Details zu ergéinzen.
Sei I € Ab(étTop,y) ein Objekt. Jedem Morphismus f: a(G) — F konnen wir die Komposition G =

a(@)|v ELLN F|y zuordnen. Ist umgekehrt ein Morphismus G — F|y gegeben, so verklebt er mit dem
Nullschnitt 0 — F' zu einem Morphismus a(G) — F. Diese Konstruktionen sind invers zueinander und
definieren eine Bijektion

Ab(étTOp/X)(a(G), F) = Ab(étTOP/U>(G> Flu)

H1ch kénnte statt X auch X x {0} schreiben, was eher nach dem étalen Raum der trivialen abelschen Garbe auf X aussieht.
27 Sinne von [Sch20, Definition 2.8.52] ist a(G) die Verklebung von G mit X entlang U.
131y privaten Notizen habe ich mir tiberlegt, dass étTop,x C Top,x mit allen Kolimiten kommutiert. Da U, X und G
étale iiber X sind, ist also auch a(G) étale iiber X. Dies verwendet, dass der obige Pushout in Top auch ein Pushout in Top /X
ist (nach der zu Aufgabe 1.2.20 dualen Aussage).
96



Nun muss man sich noch tiberzeugen, dass G +— a(G) ein Funktor ist und dass diese Bijektion natiirlich in
G und F ist. 0O

Notation 2.14.3 (und Bemerkung). Gegeben eine offene Teilmenge U@ X und eine Garbe F € Sh(X; Ab)
verwenden wir oft die Notation

Fuex = jij"F,
wobei j: U — X die Einbettung ist. Wegen des Monomorphismus (2.14.2) fassen wir Fyex meist als
Untergarbe''* von F auf.

Der étale Raum ét(Fye x) kann nach Proposition 2.9.12.(a).(v) mit einer offenen Teilmenge von ét F
identifiziert werden. Diese besteht genau aus allen Halmen F,, (alias Fasern von ét F £ X) fiir u € U und
den Nullelementen aller anderen Halme/Fasern iiber Punkten von X \ U, wie aus den Punkten (a) und (d)
von Satz 2.14.1 folgt, in Formeln

(Frex) =p {(U)UN = {s = (s(2))sex € [ Fo | s(x) =0 fiir alle z € X\ U}
zeX
fir N@ ét(F) den Nullschnitt.
Ist A eine abelsche Gruppe und Ax die zugehorige konstante Garbe abelscher Gruppen auf X, so verein-
fachen wir die Notation zu

(2.14.4) Avex = (Ax)uex = 113 Ax = Ay
Der zugehorige étale Raum iiber X ist

bt(Avex) ={(z,a) e X x Ala=0falls e ¢ U} = (U x (A\ {0})) U (X x {0})
mit der offensichtlichen Abbildung nach X.

Proposition 2.14.4. Seii: L — X die Inklusion einer {okel-abgesehlosseren beliebigen Teilmenge L C X.
Dann gelten die beiden folgenden nach Aufgabe 1.1.40 dquivalenten Aussagen:

e i.: Sh(L; Ab) — Sh(X; Ab) wvolltreu;

e fiir alle G € Sh(L; Ab) ist die Koeins i*i,G — G ein Isomorphismus.
Analoges gilt fir Garben von Mengen.

Beweis. Wir zeigen, dass i*i,G — G ein Isomorphismus ist. Dies kann auf den Halmen bei allen z € L
getestet werden.
e _Beweis“: Verwende Beispiel 2.8.13 und Korollar 2.8.9.
e Korrekter Beweis: Wir miissen zuerst die Koeins verstehen.
Wir iiberlegen uns dies zuerst fiir eine beliebige stetige Abbildung f: Y — X mit Hilfe des
Beweises von Satz 2.8.5. Sei G eine Garbe (von Mengen oder abelschen Gruppen) auf Y. Die Koeins
f*f«G — G kommt von einem Morphismus fpq; f«G — G von Prégarben per universeller Eigenschaft
der Garbifizierung. Letzterer ist auf V@ Y durch diejenige Abbildung
(2.14.5) st G(V) = colim  f.G(U)= _ colim G(f7(U)) = G(V)
U: f(V)CUCX U: f(V)CUCX
gegeben, die durch die Restriktionsabbildungen G(f ’1(5 )) = G(V) induziert wird.
Nun zuriick zum Fall der lekal-abgesehlossenen Inklusion i: L <— X und G einer Garbe auf L. Fiir
V@ L spezialisiert (2.14.5) zur Abbildung
(2.14.6) i56,ixG(V) =  colim  G(LNU)) — G(V).
U:vcUeX
In der filtrierenden Indexkategorie (oder Indexmenge) des Kolimes bilden diejenigen Umit LNU =V

eine konfinale Unterkategorie, auf der U — G(L N U) = G(V) konstant ist. Also ist (2.14.6) ein
Isomorphismus. Ist nun z € L beliebig, so ist der induzierte Isomorphismus auf den Halmen

(Z;Shl*g)x = Co‘l}m ZEShZ*g(V) — Co‘l}m g(V) = gx

Hdgiy Unterobjekt eines Objekts einer Kategorie ist im Wesentlichen ein Monomorphismus in dieses Objekt. Genauer sind
Unterobjekte als Aquivalenzklassen definiert, siehe | , Subobject].
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als Kolimes von Isomorphismen ebenfalls ein Isomorphismus (da der Kolimes ein Funktor ist). Da
Garbifizierung die Halme erhélt, ist auch (i*i.G), — G, ein Isomorphismus. Also ist die Koeins wie
gewtiinscht ein Isomorphismus.

O

Proposition 2.14.5 (Kurze exakte Garbensequenz einer Offen-abgeschlossen-Zerlegung). Seien X ein to-
pologischer Raum, Uc X eine offene und F@a X eine abgeschlossene''® Teilmenge, die zueinander komple-

mentdr sind, d.h. X =U U F als Menge. Seien UL XSF die Inklusionen. Fiir jede Garbe F € Sh(X; Ab)
ist dann

(2.14.7) G F < F = iyi* F
=
=Fue x

eine kurze exakte Sequenz, wobei der linke Morphismus die Koeins der Adjunktion (ji, 7*) und der rechte die
Eins der Adjunktion (i*,i.) sind.

Ausblick 2.14.6. Die kurze exakte Sequenz (2.14.7) liefert spéter (per eigentlichem Vorschub auf einen
einpunktigen Raum) eine lange exakte Sequenz der Garbenkohomologie mit kompaktem Tréiger beziiglich
der Offen-abgeschlossen-Zerlegung X = U U F.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass

(1" Fe = Fo — 148" Fy
fiir beliebiges « € X eine kurze exakte Sequenz abelscher Gruppen ist. Wegen X = UUF und Korollar (2.8.9)
geniigt es zu zeigen, dass die beiden Sequenzen

JhgF =it F — jriadt F
gt F it F — it it F
kurz exakt sind.
In der ersten Sequenz ist aber der linke Morphismus ein Isomorphismus (siehe Satz 2.14.1.(d)) und das
rechte Objekt ist das Nullobjekt (da j*i. der Nullfunktor ist, denn (j*i.A); = (ixA), = 0 fiir alle z €
X\ F =X\ F =U nach Korollar (2.8.9) und Beispiel 2.8.13).

In der zweiten Sequenz ist das linke Objekt das Nullobjekt (siche Satz 2.14.1.(a)) und der rechte Mor-
phismus ist ein Isomorphismus: Nach einer Dreiecksidentitét ist die Verkniipfung

UF = " 0" F - 0 F
die Identitat und der zweite Morphismus ist als Koeins einer abgeschlossenen Einbettung ein Isomorphismus
(siehe Proposition 2.14.4). O

Aufgabe 2.14.7. Seien X ein topologischer Raum und ¢: FF — X die Inklusion einer abgeschlossenen
Teilmenge. Ist F € Sh(X;Set) eine Garbe von Mengen auf X, so ist die Eins F — 4,i*F ein Epimorphismus.

Hinweis: Variiere einige der Argumente aus dem Beweis von Proposition 2.14.5.

Besser wire es vielleicht, die Eins F — f, f*F fiir beliebiges f irgendwo explizit zu beschreiben und dies
dann hier und im Beweis der Proposition zu verwenden.

Bemerkung: Ist ¢ die Inklusion einer beliebigen Teilmenge, so ist die Eins kein Epimorphismus: Nimm
etwa die Inklusion U = (—1,1)@ R und F = Zy¢ x.-

Aufgabe 2.14.8. Sei i: T — X die Inklusion einer Teilmenge eines topologischen Raums.
(a) Sei G € Sh(T, Ab) eine Garbe abelscher Gruppen auf T'. Fiir jedes V@ X ist

(12G)(V) :={s € G(T NV) | Supp(s)@a V'}

eine abelsche Untergruppe von G(T'N V) und die Zuordnung V' — i2G(V') definiert mit den von G
induzierten (wohldefinierten!) Restriktionsabbildungen eine Garbe G € Sh(X; Ab).

Definiert man i7¢ in offensichtlicher Weise fiir Morphismen ¢ von Garben auf T, so wird i2: Sh(T, Ab) —
Sh(X, Ab) ein Funktor.

15Der Buchstabe F wird in diesem Kontext oft verwendet wegen fermé fiir abgeschlossen im Franzosischen.
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(b) Ist j: U < X die Inklusion einer offenen Teilmenge, so sind die beiden Funktoren j, und ji isomorph
(vermoge der naheliegenden natiirlichen (Iso-)Transformation).
Bemerkung: Dies liefert eine konkrete Beschreibung der Garbifizierung im algebraischen Beweis
von Satz 2.14.1.

Bemerkung: Der Funktor i; wird normalerweise als 4, notiert. Die hier gewéahlte ad hoc Notation dient
nur der Unterscheidung von i, fiir offenes T', die aber nach (b) vernachléssigbar ist.

Aufgabe 2.14.9. Sei f: Y — X eine stetige Abbildung.
(a) Die beiden Zuordnungen , Verkniipfung mit f¢
fo: Top,y — Top,x,
(FLY)m (F L% x),
und ,,Pullback entlang f*
Y xx —: Top,x — Top,y,
(B X) = (Y xx E25Y),
auf Objektebene lassen sich in offensichtlicher Weise zu Funktoren ausweiten.

(b) Offensichtliche Eins und Koeins machen (fo,Y xx —) zu einem Paar adjungierter Funktoren; ein
Bild dazu:

fo
_—
TOP/Y P TOP/X
Y Xx —

(c) Ist f étale, so restringiert diese Adjunktion zu einer Adjunktion
fo

7 _
étTop,y .~
Y Xx —

étTop, x

Hinweis: Trivial nach | , Aufgabe 4.1.16].
Bemerkung: Mit den Sétzen 2.4.15 und 2.8.15 kann man diese Adjunktion als Adjunktion

_
-
f*
interpretieren. Ist f = j: U — X eine offene Einbettung, so ist der obere Funktor das Analogon von j
fiir Garben von Mengen, die Ausdehnung durch die leere Menge (mit minimalem Mehraufwand
folgert man, dass Satz 2.14.1 sinngeméf auch fiir Garben von Mengen gilt). Man kann dies natiirlich

auch ohne explizite Verwendung étaler Rdume beweisen.

Sh(Y’; Set) Sh(X; Set)

Ende der 16. Vorlesung am 17.06.2021.
Hausaufgaben:

(1) e Aufgabe 2.11.5: Elementares zu Morphismen in priaabelscher Kategorie

e Aufgabe 2.11.9: Exaktheit
) Aufgabe 2.14.7: Koeins fiir Inklusion abgeschlossener Teilmenge ist Epimorphismus
) Aufgabe 2.14.8: ji per Triigerbedingung
) Aufgabe 2.14.9: Ausdehnung durch leere Menge
) Bonus: (Aussagen werden im Rest der Vorlesung wohl ohne Kommentar verwendet.) Drei der ur-

spriinglichen Bonus-Aufgaben wurden eine Woche nach hinten verschoben.
e Aufgabe 2.11.10: ,,Dreier-Lemma*
e Aufgabe 2.11.14: Links-/rechtsexakte Funktoren erhalten Nullobjekt
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2.15. Garben abelscher Gruppen als Grothendieck-Kategorie.

2.15.1. Unser Ziel ist der strukturell wichtige Satz 2.15.6, dass Sh(X; Ab) eine Grothendieck-Kategorie im
Sinne der folgenden Definition 2.15.2 ist.

Definition 2.15.2 (vgl. [[XS06, Definition 8.3.24]'¢ oder [Stal18, 079A]). Eine Grothendieck-Kategorie
(oft auch Grothendieck abelsche Kategorie) ist eine Kategorie .A mit den folgenden Eigenschaften:
e Sie ist abelsch.
Haitte wohl irgendwo mal erwéhnen sollen (oder steht das schon da?): In jeder abelschen Kategorie
haben je zwei parallele Morphismen f,g: X — Y einen Egalisator und einen Koegalisator: Betrachte
ker(f — g) und cok(f — g).
e Sie hat beliebige Koprodukte alias direkte Summen (und somit beliebige Kolimiten, da sie Koegali-
satoren hat; dies folgt aus der dualen Aussage zu Aufgabe 1.2.12).
o Filtrierende Kolimiten sind exakt.
e Es gibt ein Objekt G € A, so dass der Funktor

A(G,—): A — Set

treu ist.''” Ein solches Objekt G heifit Erzeuger von A (vgl. [[X506, Ttems (i) und (ii) auf Seite
185]11%).

Ausblick 2.15.3. Die Information, dass eine Kategorie eine Grothendieck-Kategorie ist, hat viele wichtige
Konsequenzen (vgl. auch [Wik20, Grothendieck category]): Beispielsweise hat jede Grothendieck-Kategorie
automatisch beliebige Produkte (und folglich, da Egalisatoren existieren, beliebige Limiten, siehe Aufga-
be 1.2.12) und genug injektive Objekte [Stal8, 07D8, 079H]. Erwihnenswert ist auch der Satz von Gabriel-
Popescu [Stal8, 0F5U], [Wik20, Gabriel-Popescu theorem].

Beispiel 2.15.4. Proposition 1.2.61 zeigt, dass die Kategorie Ab der abelschen Gruppen und etwas allgemei-
ner die Kategorie Mod(R) der Moduln iiber einem Ring R Grothendieck-Kategorien sind (der naheliegende
Erzeuger ist Z bzw. R, die anderen Eigenschaften sind mittlerweile wohlbekannt).

2.15.5. Sei Uc X eine offene Teilmenge und betrachte die Garbe Zygsx = jiZy (sieche (2.14.4)), wobei
j: U = X die Inklusion ist. Sei 1y € Zyex (U) = Zx (U) die konstante Funktion u — 1. Ist F € Sh(X; Ab)
beliebig, so behaupten wir, dass die folgende Abbildung eine (in F natiirliche) Bijektion

(2.15.1) Sh(Zue x, F) = F(U),
o= pu(lv),

ist. Dies iiberlegt man sich leicht direkt''?, wir geben aber spafeshalber eine formale Begriindung:'*’ Die
Adjunktionen (j,5*) und ((—)y,T'(U; —)) (alias (¢*, ¢x) fiir ¢: U — {*}) und offensichtliche Isomorphismen
liefern Bijektionen

Shx ab(Zuex,F) = Shx ab(1Zy, F) = Shyan(Zy, j* F) =2 Shyan(Zy, Flu)

a—a(l)

= Ab(Z,T(U; F)) U, F)=FU).

Die Verkniipfung ist die oben explizit behauptete Bijektion.?!

Satz 2.15.6. Die Kategorie Sh(X;Ab) der Garben abelscher Gruppen auf einem beliebigen topologischen
Raum X ist eine Grothendieck-Kategorie.

H6Hjer ist die Definition genauer mit Hilfe von Universen formuliert.

H7zy zeigen ist also, dass fiir beliebige Objekte A, B € A die Abbildung, die einen Morphismus f: A — B auf fo: A(G, A) —
A(G, B) abbildet, injektiv ist. Da diese Abbildung ein Morphismus abelscher Gruppen ist, reicht es zu zeigen, dass aus fo =0
bereits f = 0 folgt.

U185 ist eine gute Ubung, sich zu iiberlegen, dass diese Definition eines Erzeugers mit der in [Stal8, 079A] tibereinstimmt.

119Aquivalfs:nt zeige man die anschaulich plausible Behauptung, dass jeder Morphismus U X Z — ét(F) in Ab(étTop/X)
eindeutig durch seine Einschrinkung auf U x {1} bestimmt und definierbar ist.

120Bine weitere formale Begriindung wird am Ende von 2.15.8 gegeben.

121Figentlich brauchen wir im Beweis von Satz 2.15.6 nur irgendeine in F natiirliche Bijektion Sh(Zy¢ x F) =, F(U), die
explizite Beschreibung kann uns egal sein.
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Beweis. Da die restlichen Aussagen bekannt sind (siehe Satz 2.12.14), bleibt zu zeigen, dass filtrierende
Kolimiten exakt sind und dass es einen Erzeuger gibt.
Existenz eines Erzeugers: Wir behaupten, dass

G .= @ ZU«ZX

ein Erzeuger von Sh(X; Ab) ist, dass also Sh(G, —) ein treuer Funktor ist. Natiirlich in Garben & € Sh(X; Ab)
haben wir Bijektionen

2.15.1
Sh(G,€) = Sh ( @D Zvex.€) = [ Sh(Zvex.€) =22 [T ).
Ue X Ue X Uex
Ist ¢: £ — F ein Morphismus, so entspricht die induzierte Abbildung Sh(G, ¢) = ¢o: Sh(G,E) — Sh(G, F)
modulo dieser Bijektionen der Abbildung

I ¢): T[] €@ — ] F@),

UC X Uc X Uc X
(sv)v = (p(U)(sv)),-

Da jedes £(U) als abelsche Gruppe nicht leer ist, ist ¢ = (¢(U))y durch diese Abbildung (alias Sh(G, ¢) =
o) eindeutig bestimmt (betrachte links ein Tupel, dessen V-Komponente ein gegebenes Element t € £(V)
ist und dessen andere Komponenten Null sind). Also ist Sh(G, —) treu.

Filtrierende Kolimiten sind exakt: Seien Z eine filtrierende Indexkategorie und & — F — G ein (in
der Mitte) exaktes Diagramm in Sh(X; Ab)Z. Zu zeigen ist, dass

colim £(¢) — colim F(4) — colim G (%)

exakt ist. Nach Satz 2.12.14 gentigt es zu zeigen, dass fiir jedes x € X die Sequenz
(colim &(7))5 — (colim F (7)), — (colim G(7)),

abelscher Gruppen exakt ist. Da der Halm eines Kolimes der Kolimes der Halme ist (wieder Satz 2.12.14)
ist dquivalent zu zeigen, dass
colim (i), — colim F (i), — colim G(7),

K3 7

exakt ist. Dies folgt aber aus Proposition 1.2.61, da fiir jedes ¢ € Z die Sequenz £(i) — F(i) — G(¢) nach
Annahme exakt ist und dies dann wieder nach Satz 2.12.14 auch fiir jede Halm-Sequenz £(i), — F (i), —
G(i), gilt.

Wer Diagramme mag, versteht den gerade gegebenen Beweis vielleicht besser mit dem folgenden kommu-
tativen'?? Diagramm

colimz

Sh(X; Ab)? Sh(X; Ab)
i(f)zo i();.
AbI colimz Ab

O

2.15.7 (Induzierte Adjunktion auf Funktorkategorien). Sei (L, R,7,¢) eine Adjunktion zwischen Funktoren

L
C =2 D. Ist T eine beliebige Kategorie, so erhalten wir eine induzierte Adjunktion (Lo, Ro,no,£0) zwischen
R

Lo
den offensichtlichen Funktoren CZ = DZ, wie sich der Leser leicht iiberlegt (vgl. [ , Lemma A.0.22]

Ro
samt der dortigen Fufinote). Bei abuse of notation schreiben wir abkiirzend R = Ro und L = Lo.

122Ganz genau ist es nur kommutativ bis auf den eindeutigen Isomorphismus ,,Kolimes der Halme 22 Halm des Kolimes*.
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2.15.8 (Freie Abelsche-Gruppen-Garbe iiber Mengen-Garbe). Wenden wir 2.15.7 auf die Adjunktion (Z, V)
zwischen dem Funktor Freie-abelsche-Gruppe Z = Z(—): Set — Ab und dem Vergissfunktor V: Ab — Set
an und nehmen Open(X)°P als Indexkategorie, wobei X ein topologischer Raum ist, so erhalten wir die
Adjunktion (Z, V) zwischen den Funktoren

7—7PSh

TN

SetOPen(X)™  — PSh(X;Set) PSh(X;Ab) = ApOPen()™

Der Vergissfunktor VPSP bildet trivialerweise Garben auf Garben ab, der Funktor ZFS? aber nicht'??. Wir
notieren die Restriktion von VP! als V' = VSh: Sh(X; Ab) — Sh(X;Set) und behaupten, dass

751 .= {ZPSh = 40 ZPSP|g.: Sh(X;Set) — PSh(X; Ab) % Sh(X; Ab)
linksadjungiert dazu ist. In der Tat gilt
Shx ab(Z%"S, A) = Shx ab(HZ""S, A)
>~ PShy ap(ZF5"S, A)
~ PShx set(S,V.A)
= Shy set(S, VA)
natiirlich in § € Sh(X; Set) und A € Sh(X; Ab).
Dies liefert einen weiteren Beweis der Behauptung in 2.15.5: Sei U@ X und betrachte die dargestelle Garbe
hyr. Dann ist der étale Raum von ZPSPhy; kanonisch isomorph zu U x (Z \ {0}) U (X x {0}) — X. Folglich

ist ZS"hyr kanonisch zu Zy¢ x isomorph (vgl. Ende von 2.14.3). Ist nun F € Sh(X; Ab) beliebig, so erhalten
wir Bijektionen

Shab(Zug x, F) = Shap(Z%"hy, F) 2 Shget (huy, VF) 229, F(U).

~

Die Verkniipfung ist genau die Abbildung (2.15.1), die somit bijektiv ist.
2.16. Tensorprodukt und Hom-Garbe.

2.16.1. Sind A, B, C abelsche Gruppen, so sind A® B = A®z B und Hom(B, C') = Homyz(B, C) := Ab(B, C)
ebenfalls abelsche Gruppen und die offensichtliche Abbildung definiert eine Bijektion

Ab(A® B,C) = Ab(A, Hom(B, C))

von Mengen und sogar von abelscher Gruppen, die in A, B € Ab°®? und C' € Ab natiirlich ist. Fiir fixiertes
B macht dies (— ® B,Hom(B, —)) zu einem adjungierten Paar von Funktoren.

Wir verallgemeinern diese Aussage nun von Ab 2 Sh(pt, Ab) auf Sh(X; Ab).

Wir arbeiten hier der Einfachheit halber nur mit Garben abelscher Gruppen. Ahnlich kénnte man mit
Garben von Moduln iiber einem Ring oder Garben von Moduln iiber einer Garbe von Ringen arbeiten. Es
gilt die folgende Faustregel: Alle bekannten Konstruktionen mit Moduln iiber Ringen haben Entsprechungen
fiir Garben.

Definition 2.16.2 (Tensorprodukt). Sei X ein topologischer Raum. Der Funktor
@FSh = @ISt PSh(X; Ab) x PSh(X; Ab) — PSh(X; Ab),
(A, B) (A @PSh B U s (A@PSh BY(U) := A(U) ® B(U)),
(4107 w) =@ ®PSh ,(/) = (QDU ® ’(/)U)qu7

123Nimm etwa X = {1,2} mit der diskreten Topologie und sei 7 € Sh(X; Set) die terminale Garbe (:= das terminale Objekt
in Sh(X;Set)), d.h. T(U) = * fiir alle U@ X. Dann ist ZT keine Garbe abelscher Gruppen, denn (ZT)(U) = Z* = Z fiir alle
Uc X.
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(mit offensichtlichen Restriktionen (A®FSPB)(U) — (A2PSEB) (V) fiir Ve U X) heiBt Prégarbentensorprodukt
von Prigarben.
Seine Postkomposition mit Garbifizierung
® = ®z := o ®"": PSh(X; Ab) x PSh(X; Ab) — Sh(X;Ab)

heifit (Garben-)Tensorprodukt von Prégarben und seine Einschrinkung auf Sh(X;Ab) x Sh(X; Ab)
(Garben-)Tensorprodukt von Garben.
Meist werden ®7S" und ® nur als Tensorprodukt bezeichnet.

Beispiel 2.16.3. Wir zeigen, dass das Prigarbentensorprodukt von Garben im Allgemeinen keine Garbe

ist. Seien U,V @ X zwei zusammenhingende (insbesondere nichtleere), disjunkte offene Teilmengen eines

topologischen Raums X. Dann gilt Zy¢ x ® Zye x = 0, wie sofort aus Proposition 2.16.4 folgt, jedoch
(Zoex P Zyex)(UUV) = Zyex(UUV) @ Zyex(UUV) X ZQZ =7 # 0.

Proposition 2.16.4 (Halm des Tensorprodukts). Sei X ein topologischer Raum. Der Halm eines Tensor-
produkts von Garben oder Prigarben ist das Tensorprodukt der Halme: Sind A,B € PSh(X, Ab) Prdgarben
abelscher Gruppen und x € X ein Punkt, so sind die offensichtlichen'** Abbildungen

(2.16.1) (AR B), < (A" B), &= A, © B,

Isomorphismen abelscher Gruppen und natirlich in A und B.
Insbesondere erhalten die Funktoren A® —: Sh(X;Ab) — Sh(X; Ab) und — ® B alle Kolimiten und sind
insbesondere rechtsexakt.

Beweis. Die folgenden Isomorphismen abelscher Gruppen werden sogleich erklart.
(A® B), < (AR B),
= colim (A®PhB)(U)

U: zeUcC X
= colim A(U)® B(U)
U: zeUC X
= colim AU) ® B(V)

(U,V): zeUc X, zeVe X
&~ colim colim A(U)® B(V)
U:z2eUCX V:zeVae X

>~ colim (.A(U)® colim B(V))

U: zeUCX VizeVe X

= (, clim  AW) @ (, colim  BV)
=A, QB,.

Der erste Isomorphismus kommt daher, dass Garbifizierung die Halme nicht &ndert. Der zweite Isomorphis-
mus folgt aus Proposition 1.2.66, da die Kategorie offener Umgebungen U von x isomorph zur konfinalen,
vollen Unterkategorie der ,diagonalen® Paare (U, U) offener Umgebungen von z in der Kategorie aller Paare
(U, V) offener Umgebungen von z ist. Der dritte Isomorphismus ist das Analogon von Aufgabe 1.2.26 fiir
Kolimiten. Die beiden néchsten Isomorphismen kommen daher, dass das Tensorprodukt mit einer fixierten
abelschen Gruppe als Linksadjungierter mit Kolimiten vertauscht.

Offensichtlich ist die so erhaltene Bijektion (A ®F5" B), = A, ® B, die in der FuBinote 124 beschriebene.

DaA,®— = —-®A,: Ab — Ab als Linksadjungierter alle Kolimiten erhilt, iibertrigt sich dies auf A® —
nach Satz 2.12.14. |

Proposition 2.16.5. Sei X ein topologischer Raum. Die offensichtlichen Morphismen sind Isomorphismen
ARZx < A S Zx @ A,
A2 (BeC) = (A B)®C,
ARB S B A

124 e erste ist von Garbifizierung induziert. Die zweite ist induziert vom Tensorprodukt der Abbildungen A(U) — Az und
B(U) — Bz, wobei U die offenen Umgebungen von = durchlduft.
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von Garben abelscher Gruppen, die natiirlich in allen Argumenten sind.*>”

Beweis. Die Familie der Isomorphismen A(U) — Zx(U) ® A(U), a — 1® a, fir Uc X, definiert einen
Isomorphismus A — Zx @FS" A von Prigarben. Die Verkniipfung A — Zx @5" A — Zx ® A mit dem Mor-
phismus in die Garbifizierung ist der in der Proposition gemeinte Morphismus. Er induziert auf allen Halmen
einen Isomorphismus, wie man sofort aus Proposition 2.16.4 folgert, und ist somit selbst ein Isomorphismus.

Die Konstruktion der iibrigen Morphismen samt des Beweises, dass sie Isomorphismen sind, ist dem Le-
ser iiberlassen. Fiir den Isomorphismus in der mittleren Zeile iiberlege man sich etwa zunéchst, dass der
kanonische Morphismus von der Garbifizierung von A @5 (B @St €) nach A ® (B ® C) ein Isomorphis-
mus ist (letzteres ist a priori als zweimalige Garbifizierung definiert!), vgl. das Argument im Beweis von
Proposition 2.16.6. (Il

Ende der 17. Vorlesung am 22.06.2021.

Proposition 2.16.6 (Vertriglichkeit von Pullback und Tensorprodukt). Sei f: Y — X eine stetige Abbil-
dung. Dann gilt
(2.16.2) ff(A®B) = f*A® f*B

natiirlich in Garben (oder Prigarben) A,B abelscher Gruppen auf X unter dem im Beweis erkldrten Iso-
morphismus.

2.16.7. Plausibel ist das, denn der Halm beider Seiten bei y € Y ist zu A,y ® By, isomorph (nach
Korollar 2.8.9 und Proposition 2.16.4). (Dies ist aber kein Beweis: Weder haben wir einen Morphismus
(2.16.2) konstruiert noch gezeigt, dass er auf allen Halmen einen Isomorphismus induziert.)

Beweis. Seien A und B Pragarben abelscher Gruppen auf X. Zuniichst konstruieren wir einen Isomorphismus
a: fisn(A®" B) & fig A®" fig,B.

Fiir jede offene Menge V@ Y sei ay die folgende Verkniipfung hoffentlich offensichtlicher Isomorphismen
(Isomorphismus der Indexkategorie; ,,diagonale* Unterkategorie konfinal, Kolimes iiber Produktkategorie ist
yzeilenweiser” Kolimes der ,spaltenweisen® Kolimiten; zweimal ® vertauscht mit Kolimiten).

av: fpsn(ARPSEB)(V) = colim  AU)®BU) = colim AU) ® B(U)
U: f(V)cUeX (U,U): f(V)cUT X

colim AU)®@BU') = colim coim  A(U) ® B(U")
(U,U"): f(V)CUCX,f(V)CU'€X U: f(V)CUCX U': f(V)CU'€X

= colim AU)® ( colim B(U’))
U: f(V)CUC X U': f(V)CcUC X

~ . . / - * PSh prx
>0 colim Av)e(,, colim (U ) = FpsnA @™ f,B)(V).

~

Die ay sind kompatibel mit Restriktionen zu offenen Teilmengen und definieren so den Isomorphismus «.
Nun betrachte das folgende kommutative Diagramm, in dem alle mit n markierten Morphismen Instanzen
der kanonischen Morphismen n = nr: F — §F einer Prigarbe F in ihre Garbifizierung §.F sind.

el

ha

FARB) <o i (A® B) — s fr (A) @ fig(B) - f*(A) @ f*(B)

i j

f;Sh(A®B) n n [ (A) @Psh [*(B)
flf’Sh(n)T U®P5hnT
fosn(A@TSMB) = fig (A@PSM B) — fig) (A) @75 fig (B) = fpgu(A) @7 fig, (B)

1257 eicht folgert man, dass der Funktor ®, das Objekt Z x und die ersten drei obigen Isomorphismen die Kategorie Sh(X; Ab)
zu einer monoidalen Kategorie machen, vgl. [ , Monoidal category]. Das einfachste Beispiel einer solchen Kategorie ist die
Kategorie der Mengen mit dem kartesischen Produkt. Ebenso ist die Kategorie der abelschen Gruppen mit ®7 monoidal.
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Die beiden gepunkteten Morphismen, die die jeweiligen Rechtecke kommutativ machen, existieren jeweils
eindeutig nach der universellen Eigenschaft der Garbifizierung.

Wir behaupten nun, dass ¢ und 1 Isomorphismen sind, was in Worten bedeutet, dass die zwei Objekte
in den oberen Ecken auch per einmaliger Garbifizierung definiert werden kénnten (bis aus Isomorphie).'?%

Ist diese Behauptung gezeigt, so kénnen wir (2.16.2) := 1oaop~! definieren (was offensichtlich natiirlich
in A und B ist) und sind fertig.

Um zu testen, dass die Morphismen ¢ und % von Garben Isomorphismen sind, geniigt es zu zeigen, dass
sie auf den Halmen bei allen y € Y Bijektionen induzieren. Da alle Abbildungen 7 halmweise Isomorphismen
sind und da die Isomorphismen (2.8.4) und (2.16.1) natiirlich sind, folgt dies aber aus den kommutativen
Diagrammen

(f*(A® B)), =~ (fpsn(A® B)),
Ny TN
(A®B).f(y) ﬁ (fesn(A® B))y My |~
Nf(y) T~ (sz,h(n))yT
(AT B) () 5o (psu(A@THB)), = (fpsu(A@™" B)),
und
(Fisn(A) @ Frgn (B))y —— (£*(A) @ f*(B)),
Ny TN

m|~ (F*(A) &P f2(B)), —os fo(4), @ £4(B),

(77®PSh77)yT Ny &Ny TN
(Fian(A) @7 f56.(B))y = (Foon(A) @7 Fi (B))y s i (A)y @ Fign (B)y-

Definition 2.16.8 (Hom-Garbe). Sei X ein topologischer Raum. Der Funktor
Hom = Homgz: PSh(X;Ab)°? x PSh(X; Ab) — PSh(X; Ab),

(A, B) (’Hom(A, B): U v Hom(A, B)(U) := PShy.an(Alv, Blu),

(mit offensichtlichen Restriktionen Hom(A, B)(U) — Hom(A, B)(V) fir Ve Uc X und offensichtlicher De-
finition auf Morphismen) heifit Funktor der lokalen (Homo-)Morphismen (von Prigarben) oder
salopp Hom-Funktor oder lokales Hom oder Prigarben-Hom. Ich nenne Hom(A, B) gerne die Hom-
Prigarbe.

Sind A, B € Sh(X;Ab) Garben abelscher Gruppen, so ist die Hom-Prigarbe Hom(.A, B) bereits eine
Garbe (siehe Aufgabe 2.16.9) und wird als Hom-Garbe bezeichnet. Der induzierte Funktor

Hom = Homx = Homgz: Sh(X;Ab)°P? x Sh(X; Ab) — Sh(X; Ab)

heifit Funktor der lokalen (Homo-)Morphismen (von Garben) oder salopp Hom-Funktor oder
lokales Hom oder Garben-Hom.

Aufgabe 2.16.9. Seien A, B € Sh(X; Ab). Dann ist die Hom-Préigarbe Hom(A, B) eine Garbe.

2.16.10. In dieser Bemerkung sind .4 und B wohl als Garben angenommen. Per Definition gilt IT'(Hom(A, B)) =
PShx ab(A, B) oder genauer 'oHom = Shx ap als Funktoren, was die Terminologie lokale Homomorphismen
erklart.

(Die Notation Hom(A, B) := Shx an(A, B) ist weit verbreitet. Dann schreibt sich Obiges suggestiver als
['(Hom(A, B) = Hom(A, B) bzw. T' o Hom = Hom.)'?"

126Djese Behauptung mag man alternativ zum unten angegebenen Beweis auch aus (2.6.3) folgern.
1273011 ich statt der Notation Hom die Notation Sh oder Shay, verwenden, oder gar Ab oder Mod?
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Aufgabe 2.16.11. Seien A, B € Sh(X; Ab) Garben abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum X
und sei € X. Dann induzieren die Abbildungen Hom(A, B)(U) — Ab(A,, By), ¢ — ¢, einen Morphismus

Hom(A, B)z — Ab(A,, By)

abelscher Gruppen. Warnung: Notiert man den Keim von ¢ wie oben bei x als .., so wird diese Abbildung als
Yz — @z geschrieben, scheint also die Identitét zu sein. Jedoch haben ¢, links und rechts zwei verschiedene
Bedeutungen! (Wie kann man diesen (in der Literatur weitverbreiteten) Notationskonflikt sinnvoll auflgsen?
- Da ich gerne den Halm als Funktor (—), schreiben will, sollte man wohl die Abbildung F(U) — F, nicht
per s — s, sondern anders notieren; vielleicht als s — s* oder als s — in,(s) oder gar als s — Germ,/(s)?
Dann wird die obige Abbildung als Germ,.(¢) — ¢, notiert.)

Dieser ist im Allgemeinen weder bijektiv noch injektiv noch surjektiv. Finde Beispiele, in denen er injektiv,
aber nicht surjektiv bzw. surjektiv, aber nicht injektiv ist.

Hinweis: Betrachte auf X = R die konstante Garbe Zx, den Wolkenkratezer Z,) bei z = 0 und die
Ausdehnung durch Null Zyx fir U = X \ {0}.

Satz 2.16.12. Seien A,B,C € Sh(X;Ab) Garben abelscher Gruppen auf einem topologischen Raum X.
Dann gibt es einen kanonischen, im Beweis explizit beschriebenen Isomorphismus

(2.16.3) Shap(A® B,C) = Shap (A, Hom(B,C))
abelscher Gruppen, der natiirlich in A, B € Sh(X;Ab)°? und C € Sh(X; Ab) ist.

Tensor-Hom-Adjunktion: Insbesondere sind fir fiviertes B die beiden Funktoren

-®B

_

Sh(X; Ab) Sh(X; Ab)

Hom(B,—)

vermdge der Bijektionen (2.16.3) adjungiert.
Weiter gelten:

e Der Funktor Hom(B,—): Sh(X;Ab) — Sh(X;Ab) erhdilt als Rechtsadjungierter alle Limiten und
ist insbesondere linksexakt.'*®

e Der Funktor Hom(—,C): Sh(X; Ab)°? — Sh(X; Ab) erhdlt alle Limiten und ist insbesondere links-
exakt. (Kolimiten bzw. Kokerne in Sh(X; Ab) werden also auf Limiten bzw. Kerne abgebildet.)

Beweis. Fiir (2.16.3) geniigt es wegen der Adjunktion (f,¢) alias der universellen Eigenschaft des Garbifizie-
rung, natiirliche Isomorphismen

(2.16.4) PShap (A ®PP B,C) = PShay (A, Hom(B,C))

zu etablieren, was wir sogar fiir alle Prigarben A, B, C abelscher Gruppen behaupten.
Fiir alle Uc X sind die offensichtlichen Abbildungen Bijektionen (vielleicht leichter versténdlich mit der
Notation Homy, statt Ab?)

Ab(A(U) ® B(U), C(U)) = Biling (A(U), BU); C(U)) = Ab(A(U), Ab(B(U),C(U))).

Ist f ein Element der linken Menge/abelschen Gruppe, so ist sein Bild rechts durch a — f(a ® —) gegeben.
Sei nun ¢ = (py)vex: A @M B — C ein Morphismus von Prigarben abelscher Gruppen. Fiir jedes
Uc X und jedes a € A(U) ist dann

Yu(a) = (pvialy ® =)oy Blo = Clu
ein (wohldefinierter!) Morphismus von Prégarben abelscher Gruppen. Weiter ist
l/}U: A(U) — ’Hom(B,C)(U) = PShUyAb(B|U,C|U),
a — Yy (a),

128D ass —®p alle Kolimiten erh&lt und rechtsexakt ist, wie wir bereits in Proposition 2.16.4 per halmweiser Argumentation
erkldrt haben, folgt natiirlich auch aus der obigen Adjunktion.
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ein Morphismus abelscher Gruppen. Fiir variierendes U@ X sind die ¥y mit Restriktionen vertriglich und
definieren somit einen Morphismus

V= (Yu)vex: A — Hom(B,C)

von Prégarben abelscher Gruppen.

Die so erhaltene Zuordnung ¢ +— 1 definiert (2.16.4) als Abbildung. Der Leser priift rasch (etwa durch
Angabe einer Umkehrabbildung), dass diese Abbildung bijektiv ist; sie ist offensichtlich ein Morphismus
abelscher Gruppen und natiirlich in den Argumenten.

Zu zeigen bleibt, dass Hom(—,C): Sh(X; Ab)°? — Sh(X; Ab) alle Limiten erhélt. Sei colim B; ein Kolimes
in Sh(X; Ab) alias ein Limes in Sh(X; Ab)°P. Dann wird Hom/(colim B;,C) vermége der Morphismen

?oin;: Hom(colim BB;,C) — Hom(B;,C)

ein Kegel iiber dem durch die rechten Objekte gebildeten Diagramm. Fiir beliebiges A € Sh(X; Ab) ist nach
Proposition 1.2.22 zu zeigen, dass die obere Horizontale im offensichtlich kommutativen Diagramm
Sh(A, Hom(colim B;,C)) —— lim Sh(A, Hom(B;,C))
~T(2.16A3) NTlim (2.16.3)
Sh(A & colim B;,C) —————— lim Sh(A ® B;,C)
bijektiv ist'?? Die untere Horizontale ist aber bijektiv nach Proposition 1.2.48, denn A ® — erhilt alle

Kolimiten und somit ist insbesondere A ® colim B; zusammen mit den Morphismen id 4 ® in; ein Kolimes
des durch die A ® B; gebildeten Diagramms. O

2.16.13. Aus den bisher erhaltenen Morphismen kann man formal einige weitere Morphismen herleiten. Wir
geben einige Beispiele:

(a) Garbenversion von (2.16.3): In Sh(X; Ab) gilt
(2.16.5) Hom(A® B,C) = Hom(A, Hom(B,C))
natiirlich in A, B,C unter dem im Beweis erkliarten Isomorphismus.
Formaler Beweis. Ist T € Sh(X; Ab) eine beliebige Testgarbe, so liefern Satz 2.16.12 und Proposi-
tion 2.16.5 natiirliche Bijektionen
Sh(7,Hom(A® B,C)) =2 Sh(T @ (A® B),C)
=Sh((T® A) ®B,C)
Sh(T ® A, Hom(B,())
Sh((T, Hom(A), Hom(B,())).
Weil dies natiirlich in 7 ist, kommt die Komposition dieser Bijektionen nach Yoneda von einem
eindeutigen Isomorphismus (2.16.5). Dieser ist offensichtlich natiirlich in allen Argumenten. O

Beweis von Hand; Skizze. Fiir Uc X betrachte die folgende Verkniipfung,
Yu: Hom(A® B,C)(U) = Shan((A® B)|v,Clu) = Shap(Alu ® Blu,Clu)
L9, Shan(Aly, Homy (Blu,Clu)) 2 Shan(Aly, Hom(B,C)|u) = Hom(A, Hom(B,C))(U),

~

wobei sich hinter den beiden 22-Zeichen relativ offensichtliche Isomorphismen verbergen, die die
Restriktion des Tensorprodukts'®’ bzw. der Hom-Garbe auf die offene Teilmenge U beschreiben
(und die man vielleicht als Gleichheit schreiben sollte).

129%as nur bedeutet, dass jedes Element der Menge rechts oben alias jede Familie kompatibler Morphismen A — Hom(B;,C)
von genau einem Morphismus A — Hom(colim B;,C)) herkommt. Analog kann man die untere Zeile interpretieren, was den
Beweis vielleicht leichter verstdndlich macht.

130Was man auch als Spezialfall von (2.16.2) fiir f: U < X lesen kann.
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Fiir variierende U@ X sind die ¢y vertrdglich mit Restriktionen und definieren so den Isomor-
phismus (2.16.5).1%! a

(b) Garbenversion von (2.8.2), vgl. Satz 2.8.5: Sei f: Y — X stetig. Dann gilt in Sh(X; Ab)
(2.16.6) feHomy (f* A, B) = Homx (A, f.B)
natiirlich in A € Sh(X; Ab)°? und B € Sh(Y; Ab) unter dem im Beweis erklérten Isomorphismus.

Beweis. Ist T € Sh(X;Ab) eine beliebige Testgarbe, so liefern die Sitze 2.8.5 und 2.16.12 und
Proposition 2.16.5 natiirliche Bijektionen

ShX (T7 f*HOmy (f*.A, B)) = Shy
= Shy

5T, Homy (f* A, B))
T ® fAB)

= Shy (f*(T ® A),B)

= Shy (T ® A, f.B)

= Shx (T, Homx (A, f.B))

Weil dies natiirlich in 7 ist, kommt die Komposition dieser Bijektionen von einem eindeutigen
Isomorphismus (2.16.6). Dieser ist offensichtlich natiirlich in allen Argumenten. ]

—~ T~~~

Wie im vorigen Punkt kann man auch per Hand einen Isomorphismus (2.16.6) konstruieren.
(c) Es gilt

(2.16.7) Hom(Zx,B) = B

natiirlich in B € Sh(X; Ab).
Dies kann man &hnlich wie oben formal beweisen, aber der Beweis von Hand ist viel klarer.
Beweis von Hand. Fir Uc X offen gilt

Hom(Zx,B)(U) = Shy(Zx|u, Blv) = Shy (Zy, Bly) = B(U),

wobei der letzte Isomorphismus aus der Adjunktion ((—)y,T'(U; —)) (alias (¢*, ¢,) fiir ¢: U — {x})
folgt (und ein Spezialfall von (2.15.1) ist, denn Zygy = Zy ). Dies ist kompatibel mit Restriktionen
entlang W@ U und der so erhaltene Isomorphismus (2.16.7) ist natiirlich in B. O

Ende der 18. Vorlesung am 24.06.2021.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 2.16.9: Hom-Prigarbe von Garben ist Garbe

(2) Aufgabe 2.16.11: Halm der Hom-Garbe versus Hom der Halme

(3) Bonus: Finde ein Analogon von Satz 2.16.12 fiir Garben von Mengen! Hinweis: Ersetze ® durch x.

(4) Aufgabe 2.11.15: Test ob Funktor linksexakt auf kurzen exakten Sequenzen, Test ob exakt auf exakten
Sequenzen.

(5) Aufgabe 2.12.18: drei dquivalente Bedingungen fiir Additivitéit eines Funktors

(6) Bonus: Aufgabe 2.12.22: rechts-/linksexakte Funktoren zwischen abelschen Kategorien automatisch
additiv.

3. GARBENKOHOMOLOGIE

3.1. Injektive (und projektive) Garben.

3.1.1. Der Begriff des projektiven Moduls (siehe | , Definition 7.1.1]) 148t sich leicht in den Kontext
abelscher Kategorien verallgemeinern. Man spricht dann von projektiven Objekten. Dual dazu ist der Begriff
des injektiven Objekts.

Injektive Garben (:= injektive Objekte in der Kategorie der Garben abelscher Gruppen auf einem topo-
logischen Raum) werden zur Berechnung rechtsderivierter Funktoren und insbesondere zur Berechnung der
Garbenkohomologie verwendet.

Projektive Garben sind duflerst selten interessant: Oft ist die Nullgarbe die einzige projektive Garbe, siehe
Proposition 3.1.10.

131Der hoffentlich mit dem im ersten Beweis definierten iibereinstimmt - so etwas ist leider immer nervig zu checken (hier
aber sicher relativ einfach méglich); in der Literatur wird so etwas leider durchaus h#ufig {ibergangen.
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3.1.2. Ist I ein Objekt einer abelschen Kategorie A, so ist der Funktor A(—,I): A°? — Ab offensichtlich
linksexakt, d.h. er bildet Kerne in A°P alias Kokerne in A auf Kerne in Ab ab. Dies ist klar nach der
Definition eines Kokerns. Im Allgemeinen ist A(—,I) aber nicht exakt.
Definition 3.1.3. Sei A eine abelsche Kategorie.
(a) Ein Objekt I € A heifit injektiv, wenn der Funktor A(—,I): A — Ab°? exakt ist. Aquivalent'*:
Fiir jeden Monomorphismus i: A" < A in A ist die Abbildung
i =(704): A(A, I) = A(A',T)

surjektiv. Zur Hlustration ein Bild (man nennt f’ einen Lift von f (relativ zu i)):

A/c_i?A
vfl
L3
I

(b) Wir sagen, dass A genug Injektive hat, wenn es fiir jedes Objekt A € A einen Monomorphismus
A < I in ein injektives Objekt I gibt.

(c) Ein Objekt P € A heifit projektiv, wenn der (mehr oder weniger per Definition linksexakte) Funktor
A(P,—): A — Ab exakt ist. Aquivalent: Fiir jeden Epimorphismus 7: A — A" ist die Abbildung

7. = (mo?): Hompg(P, M) — Hompg(P, M")

surjektiv. Zur Hlustration ein Bild (man nennt f’ einen Lift von f (relativ zu )):

_P
S J/Vf
p
M=o M"

(d) Wir sagen, dass A genug Projektive hat, wenn es fiir jedes Objekt A € A einen Epimorphismus
P — A von einem projektiven Objekt P gibt.

3.1.4. Beliebige Produkte [], ¢ Is injektiver Objekte I, sind injektiv (klar nach der Liftungsbedingung
Dual sind beliebige Koprodukte € P; projektiver Objekte P; projektiv.

133)

3.1.5. Jeder Funktor mit einem exakten (dquivalent: monomorphismenerhaltenden) Linksadjungierten erhilt

L
Injektive: Sei (L, R) ein adjungiertes Paar zweier Funktoren .4 & B zwischen abelschen Kategorien, wobei
R

L Monomorphismen erhilt. Ist I € B injektiv, so ist auch RI injektiv (klar nach Liftungsbedingung'®?).

Beispiel 3.1.6. Ist Uc X eine offene Teilmenge eines topologischen Raums, so ist die Restriktion Z|y jeder
injektiven Garbe Z € Sh(X; Ab) injektiv, denn der Restriktionsfunktor Sh(X;Ab) — Sh(U;Ab) alias j*
fiir j: U — X hat den exakten Linksadjungierten Ausdehnung durch Null j, so dass wir 3.1.5 verwenden
konnen.

3.1.7 (Injektivitidt vererbt sich auf direkte Summanden). Ist A ® B = A x B injektiv bzw. projektiv, so
haben auch die direkten Summanden/direkten Faktoren A und B diese Eigenschaft.

3.1.8. Sei ¥ = (A < B — () eine kurze exakte Sequenz in einer abelschen Kategorie, so gelten:

e Ist A injektiv, so spaltet 3.
e Ist C projektiv, so spaltet X.

1325iche die Bemerkungen in Aufgabe 2.11.15.(a).

133 Alternativ ist A(—, [[1s) = [T.A(—, Is) exakt, wie man sofort priift - formal ist dieser Funktor die Verkniipfung des
exakten Funktors A(—, I5)ses: A — (Ab°P)S = (Ab%)°P mit dem opponierten des exakten Produktfunktors []g: AbS — Ab.

1340der formaler, weil A(—, RI) 2 B(L—, I) eine Verkniipfung zweier exakter Funktoren ist
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3.1.9. Betreibt man homologischen Algebra in der Kategorie der Moduln {iber einem Ring, so verwendet
man oft, dass diese Kategorie genug projektive und injektive Objekte hat, um gewisse derivierte Funktoren,
beispielsweise Erweiterungsgruppen Ext}z(A,B) zwischen R-Moduln, auszurechnen. Im Fall von Garben
abelscher Gruppen gibt es jedoch sehr oft keine projektiven Garben aufler der Nullgarbe und insbesondere
nicht geniigend projektive Objekte, siche Proposition 3.1.10. Geniigend injektive Garben gibt es aber stets,
siehe Proposition 3.1.14.

Proposition 3.1.10 ([ , Chapter I, Exercise 4]). Sei n > 1. Die einzige projektive Garbe abelscher
Gruppen auf R™ und allgemeiner jeder topologischen n-Mannigfaltigkeit ist die Nullgarbe.
Allgemeiner gilt dies fiir jeden lokal zusammenhingenden Hausdorffraum ohne isolierte'>® Punkte.

Beweis. Sei x € X ein Punkt. Weil = Hausdorfl ist, ist i: {x} — X eine abgeschlossene Inklusion. Folglich
ist nach (dem Beweis von) Proposition 2.14.5 fiir jede Garbe F € Sh(X; Ab) die Eins nz: F — i.i*F eine
Epimorphismus und
N =MF)e: " F = Fp = 70,8 F = (148" F ),

ist ein Isomorphismus alias eine bijektive Abbildung abelscher Gruppen (wir identifizieren hier und im Rest
des Beweises Garben abelscher Gruppen auf {z} mit abelschen Gruppen entlang der in 2.2.6 erkldrten
Aquivalenz).

Sei nun P € Sh(X;Ab) projektiv. Ist P nicht die Nullgarbe, so gibt es ein x € X mit P, # 0. Setze
A= i"P =P, # 0, wobei i: {x} — X wie oben die Inklusion ist. Die beiden Morphismen f und p im
folgenden linken Diagramm sind die Einsen von P und von der konstanten Garbe Ax.

(3.1.1) Pl ag A = P (Ax), - A
RN N
A) Ay, —A

denn sowohl i,i*P = i, A als auch i,i*(Ax) = i.(Afz)) = i+ A sind der Wolkenkratzer A(,) = i, A bei x zur
abelschen Gruppe A. Weil P projektiv ist und p ein Epimorphismus ist, existiert ein gestrichelter Morphismus
f, der das linke Diagramm kommutativ macht. Das rechte Diagramm ist sein Bild unter dem Halm-Funktor
(=)z. Da f, und p, nach der Erinnerung am Anfang des Beweises bijektiv sind, ist auch fx bijektiv; die
beiden abelschen Gruppen rechts sind wie angedeutet kanonisch zu A isomorph (als Kolimiten) und wir
behandeln diese Isomorphismen im Rest des Beweises als Gleichheiten. Dann gilt f, = p, = ]F”;, =idy.

Sei a € A\ {0}. Weil f, surjektiv ist, existieren eine offene Umgebung Uc X von z und s € P(U) mit
fu(8)s = fu(sz) = a.

Ist X eine topologische Mannigfaltigkeit, so konnen wir annehmen, dass U offen und zusammenhéngend
ist (ein ,e-Ball um z*). Weil fy(s) € Ax(U) dann eine stetige Funktion U — A ist, muss sie konstant sein
(da Bilder zusammenhingender Mengen zusammenhéingend und A diskret) und es muss fU(s) = a gelten.
Seiy € U\ {z}.

Im allgemeinen Fall 148t sich die offene Umgebung U von @ zu einer zusammenhéngenden Umgebung V C U verkleinern, die sich wiederum
zu einer in X offenen Umgebung W C V verkleinern 148t. Dann ist die mengentheoretische Restriktion fi;(s)|y notwendig konstant und es folgt

Ffw (slw) = fu(s)lw = a. Da = kein isolierter Punkt von X ist, gibt es ein y € W \ {z}.
Betrachte das folgende Diagramm.

P 3 > AX
f Lﬂ:(pm
in1
Ay == A@) B Ay = Aw) XAy

Die beiden epimorphen Koeinsen p: Ax — A(,) und q: Ax — A, induzieren wie angedeutet den Mor-
phismus 7, welcher offensichtlich halmweise surjektiv und somit ein Epimorphismus ist. Da P projektiv ist,
existiert der angedeutete gestrichelte Lift von in; o f.

135Fin Punkt « eines topologischen Raums heifit isoliert, falls {z} offen in X ist.
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Dieses Diagramm liefert auf den Halmen bei x und y die beiden folgenden Diagramme.

P (Ax). = A Py (Ax), = A
f:ci iﬂ'm=<Pz7(Im>=<idA70> fyi i%—(py»qy)—(()-,idf;)
(Aw)e 25 (A X A (Aiy)y 24 (A % Ay
Il Il Il Il
A Ax0 0— ™  ~ox4

Das rechte Diagramm liefert [, = 0. Der Vergleich des linken Diagramms mit dem rechten Diagramm in
(3.1.1) liefert I, = fo, also Iy (s)e = lo(s2) = fo(se) = a # 0.

Da U zusammenhiingend ist, muss die stetige Funktion ;7 (s): U — A konstant sein und es folgt Iy (s) = a
und insbesondere [, (s,) = ly(s), = a # 0 im Widerspruch zu [, = 0.

Allgemeiner Fall: Mit W C V. C U wiec oben folgt, dass Iy (s)|y konstant den Wert a annimmt. Somit gilt Iy (s) = a und dann Ly (sy) =
lw (s)y = a # 0 im Widerspruch zu I, = 0. O

Proposition 3.1.11. Sei R ein (nicht notwendig kommutativer) Ring. Dann hat Mod(R) genug Injektive.
Insbesondere hat Ab genug Injektive.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zuerst fiir Ab = Mod(Z).

Als bekannt wird vorausgesetzt, dass eine abelsche Gruppe A genau dann injektiv ist, wenn sie divisibel'*
ist (die Implikation = folgt leicht mit Hilfe der Injektion Z X 7, die Implikation < geht mit dem Zornschen
Lemma (eventuell im Video erklédren)).

Eine unmittelbare Konsequenz ist, dass Quotienten injektiver abelscher Gruppen injektiv sind. Beispiels-
weise sind Q und Q/Z injektive abelsche Gruppen.

Wir zeigen nun, dass sich jede abelsche Gruppe A in eine injektive abelsche Gruppe einbetten 1a8t.
Betrachte das Diagramm

ZA— A

|

QA—— P.

Hierbei ist ZA die freie abelsche Gruppe (= der freie Z-Modul) iiber A und QA ist der freie Q-Vektorraum

iiber A, den wir hier als abelsche Gruppe betrachten; » und u sind die offensichtlichen Gruppenmorphismen; P
(u,—7r

ist der Pushout, den man etwa konkret als Kokern der Abbildung ZA —>> QA x A= QA® A beschreiben
mag. Aus dieser Beschreibung folgt sofort, dass die vertikale bzw. horizontale Abbildung in den Pushout
injektiv bzw. surjektiv ist (Surjektivitit der Horizontale folgt auch abstrakt aus Aufgabe 2.9.9).

Somit ist P als Quotient der injektiven (= divisiblen) abelschen Gruppe QA injektiv und die rechte
Vertikale ist die gesuchte Einbettung von A in eine injektive abelsche Gruppe.®” 1%

Sei nun R ein beliebiger Ring. Wie in Aufgabe 3.1.12 bezeichne Mod(R) die Kategorie der R-Rechtsmoduln;
diese Aufgabe zeigt, dass der exakte Vergissfunktor res: Mod(R) — Mod(Z) = Ab als Rechtsadjungierten

136pas bedeutet, dass fiir alle n € N\ 0 die Abbildung n-: A — A surjektiv ist.

13"Djeselbe Pushout-Konstruktion funktioniert mit ZE < QEF als linker Vertikale und offensichtlicher oberer Horizontale,
wenn A von einer Teilmenge E als abelsche Gruppe erzeugt wird. Dies mag fiir konkrete Berechnungen niitzlich sein.

138 Alternative Konstruktion: Fiir jedes abelsche Gruppe ist

1A A— H Q/Zv
PEAD(A,Q/Z)
a— (p(a))e
ein Monomorphismus in eine injektive abelsche Gruppe: Die rechte Seite ist sicherlich injektiv, etwa als Produkt injektiver
(= divisibler). Um zu zeigen, dass ¢4 ein Monomorphismus ist, geniigt es, fiir jedes a € A\ {0} einen Gruppenmorphismus
p: A = Q/Z mit ¢(a) # 0 zu finden. Sicherlich gibt es einen Gruppenmorphismus Za — Q/Z, der a auf ein Element # 0

abbildet, denn Za ist isomorph zu Z oder zu Z/mZ fiir ein m > 2. Dieser kann wegen der Injektivitit von Q/Z entlang der
Inklusion Za C A ausgedehnt werden.
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den Funktor ind := Hom_z(R,—): Ab — Mod(R) hat. Ist M € Mod(R) beliebig, so besitzt die abelsche
Gruppe res M wie oben erklirt eine Einbettung i: res M < I in eine injektive abelsche Gruppe.

Wir behaupten, dass die Verkniipfung

M 2 indres M 2% ind 1

von R-Modulmorphismen die gesuchte Einbettung von M in einen injektiven R-Modul ist, wobei 7 die Eins
unserer Adjunktion ist.

Zunichst ist mit I auch ind I injektiv, denn der Linksadjungierte res von ind ist exakt (siehe 3.1.5).

Da ind = Hom_z(R, —) offensichtlich Monomorphismen (= Injektionen) erhélt, ist ind ¢ injektiv (abstrakt
kann man auch Lemma 2.9.7 verwenden). Die Eins n: M — Hom_z (R, M|z) bildet m € M aufn(m): r — mr
ab'¥” und ist wegen 7(m)(1) = m injektiv. Die Behauptung folgt. O

Aufgabe 3.1.12 (Allgemeine Tensor-Hom-Adjunktion). In dieser Aufgabe stehe Mod(R) fiir die Kategorie
der R-Rechtsmoduln iiber einem Ring R.
(a) Seien A und B Ringe und sei X = 4Xp ein A-B-Bimodul.
Sei M ein A-Rechtsmodul und N ein B-Rechtsmodul. Die abelsche Gruppe Hom_ (X, N) der
B-Rechtsmodulmorphismen X — N wird offensichtlich per (g.a)(x) = g(a.x) ein A-Rechtsmodul.
Zeige: Die Abbildung

Hom_p(M ®4 X, N) — Hom_ 4(M,Hom_g(X,N)),
fe(me fme-)),

ist eine (wohldefinierte) Bijektion.
Einfach und nicht aufzuschreiben: Sie ist natiirlich in allen Argumenten und ein Morphismus
abelscher Gruppen.
Insbesondere ist — ® 4 X: Mod(A4) — Mod(B) linksadjungiert zu Hom_5: Mod(B) — Mod(A).
(b) Folgere: Ist ¢: R — S ein Ringmorphismus, so hat der (exakte) Vergissfunktor Mod(S) — Mod(R)
e Erweiterung der Skalare — ®p S als Linksadjungierten und
e Hom_g(S, —) als Rechtsadjungierten.

Bemerkung: Die Formulierung mit Rechtsmoduln ist fiir meinen Geschmack am einfachsten zu merken. Wer
mag, kann sie auf Linksmoduln iibertragen.

Aufgabe 3.1.13 (Einbettung abelscher Gruppen in Injektive funktoriell, aber nicht additiv). Sei [0,1] :=
(0 — 1) die Kategorie mit genau zwei Objekten 0 und 1 und genau einem Morphismus 0 — 1 auBler
den beiden Identitidtsmorphismen. Ist A eine belienige Kategorie, so heifit die Funktorkategorie A! auch
Kategorie der Pfeile/Morphismen in A, denn ihre Objekte sind Pfeile alias Morphismen a: Ay — Ay

und ihre Morphismen (A4g % A;) — (Bo KN By) sind Paare f = (fo, f1), so dass das offensichliche Quadrat
kommutiert, also fia = bfy gilt.

(a) Es gibt einen Funktor ,, Einbettung in injektive abelsche Gruppe“ E: Ab — Abl%Y mit den folgenden
Eigenschaften:

e Fiir jede abelsche Gruppe A gilt E(A) = (A<<314), wobei i4 ein Injektion und 14 eine injektive
abelsche Gruppe sind.
e Fiir jeden Morphismus f: A — B abelscher Gruppen gilt E(f) = (f, g5) fiir einen Morphismus
gr: 4 — Ip.
(b) Es gibt keinen solchen Funktor, der additiv ist.
Hinweis: 2-: Z/27 — Z/27Z.

Proposition 3.1.14. Die Kategorie Sh(X; Ab) abelscher Garben auf jedem topologischen Raum X hat genug
Injektive.

Beweis. Sei A € Sh(X; Ab) beliebig. fiir jedes z € X sei i,: {z} — X die Einbettung. Da Ab geniigend
injektive Objekte hat (siehe Proposition 3.1.11), gilt dasselbe fiir die dquivalente Kategorie Sh({z}, Ab) und
wir finden einen Monomorphismus m(z): if.A < Z(x) in eine injektive Garbe Z(x) abelscher Gruppen. Per

139Wer nicht nachrechnen will, dass das die Eins ist, kann auch einfach 7 so definieren, muss dann aber nachrechnen, dass
n R-linear ist.
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Adjunktion erhalten wir einen Morphismus m(z): A — (iy).Z(x). Die Familie dieser Morphismen liefert
einen Morphismus
jr A= ] (Ge)oZ(2)
reX
ins Produkt. Es reicht zu zeigen, dass er ein Monomorphismus in eine injektive Garbe ist.

Weil der Linksadjungierte i} = (—), von (iz). exakt ist, ist mit Z(z) auch (der Wolkenkratzer) (iz).Z(z)
injektiv (siehe 3.1.5). Da Produkte injektiver Garben injektiv sind (siehe 3.1.4), ist dann auch [](4,).Z(z)
injektiv.

Sei y € X beliebig. Betrachte das kommutative Diagramm

Jy

Ay = (Tex (ia)-Z(a))

Y
w(y)y i(Pruy)*I(w)y

((iy)+Z(y))y-

Konnen wir zeigen, dass m(y), injektiv ist, so ist auch j, injektiv und somit j ein Monomorphismus.
Unter dem Isomorphismus (—),, 2 i; von Funktoren (modulo der Aquivalenz Sh({y}, Ab) = Ab) entspricht
aber m(y), dem ersten der beiden folgenden Morphismen
g W)
ZyA B Zy(l’u)*I(y) - I(y)v

wobei der zweite Morphismus die Koeins ist'“’. Die Verkniipfung ist aber nach (1.1.9) genau unser zuvor
gewéhlter Monomorphismus, weshalb dann auch der erste Morphismus ein Monomorphismus ist. ]

Ende der 19. Vorlesung am 29.06.2021.

3.2. Hauptlemma der homologischen Algebra.

Definition 3.2.1. Sei A eine abelsche Kategorie. Sei M € A ein Objekt.
(a) Eine Auflésung oder genauer Rechtsauflésung von M ist eine exakte Sequenz

0 M— A° 5 A & A2 — ..

in A. Wir notieren eine solche Auflésung kurz als M < A.'*!

(b) Eine injektive Auflosung von M ist eine Rechtsauflosung M < I mit der Eigenschaft, dass alle
Objekte I injektiv sind.

(c) Eine (Links-)Auflésung von M ist eine exakte Sequenz

oo AP AT S5 A S M0

in A. Wir notieren eine solche Auflésung kurz als A — M.'*?
(d) Eine projektive Auflésung von M ist eine Linksauflésung P — M mit der Eigenschaft, dass alle
Objekte P™ projektiv sind.

3.2.2 (Genug injektive Auflosungen). Sei A eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven. Dann hat jedes
Objekt M € A eine injektive Auflésung. Sie kann wie folgt konstruiert werden.

NN

Laut Annahme gibt es einen Monomorphismus M < I° mit I° injektiv. Sei K° ihr Kokern. Dieser lisst
sich ebenfalls in ein injektives Objekt I' einbetten; sei K! der Kokern dieser Einbettung, etcetera. Dann
bildet die obere Zeile unseres Diagramms zusammen mit den Verkniipfungen I? — KP? < IP*1 die gesuchte
injektive Auflésung von A.

140Dpje ein Isomorphismus ist (siehe Proposition 2.14.4), was wir hier nicht einmal ben&tigen.
141Es ist also A das Diagramm A% — A! — A2 — ... und der Pfeil steht fiir den Monomorphismus M « A°.
142E¢ ist also A das Diagramm ... — A=2 — A=1 — A0 und der Pfeil steht fiir den Epimorphismus A® — M.
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Aufgabe 3.2.3. Sei X ein topologischer Raum. Wir nennen F € Sh(X; Ab) flach, wenn der (stets rechtsex-
akte) Funktor F @ —: Sh(X;Ab) — Sh(X; Ab) exakt ist.

Zeige, dass im folgenden Sinne geniigend flache Garben existieren: Fiir jede Garbe G € Sh(X; Ab) existiert
ein Epimorphismus F — G von einer flachen Garbe G.

Hinweis: Zyg x -

Bemerkung: Die Existenz geniigend vieler flacher Garben erlaubt die Definition der Linksderivierten des
Tensorprodukts von Garben.

3.2.4. Die Definitionen in [ , Appendix B] lassen sich leicht verallgemeinern, wenn man Mod(R) durch
einen beliebige abelsche Kategorie A ersetzt. Manche der Definitionen sind auch bereits fiir eine beliebige
additive Kategorie A sinnvoll. Im Gegensatz zum zitierten Appendix arbeiten wir hier mit oberen Indizes

bei unseren Komplexen. Ein Komplex A hat also die Gestalt A= (... — AP g oAr+l oy ).

Hier nur das wichtigste: Ist A eine additive Kategorie, so bezeichnet Kom(.A) die Kategorie der Komplexe
in A (Morphismen kommutieren mit den Differentialen). Die zugehdrige Homotopiekategorie wird als Hot(.A)
notiert.

Ist A abelsch, so definiert man fiir jeden Komplex A € Kom(.A) die Objekte p-Kozykel ZP(A), p-Korénder
B?(A) und pte-Kohomologie HP(A) in offensichtlicher Weise.

Satz 3.2.5 (Hauptsatz (oder Hauptlemma) der homologischen Algebra). In einer abelschen Kategorie A
seten

o E ein Komplex mit HP(E) = 0 fiir alle p > 0 und

o [ ein Komplex injektiver Objekte mit IP = 0 fiir alle p < 0.
(In Worten ist I also ein in nichinegativen Graden konzentrierter Komplex injektiver Objekte und E ist ein in
positiven Graden azyklischer Komplex.)'*® Dann ist das Bilden der nullten Kohomologie ein Isomorphismus

(3.2.1) Hot (B, 1) 55 A(H°(E), H(1)).
Beweis. Dies wird genauso bewiesen wie [ , Satz 7.1.5]. O

3.2.6. Sei M — A eine Rechtsauflosung in einer abelschen Kategorie. Indem wir A in negativen Graden
durch Nullen ergénzen, erhalten wir den Komplex

A:(...—>0—>0—>AO—>A1—>...)eKom(A)7

den wir per abuse of notation ebenfalls als A notieren. Wenn wir M als im Grad Null konzentrierten Komplex
auffassen, so liefert der Morphismus M — A° im Grad Null zusammen mit den Nullmorphismen in allen
anderen Graden einen Quasi-Isomorphismus M — A nach Definition einer Rechtsauflésung (denn H°(M) =
M = ker(A® — Al) = Z°(A) = HO(A)).

Wir sehen unmittelbar: Eine Rechtsauflosung eines Objektes M € A ist ,dasselbe” wie ein Quasi-
Isomorphismus M — A in einen in nicht-negativen Graden konzentrierten Komplex A.

Analog ist eine Linksauflosung eines Objektes M € A ,dasselbe“ wie ein Quasi-Isomorphismus A — M
von einem in nicht-positiven Graden konzentrierten Komplex A.

Definition 3.2.7. Seien M — A und N — B Rechtsauflésungen von Objekten M, N einer abelschen
Kategorie A. Betrachte das kommutative Diagramm

(3.2.2) Kom(A, B)

o

Hot 4 (A, B) — = A(HO(A),H'(B)) —> A(M, N)

abelscher Gruppen, dessen letzter Isomorphismus von den durch die Auflésungen induzierten Isomorphis-
men M = H°(A) und N = H°(B) herriihrt. Gegeben f € A(M, N) nennen wir jedes Urbild von f in
Kom 4 (A, B) einen Lift von f und jedes Urbild von f in Hot 4(A, B) einen Homotopielift von f.

1430 ffensichtlich steht der Buchstabe I fiir ingjektiv. Der Buchstabe E steht fiir exakt, denn eine durch Z indizierte exakte
Sequenz ist dasselbe wie ein azyklischer Komplex.
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3.2.8. Jeder Lift von f liefert sicherlich einen Homotopielift; jeder Homotopielift 148t sich durch einen Lift
repréasentieren.

Korollar 3.2.9 (zum Hauptlemma 3.2.5). Seien M und N zwei Objekte einer abelschen Kategorie A. Seien
M — E eine Auflosung von M und N — I eine injektive Auflosung von N. Dann gilt

Hot (B, 1) 22205 A(M, N).
In Worten hat also jeder Morphismus f: M — N in A einen eindeutigen Homotopielift E — I.

Beweis. Klar nach dem Hauptlemma der homologischen Algebra 7.1.5. ]

3.3. Rechtsderivierte Funktoren.

3.3.1. Jeder additive Funktor F': A — B zwischen additiven Kategorien induziert durch komponentenwei-
ses'™ Anwenden Funktoren F: Kom(A) — Kom(B) und F: Hot(A) — Hot(B), die wir mit demselben
Symbol bezeichnen.

Ergénzt (oder steht das schon irgendwo? Besserer Ort? Vielleicht samt vorhergehender Bemerkung vor-
ziehen, nach Komplexen in additiver Kategorie.):

Aufgabe 3.3.2. Ist F': A — B ecin exakter Funktor zwischen abelschen Kategorien, so vertauscht der
induzierte Funktor F': Kom(A) — Kom(B) mit Kohomologie. Insbesondere bildet er Quasi-Isomorphismen
auf Quasi-Isomorphismen ab und azyklische Komplexe auf azyklische Komplexe.

Definition 3.3.3. Sei F': A — B ein additiver Funktor von einer abelschen Kategorie A mit genug Injektiven
in eine weitere abelsche Kategorie B. Sei ¢ € Z. Ein g-ter rechtsderivierter Funktor von F ist ein Paar
(R?F, 7) bestehend aus einem Funktor

RIF: A— B
und einer Familie 7 von Morphismen
Tmesa = Tipe,q 0 HI(F(A)) = (RIF)(M)
fiir jede Auflésung M < A eine Objekts M € A derart, dass gelten:
(a) Fiir jede injektive Auflssung M < I eines Objekts M € A ist

Ty HI(F(I)) = (RTF)(M)

ein Isomorphismus.
(b) Fiir jeden Morphismus f: M — N in A und je zwei Auflésungen M < Apr und N — Ay und jeden
Lift'* f: Ap; — An von f kommutiert das Diagramm

TM—Apg

(3.3.1) HY(F(Ay)) — (RUF) (M)

iH’I(F(f)) l(R“F)(f)
HI(F(Ay)) = (RIF)(N)
Bemerkung 3.3.4. Es gibt auch g¢-te linkssderivierte Funktoren, deren Definition , dual® ist. Ausblick: Der
natiirliche Lebensraum fiir (eine allgemeinere Version von) derivierte(n) Funktoren bilden derivierte Kate-
gorien.

3.3.5. Es gilt (RYF) = 0 fiir alle ¢ < 0 (dies folgt sofort aus (a)); Null meint hier den Nullfunktor, der jeden
Modul auf den Nullmodul (und folglich jeden Morphismus auf den Nullmorphismus) schickt.

L44A yf jedem Objekt alias Komplex wenden wir F' auf alle Komponenten und alle Differentiale an. Bei jedem Morphismus
wenden wir F' auf alle Komponenten an.

145Fs macht keinen Unterschied, ob man hier Lifts oder Homotopielifts betrachtet. Nicht fiir jede Wahl von Ap; und An
hat f einen Lift.
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3.3.6 (Nullter rechtsderivierter Funktor). Ist F linksexakt'?) so ist F' zusammen mit den Inversen der
offensichtlichen Isomorphismen F(M) = HO(F(A)) ein nullter Rechtsderivierter von F, man kann also
(wegen der in 3.3.10 erklirten Eindeutigkeit) R°F = F schreiben.'*”

3.3.7. Ist F exakt, so ist der Nullfunktor (R?F') := 0 fiir alle ¢ > 0 ein g-ter rechtsderivierter Funktor von
F.

3.3.8. Ist I € A ein injektives Objekt, so gilt

(ROF)(I) = {(ROF)(I) T2 F(I) it g =0,

0 sonst.

Satz 3.3.9. Sei A eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven und sei ¢ € Z. Dann besitzt jeder additive
Funktor F': A — B in eine beliebige abelsche Kategorie B einen q-ten rechtsderivierten Funktor R1F bzw.
genauer (R1F,T).

Beweis. Fixiere fiir jedes Objekt M € A eine injektive Auflosung M < I;, was nach 3.2.2 moglich ist, und
definiere

(R1F)(M) = HI(F(Inr))-

Ist f: M — N ein Morphismus in A, so hat er nach Korollar 3.2.9 des Hauptlemmas der homologischen
Algebra genau einen Homotopielift f’: Iy — Iy zwischen den fixierten injektiven Auflésungen. Definiere

(RIF)(f) = H(F(1)
Bs gilt (R7F)(idy) = idrary(ar), denn der eindeutige Homotopielift der Identitéit ist die Identitét. Fiir
JENS VERE Y gilt (R2F)(f) o (RIF)(g9) = (RIF)(f o g), denn sind f’ und ¢’ Homotopielifts von f und
g, so ist f/ o g’ ein Homotopielift von f o g und muss somit mit dessen eindeutigem Homotopielift (f o g)’
iibereinstimmen.

Dies definiert den Funktor (R?F): A — B. Sei nun M — A eine Auflésung. Wieder nach Korollar 3.2.9
des Hauptlemmas gibt es einen eindeutigen Homotopielift a: A — I von idy;. Wir definieren

Tmea = HY(F(«a)): H(F(A)) - HY(F(Ip)) = (RIF)(M).

Zu (a) in Definition 3.3.3: Im Falle, dass M < A eine injektive Auflésung ist, gibt es auch einen eindeutigen
Homotopielift p: Iy — A von idy,. Die Eindeutigkeit der Homotopielifts impliziert, dass p und « zueinander
inverse Isomorphismen in Hot(.A) sind. Da jeder Funktor Isomorphismen auf Isomorphismen abbildet, ist
Tm—a = HI(F(«)) invertierbar.

Zu (b) in Definition 3.3.3: Seien f: M — N, M < Ay, N — Ay und f wie dort angegeben. Wir
betrachten fvals Morphismus in Hot(A). Sei aps: Ay — Iny der Homotopielift von idys und sei an: Ay —
Iy der Homotopielift von idy. Sei f’: I; — In wie oben. Dann ist das Diagramm

QN
Ay —— 1y

Pl

ANi>IN

kommutativ in Hot(A), denn sowohl f’ o aps als auch ay o f sind Homotopielifts von foidy = f =
idyo f: M — N, die somit nach dem Korollar aus dem Hauptlemma {ibereinstimmen miissen (das Korollar
ist anwendbar, denn M < A, ist eine Auflésung und N < Iy ist eine injektive Auflésung). Wenden wir die

Verkniipfung Hot(.A) KN Hot(B) 'y B auf dieses Diagramm an, so erhalten wir das gesuchte kommutative

1460\ iy ist keine Anwendung rechtsderivierter Funktoren bekannt, wo dies nicht der Fall ist
147\Wenn man nicht voraussetzt, dass F' linksexakt ist, aber annimmt, dass ein nullter Rechtsderivierter ROF existiert, so
gibt es eine kanonische natiirliche Transformation F' — RYF. Diese ist eine Isotransformation, falls F' linksexakt ist.
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Diagramm

TM s Ay, =HU(F(anm))

HO(F () HI(F(Iy)) = (RVF)(M)
lHq(F(f)) Hq(F(f’))—(RqF)(f)i
Ho(F(Ay)) =T gop (1)) = (RIF)(N)

O

3.3.10. Eindeutigkeit in Vorlesung nur erwéhnen. Ein g-ter Rechtsderivierter ist eindeutig bis auf eindeutigen
Isomorphismus (wie in Aufgabe 3.3.11 genau erklirt). Wir verwenden deshalb den bestimmten Artikel und
sprechen von dem g-ten rechtsderivierten Funktor.

Aufgabe 3.3.11 (Eindeutigkeit eines ¢-ten Rechtsderivierten bis auf eindeutigen Isomorphismus). Seien
(R2F,7) und (R'?F,7’) ¢-te linksdervierte Funktoren von F. Dann gibt es genau einen Isomorphismus

o:RIF 5 RYF
von Funktoren, so dass fiir alle Auflésungen M — A das Diagramm
| TMea > RAE(M)
’ oM i"/
%

(RTF) (M)

HI(F(A4))

kommutiert.'*®

3.3.12. Die Verallgemeinerung des Satzes iiber die lange exakte Kohomologiesequenz (siehe [Sch21, Satz B.3.4])
auf abelsche Kategorien gilt ebenfalls. Wir verwenden dies im Folgenden ohne Beweis. Im Rahmen unserer
Anwendungen auf Garben abelscher Gruppen benétigen wir diese Verallgemeinerung nur fiir Kategorien der
Form Sh(X; Ab), in denen sie leicht zu zeigen ist: Per Halm-Nehmen fithrt man sie auf den bekannten Fall
zuriick.

Satz 3.3.13 (Lange exakte Sequenz der Rechtsderivierten). Sei F: A — B ein additiver Funktor zwischen

abelschen Kategorien, wobei A genug Injektive habe. Dann liefert jede kurze exakte Sequenz 0 — L = M =
N — 0 in A eine exakte Sequenz

Oq+1
RIMF(L) ——— ...

g 1F (¢ IF(m
(R R Rap(ary 22T Rap(v) )

.. — > RIIF(N) D)

01

C—\>R1F(L)4>...

0 L 0 T
00— ROP(L) Y Rop(ary XL Ro (v )

in B fir geeignete Verbindungsmorphismen ;.
Unser Beweis gibt eine Konstruktion der Verbindungsmorphismen. Ohne Beweis:

e Die konstruierten Verbindungsmorphismen hingen nicht von Wahlen ab (sie hingen also nur von
der betrachteten kurzen exakten Sequenz ab).

o Unsere Konstruktion ist funktoriell: Jeder Morphismus kurzer exakter Sequenzen liefert einen Mor-
phismus zwischen den zugehorigen langen exakten Sequenzen der Rechtsderivierten.

148\Man kénnte auch zeigen, dass (RYF,7) initial beziiglich aller Paare (G,v) ist, wobei G: A — B und die
Ymesa: HI(F(A)) — G(M) eine zu (b) in Definition 3.3.3 analoge Bedingung erfiillen. Dies liefert eine Beschreibung durch
eine universelle Eigenschaft und somit die Eindeutigkeit.
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Beides kann man simultan von Hand beweisen, vgl. auch | , Lange exakte Sequenz der derivierten
Funktoren)].

3.3.14. Ist F linksexakt, so gilt R°F = F (siehe 3.3.6 und 3.3.10) und die angegebene lange exakte Sequenz

ist eine unendlich lange exakte Fortsetzung der exakten Sequenz 0 — F'(L) LAONY7 (M) RAGNY (N) nach
rechts; daher vermutlich der Name rechtsderivierter Funktor.

Beispielsweise ist ROF(7) genau dann ein Epimorphismus, wenn der Kern von R'F(L) — RYF(M) ver-
schwindet. Letzteres ist beispielsweise der Fall, wenn R'F (L) = 0 gilt oder wenn R'F(L) — R*F(M) ein
Monomorphismus ist.

Beweis. Seien LI und N<%.J injektive Auflésungen. Wir konstruieren aus ihnen auf geschickte Art eine
injektive Auflésung von M. (Diese Konstruktion wird Hufeisen-Lemma oder horseshoe lemma genannt, etwa
in [ , Lemma 2.2.8]. Der Grund fiir den Namen ist, dass die kurze exakte Sequenz L — M — N
zusammen mit den beiden Auflésungen I und J eine hufeisenférmige Gestalt hat; sie wird sichtbar, wenn
man im Diagramm unten das Objekt I9 @ J° samt adjazenter Pfeile weglisst.) Betrachte das folgende
Diagramm zunéchst ohne den gestrichelten Morphismus

0 L———M—"—+N 0
ji(é) V<j7r><o,1>£j

0—=1"—51"pJ° —%J'——0.

Weil I° injektiv ist und ¢ ein Monomorphismus ist, gibt es einen Morphismus i M — I° mit jo. = i. Dies er-
klért den gestrichelten Morphismus, und Kommutativitéit des Diagramms ist offensichtlich. Fasst man dieses
Diagramm als kurze exakte Sequenz von Komplexen auf, indem man die Spalten durch Nullen zu Komple-
xen erginzt, so liefert die lange exakte Kohomologiesequenz (siche 3.3.12) einerseits die Monomorphie des
gestrichelten Morphismus und andererseits eine kurze exakte Sequenz zwischen den Kokernen der vertikalen
Abbildungen. Da die Abbildungen I° — I' bzw. J° — J! als I° — cok(i) < I° bzw. J* — ker(j) — J*
faktorisieren, konnen wir den Konstruktionsschritt iterieren. Wir erhalten so eine kurze exakte Sequenz
1
01 0) e 0N 5

in Kom(A), wobei K ein Komplex ist, dessen p-te Komponente das injektive Objekt IP? @ JP ist'*” und deren
Mitglieder die Objekte in 0 — L — M — N — 0 kompatibel injektiv auflosen. (Die injektive Auflésung
M — K ist die geschickt aus I und J konstruierte Auflésung.)

Man beachte, dass diese kurze exakte Sequenz komponentenweise spaltet (damit meinen wir die Trivialitét,

),

rregt QY g spaltet). Dies hat zur Folge, dass alle
1
O%F(I)@F(K) F(J)—0

(in offensichtlicher Weise spaltende) kurze exakte Sequenzen sind, wir es also mit einer kurzen exakten

Sequenz in Kom(B) zu tun haben. Der Anfang der zugeordneten langen exakten Kohomologiesequenz (siehe
3.3.12) ist in der oberen Zeile des folgenden Diagramms teilweise dargestellt.

dass jede kurze exakte Sequenz 0 — It
Komponenten von

(0,1)

0 — > HO(F(I)) —> H(F(K)) — HO(F(J)) — HY(F(I)) —> ...

N\LTLt—»I NlTM:—;K NlTNHJ NlTLt—»I

(ROF)(L) — (R°F)(M) — (R°F)(N) (RUF)(L)

Nach Definition der derivierten Funktoren sind die vertikalen Pfeile Isomorphismen und die Quadrate kom-
mutieren. Nun definiert man die gesuchten Verbindungsmorphismen in offensichtlicher Weise. ]

149\2\73L1‘nung: K ist nicht die direkte Summe I @ J als Komplex. Die Differentiale von K haben die Gestalt (dOI c(lS/, ) fiir geeig-

nete §’t: Jt — I'*t1. Die Notation suggeriert und es stimmt, dass diese mit den gleich auftauchenden Verbindungsmorphismen
zu tun haben. Der Leser mag sich dies iiberlegen.
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3.4. Definition der Garbenkohomologie.

Definition 3.4.1. Sei X ein topologischer Raum und ¢ € Z (nur der Fall ¢ > 0 ist interessant). Ist F eine
Garbe abelscher Gruppen auf X, so heifit die abelsche Gruppe

HY(X; F) = (RYT)(F)

die ¢-te (Garben-)Kohomologie von X mit Werten in F (oder mit Koefizienten in F). In Worten ist
die ¢g-Garbenkohomologie also der Wert des g-ten Rechtsderivierten des (linksexakten, vgl. 3.4.3) Globale-
Schnitte-Funktors I' = T'(X, —): Sh(X;Ab) — Ab.

Dass dies wohldefiniert ist, folgt aus Proposition 3.1.14 und Satz 3.3.9.

3.4.2. Offensichtlich ist die ¢-Garbenkohomologie ein Funktor H?(X; —): Sh(X;Ab) — Ab.

3.4.3. Nach 3.3.6 gilt H(X;F) = T'(F) = I'(X, F), da T linksexakt ist (denn I alias c, fiir c: X — {*}
(siehe 2.8.2) ist als Rechtsadjungierter linksexakt).

3.4.4. Um Verwechslungen etwa mit singuldrer Kohomologie zu vermeiden, kann man Dekorationen anbrin-
gen und etwa H, (X; F) schreiben.

3.4.5. Wir verwenden die folgenden Abkiirzungen:
e HY(Z; F):=HYZ;F|z), falls Z C X eine Teilmenge ist.
e HY(X;A):=HI(X; Ax), falls A eine abelsche Gruppe ist.
e HY(X) :=HY(X;Z) =HYX;Zx).

3.4.6 (Garbenkohomologie als Erweiterungsgruppe - fiir diejenigen, die Erweiterungsgruppen kennen). Ist
A eine abelsche Kategorie mit genug Injektiven, so gilt

Ext% (M, N) = R"Hom4 (M, N) := (R"Hom 4 (M, —))(N) = (RTA(M, —))(N).
Wegen Sh(Z, F) = F(X) = I['(F) (Spezialfall etwa von (2.15.1)) natiirlich in F folgt

Ext! (Zx,F) = HI(X; F).

Sh(X;Ab)
Ausblick: Wer Yoneda-Produkte Ext?; (M, N) x Ext?(L, M) — Ext?*%(L, N) kennt'*’, folgert beispiels-
weise, dass die totale Kohomologie H(X) := P, oy HI(X) ein (graduierter) Ring ist und dass die totale
Kohomologie H(X; F) := @,y H?(X; F) ein (graduierter) Modul iiber H(X) ist.
Auf geeigneten topologischen Riumen sind Garbenkohomologie H(X) = Hg), (X) und singuléire Kohomo-
logie Hging(X) := @HL ,(X;Z) als graduierte Ringe isomorph.

sing

Ende der 20. Vorlesung am 01.07.2021.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 3.1.12: Tensor-Hom-Adjunktion

(2) Aufgabe 3.1.13: Einbettung in injektive abelsche Gruppe funktoriell, aber nicht additiv

(3) Aufgabe 3.2.3: genug flache

(4) Berechne die Garbenkohomologie H?(X; A(,)) eines Wolkenkratzers! (vgl. Proposition 1.7.8)
(5) Bonus: Beweise die roten Aussagen in Satz 3.3.13

6) Bonus: Aufgabe 3.3.11: Eindeutigkeit Rechtsderivierte

(

3.4.7 (Lange exakte Sequenz der Garbenkohomologie). Ist F' — F — F” eine kurze exakte Sequenz
abelscher Garben auf einem topologischen Raum X, so erhalten wir nach Satz 3.3.13 und 3.3.6 eine lange
exakte Sequenz

0—HY(X; F) = H(X; F) » HY(X; F') - H(X; F') - HY(X; F) » HY(X; F') = B*(X; F) — ...
—_——— —_——— —_———
=F'(X) =F(X) =F(X)
150ynter der Interpretation Exti‘(M, N) =D 4 (M, N[p]) von Erweiterungsgruppen als Morphismengruppen in der derivier-

ten Kategorie D(.A) entspricht dies der Verkniipfung (samt Shift) von Morphismen.
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Ausblick 3.4.8 (Fiir diejenigen, die derivierte Kategorien kennen). Sei A eine abelsche Kategorie mit
geniigend Injektiven. Relativ einfach zeigt man, dass es fiir jeden nach unten (also in Gegenpfeilrichtung)
beschrinkten Komplex A in A einen Quasi-Isomorphismus A — I in einen nach unten beschriankten Komplex
injektiver Objekte gibt, den man ebenfalls als injektive Auflosung von A bezeichnet (vgl. 3.2.6). Wir fixieren
nun fiir jedes solche A einen solchen Quasi-Isomorphismus A — I4.

Ist F': A — B ein linksexakter Funktor zwischen abelschen Kategorien, so ist der rechtsderivierte Funktor

RF:DY(A) — DT (B)

auf Objekten durch A + RF(A) := F(I,) definiert.'”" Man kann diese Definition sinnvoll auf Morphismen
ausdehnen.'®?

Vermutlich bekannt ist der p-te rechtsderivierte Funktor RPF: Ist A € A ein Objekt, das wir auch als im
Grad Null konzentrierten Komplex und damit als Objekt der derivierten Kategorie auffassen kénnen, so gilt

RPF(A) = HP(RF(A4)).
Alternativ und etwas genauer ist der p-te derivierte Funktor von F' die Verkniipfung
A— D) X prB) X B

Es ist zwar technisch etwas anspruchsvoller, aber sehr vorteilhaft und immer iiblicher, mit unbeschrinkten
derivierten Kategorien zu arbeiten. Ist A eine Grothendieck-Kategorie, so hat jeder (moglicherweise) unbe-
schriinkte Komplex A eine sogenannte homotopie-injektive'®® Auflosung A — I4 (wenn gewiinscht mit in-
jektiven Komponenten) und RF 1dsst sich per RF(A) := F(I4) auf die (unbeschrénkte) derivierte Kategorie
D(A) zu einem Funktor

RF: D(A) — D(B)
ausdehnen.
Anwendung: Ist f: Y — X eine stetige Abbildung, so ist erhalten wir den Funktor

Rf,: D(Y) — D(X),

wobei wir abkiirzen D(X) := D(Sh(X; Ab)) und analog fiir D(Y').
Der Funktor f*: Sh(X;Ab) — Sh(Y, Ab) ist exakt und induziert deshalb in trivialer Weise einen (mit
demselben Symbom bezeichneten) Funktor

7 D(X) = D(Y).

Die Adjunktion (f*, f.) auf dem Level abelscher Kategorien induziert eine Adjunktion (f*, Rf.) auf dem
Level derivierter Kategorien.

Die ,,Bifunktoren“ ® und Hom lassen sich ebenfalls derivieren und man erhélt das linksderivierte Tensor-
produkt

@ : D(X) x D(X) — D(X)
(hier verwendet man im nach oben beschrénkten Fall flache Auflésungen F' — A und im unbeschrinkten
Fall h-flache Auflssungen F' — A) und den rechtsderivierten Funktor
RHom: D(X)°" x D(X) — D(X)

(etwas per h-injektiver Auflésungen in der zweiten Komponente).
Alle Kompatibilitaten zwischen Funktoren zwischen Garbenkategorien, die wir bewiesen haben, haben
Analoga im derivierten Setting: Beispielsweise gilt

Dx(A®"B,C) = Dx(A,RHom(B,C))

als Verallgemeinerung von (2.16.3) fiir alle A, B,C € D(X). Auch die Garbenversion (2.16.5) hat auf deri-
viertem Level das Analogon den Isomorphismus

(3.4.1) RHom(A @b B,C) = RHom(A, RHom(B,C))

151 ier bezeichnet D1 (A) der Einfachheit halber die derivierte Kategorie aller nach unten beschriinkter Komplexe in .A. Sie
ist dquivalent zur vollen Unterkategorie von D(.A) derjenigen Objekte mit nach unten beschrinkter Kohomologie.

152Genauer ist ein rechtsderivierter Funktor von ... ein Funktor ... zusammen mit einer natiirlichen Transformation ..., so
dass ...

1531y der Literatur meist h-injektiv oder K-injektiv, weil K klassisch fiir die Homotopiekategorie verwendet wird.
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in D(X). Ahnlich verallgemeinert (2.16.6) zu
Rf.RHomy (f*A,B) = RHomx (A, Rf.B).
3.5. Derivieren mit azyklischen Auflésungen.

Definition 3.5.1. Sei A ein Komplex in einer additiven Kategorie A und sei n € Z. Der um n verschobene
Komplex An| ist wie folgt definiert:

o (A[n])?:= A"t

o dhypy = (F1)dy
Ist f: A — B ein Morphismus in Kom(.A), so definiere f[n] durch (f[n])? := f"*4. Damit wird [n]: Kom(A) —
Kom(.A) ein additiver Funktor.

Warnung 3.5.2. Ist A im Grad Null konzentriert, so ist A[—1] im Grad 1 konzentriert und A[1] ist im Grad
-1 konzentriert!

3.5.3. Es gilt A[n][m] = A[n+ m]. Ich schreibe auch gerne [n]A statt A[n], denn Funktoren schreibt man ja
meist links des Arguments.
In der Literatur ist auch die Schreibweise ¥ := [1] iiblich. Dann gilt ¥"A = An].

Definition 3.5.4. Sei f: A — B ein Morphismus von Komplexen in einer additiven Kategorie A. Der
Abbildungskegel von f ist der wie folgt definierte Komplex K(f) € Kom(.A):

o K(f)?:= B4 @ Aatl
e Das Differential d = d‘f((f) s K(f)4 — K(f)9*? ist definiert durch

(g d) - (ng f;::l) : B1@ AT o Bl g ATt?
- YA

Dies definiert einen Komplex K(f), denn der Leser priift leicht d? = 0.
3.5.5. Die Morphismen

1

0

B4 >K(f)q (O 1)> Adt!

O
(3.5.1) B K(f) — All]

in Kom(A), wie der Leser leicht nachrechnet.'®* Offensichtlich spaltet'® sie gradweise.

in A definieren Morphismen

3.5.6 (Abbildungskegel unter additiven Funktoren). Ist F': A — B ein additiver Funktor zwischen additiven
Kategorien, so gilt in offensichtlicher Weise F'(K(f)) = K(F(f)) und genauer so, dass das Bild von (3.5.1)
unter F mit (3.5.1) fiir F(f) kompatibel ist.

3.5.7. Ist A abelsch, so ist (3.5.1) eine kurze exakte Sequenz, die man Abbildungskegel-(kurze-exakte-
)Sequenz nennen mag. Sie spaltet im Allgemeinen nicht.'®® IThre zugehérige lange exakte Kohomologie-
Sequenz (siehe 3.3.12) hat die Gestalt

n " (in n r n+1
oo HrA) D g gy B e pyy B0, gt gy BTU) et gy
—H = (A[1)

154\/\/23L1rnung: Im Gegensatz dazu definieren die Morphismen
0
1
q A9t

155Formal habe ich spaltet vermutlich nur fiir abelsche Kategorien definiert, aber es ist hoffentlich klar, was gemeint ist.
156gie spaltet offensichtlich im Fall f = 0 (denn dann gilt K(f) = B @ A[1] als Komplexe) und préziser genau dann, wenn
f homotop zur Nullabbildung ist, siche Aufgabe 3.5.9!

im Allgemeinen keine Morphismen von Komplexen.
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Die hier etwas versteckte wesentliche Information ist, dass die Verbindungsmorphismen genau die von f auf
den Kohomologien induzierten Morphismen sind - dies folgt sofort aus der Beschreibung der Verbindungs-
morphismen. Insbesondere gilt: Genau dann ist f ein Quasi-Isomorphismus, wenn K(f) azyklisch (= exakt
als Sequenz = alle Kohomologien verschwinden) ist.

3.5.8. Der Abbildungskegel K(f) der homologischen Algebra ist motiviert durch den topologischen Abbil-
dungskegel (siehe [ , Definition 5.3.1, Satz ]). Gegeben eine stetige Abbildung f: X — Y mag sich der
Leser die genaue Beziehung zwischen K!omelosische Algebra g )y ynq (K Topologie( £)) iiberlegen. sollte ich

wohl selbst tun und ergidnzen

Aufgabe 3.5.9. Sei A eine additive Kategorie. Sei f: A — B ein Morphismus in Kom(.A). Die folgenden
Bedingungen sind dquivalent:

(a) ing: B — K(f) hat ein Linksinverses ¢: K(f) — B (d.h. going = idpg);

(b) f ist homotop zur Nullabbildung;

(¢) pry hat ein Rechtsinverses.

Sind diese Bedingungen erfiillt so gilt K(f) = B @ A[1] als Komplexe kompatibel mit €5 und pr,.

Definition 3.5.10. Sei F': A — B ein additiver Funktor von einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven
in eine abelsche Kategorie. Ein Objekt J € A heifit F-rechtsazyklisch, wenn (R?F)(J) = 0 fur alle
q > 0 gilt. Eine Rechtsauflésung eines Objekts durch F-rechtsazyklische Objekte heifit F-rechtsazyklische
Auflésung.

3.5.11. Statt F-rechtsazyklisch sagt man oft nur F-azyklisch.
Beispiel 3.5.12. Alle injektiven Objekte von A sind F-rechtsazyklisch (siehe 3.3.8).
3.5.13. Ist F exakt, so sind alle Objekte von A F-rechtsazyklisch.

3.5.14. Jede direkte Summe J @ J' F-rechtsazyklischer Objekte J, J' ist F-rechtsazyklisch (nach Aufga-
be 3.5.15).

Aufgabe 3.5.15. Nachtrag Sei F': A — B ein additiver Funktor von einer abelschen Kategorie A mit genug
Injektiven in eine weitere abelsche Kategorie B. Dann sind alle rechtsderivierten Funktoren RYF additiv.
Bemerkung: Der Leser meditiere {iber das Verhéltnis zu Aufgabe 3.1.13.

Satz 3.5.16 (Derivieren mit azyklischen Auflésungen). Sei F': A — B ein linksexakter (und somit additiver,
siehe Aufgabe 2.12.22) Funktor von einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven in eine abelsche Kategorie.
Ist A — J eine beliebige F-rechtsazyklische Auflisung eines beliebigen Objekts A € A, so ist Tacsg =Tac,
ein Isomorphismus

iyt HI(F(J)) = (RIF)(A).
In Worten kann man also Rechtsderivierte mit Hilfe von F-rechtsazyklischen Auflésungen ausrechnen.
3.5.17. Dieser Satz ist fiir konkrete Rechnungen oft sehr niitzlich.

Beweis. Sei A — I eine injektive Auflésung. Sei f: J — I in Hot(.A) der eindeutige Homotopielift von id 4
(siehe Korollar 3.2.9), der offensichtlich ein Quasi-Isomorphismus ist. Nach 3.5.7 ist der Abbildungskegel
K(f) azyklisch — weil er auerdem in Graden > —1 konzentriert ist, konnen wir K(f) wie im folgenden
Diagramm angedeutet in kurze exakte Sequenzen aufspalten:

(3.52) /K(f)‘\ K(f)\ K(f)\ /
K(f)71 Zl/ Z2/ ZS

Hierbei ist ZP der Kern des Differentials K(f)? — K(f)P*! und jedes Teildiagramm "\ ist eine kurze
exakte Sequenz. Der linke Monomorphismus und alle Verkniipfungen " sind die Differentiale von K(f).
Beachte, dass jedes K(f)? = I?@JP*! als direkte Summe F-rechtsazyklischer Objekte F rechtsazyklisch ist
(nach 3.5.12 und 3.5.14). Wir wenden nun die Satz 3.3.13 iiber die lange exakte Sequenz der Rechtsderivierten
sukzessive auf unsere abzéhlbar vielen kurzen exakten N\, Sequenzen an:
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Zunéchst ist Z' F-rechtsazyklisch.
Dann ist Z2? F-rechtsazyklisch.
Dann ist Z3 F-rechtsazyklisch.

Weil wegen der Linksexaktheit F' = ROF gilt, folgt daraus auch, dass alle kurzen exakten Sequenzen in (3.5.2)
unter F' auf kurze exakte Sequenzen gehen. Folglich ist F(K(f)) = K(F(f)) azyklisch, was wiederum nach
3.5.7 zeigt, dass

F(f): F(J)— F(I)
ein Quasi-Isomorphismus ist. Die Bedingungen (a) und (b) in Definition 3.3.3 liefern nun sofort, dass 74
ein Isomorphismus ist. O

3.5.18. Nachtriiglich ergéinzt: Ist in der Situation von Satz 3.5.16 A ebenfalls F-rechtsazyklisch, so hat F(J)
in allen positiven Graden verschwindende Kohomologie und es gilt A = HY(F(J)). Mit anderen Worten ist
F(A) — F(J) immer noch eine Auflésung.

Allgemeiner gilt (und folgt sofort aus Satz 3.5.16): Ist in der dortigen Situation A < K eine weitere
F-rechtsazyklische Auflésung und ist J — K ein Morphismus von Auflésungen (also ein Lift von id ), so ist
F(J) — F(K) ein Quasi-Isomorphismus.

Proposition 3.5.19 (Kriterium fiir F-Rechtsazyklitit einer Menge von Objekten). In Vorlesung im Be-
weis von Satz 4.1.9 erkliren. Sei F: A — B ein linksexakter (und somit additiver, siehe Aufgabe 2.12.22)
Funktor von einer abelschen Kategorie mit genug Injektiven in eine abelsche Kategorie. Seild C A eine volle
Unterkategorie (alias eine Teilmenge von Obj(A)) mit den folgenden Figenschaften:
(a) Ist A" — A — A" eine kurze exakte Sequenz in A, so gelten:
o Aus A", AcU folgt A" e U.*7
o Aus A’ €U folgt, dass F(A) — F(A") ein Epimorphismus ist.'>®
(b) Fiir jedes Objekt A € A gibt es einen Monomorphismus A — I in ein F-azyklisches (beispielsweise
injektives, siehe 3.5.12) Objekt I in U.
Dann besteht U aus F-rechtsazyklischen Objekten.
Beweis. Sei U € U. Laut Annahme gibt es einen Monomorphismus i: U < [ in ein F-azyklisches Objekt
I €U. Sei Q := cok(i) sein Kokern. Weil F linksexakt ist, gilt F' = ROF (siehe 3.3.6), so dass die lange

exakte Sequenz der Rechtsderivierten zur kurzen exakten Sequenz U Sy . Q@ die Gestalt

0— F(U) —» F(I) - F(Q) — (R'F)(U) = (R'F)(I) = (R'"F)(Q) — (R*F)(U) — (R*F)(I) — ...
=0 =0
hat, wobei auch die F-Azyklizitéit von I verwendet wurde. Weil F(I) — F(Q) wegen U € U ein Epimorphis-
mus ist und (RYF)(I) = 0 gilt, folgt (R'F)(U) = 0.
Da U € U beliebig war, verschwindet R'F auf ¢. Wegen U,I € U folgt Q € U, so dass insbesondere
(R'F)(Q) = 0 gilt. Die obige lange exakte Sequenz liefert somit (R2F)(U) = 0. Also verschwindet R?F auf
U. Per Induktion folgt die Behauptung. O

4. BERECHNUNG VON (GARBENKOHOMOLOGIE
4.1. Welke Garben.

Definition 4.1.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Garbe F von abelschen Gruppen (oder Mengen) auf
X heifit welk (englisch flabby, franzésisch flasque), wenn fiir alle U@ X Restriktion

F(X)— F)
surjektiv ist. In Worten wird also verlangt, dass sich jeder Schnitt auf einer offenen Teilmenge zu einem
globalen Schnitt fortsetzen ldsst (= von einem globalen Schnitt herkommt).

4.1.2. Fiir welkes F ist jede Restriktionsabbildung F(V') — F(U) surjektiv, wobei Uc V@ X.

157In Worten: Kokerne von Monomorphismen in A zwischen Objekten von U liegen wieder in U.
1581 Worten: F' erhélt Epimorphismen mit Kern in U.

123



4.1.3 (Einschrinkung auf offene Teilmengen erhélt Welkheit). Ist F welk, so ist fiir jedes offene Uc X auch
Flu welk.

Beispiel 4.1.4. Jede Wolkenkratzergarbe A, zu einer abelschen Gruppe A ist welk.

4.1.5. Jedes Produkt von welken Garben ist welk, da Produkte von Garben naiv als Pragarbenprodukte
gebildet werden (siehe Satz 2.7.1). Genauer ist ein Produkt genau dann welk, wenn jeder Faktor welk ist.

Beispiel 4.1.6. Die konstante Garbe Zx fiir X = R™ mit n > 1 ist nicht welk.

Beispiel 4.1.7. Die Garbe Cr x der reellwertigen stetigen Funktionen fiir X = R"™ mit n > 1 ist nicht welk.
Proposition 4.1.8. Jede injektive Garbe T € Sh(X, Ab) ist welk.

Beweis. Sei T € Sh(X, Ab) zuerst beliebig. Offensichtlich ist fiir jede offene U@ X Teilmenge das Diagramm

Shaw(Zx,Z) — Shap(Zye x,I)

~l(2.15j) ~l(215‘1)

I(X) )

. - . . (2.14.7) .
kommutativ, wobei die obere Horizontale von dem Monomorphismus Zys x —Zx herkommt und die

untere Horizontale die Restriktionsabbildung ist.
Ist nun Z injektiv, so ist die obere Horizontale surjektiv, was dann auch fiir die untere gilt — somit ist
T |

Satz 4.1.9. Sei F' — F — F" eine kurze exakte Sequenz von Garben abelscher Gruppen auf einem topolo-
gischen Raum X.

(a) Ist F' welk, so induziert der Epimorphismus F — F" Surjektionen F(U) — F"(U) fir alle Uc X
und insbesondere eine Surjektion T'(F) — T'(F") auf den globalen Schnitten."’
(b) Sind F' und F welk, so ist auch F" welk.

Beweis. (a) Da Einschrinkung von abelschen Garben auf offene Teilmengen Exaktheit und Welkheit (siehe

4.1.3) erhilt, geniigt es, denn Fall U = X zu betrachten. Sei F'<SFLF unsere kurze exakte Sequenz. Sei
t e T(F") = F"(X) gegeben. Betrachte die Menge

{(V,s) Ve X, s € F(V) mit my(s) = t\v}

der ,lokalen Urbilder von t“. Diese Menge ist durch

(V,5) < (V') €5 (V. V') und (s']y = s)
partiell geordnet und genauer induktiv geordnet, weil 7 und F” Garben sind. Also besitzt sie nach dem
Zornschen Lemma ein maximales Element (M,m). Im Fall M = X sind wir fertig. Sonst sei z € X \ M.
Da F, — F. surjektiv ist, gibt es eine offene Umgebung W@ X von z und ein Element w € F(W) mit
7w (w) = tlw. Wegen

Tew (mlvaw — wlvnw) = mar(m) vaw — 7w (W) araw = 0
gilt m|armw — w|paw € F'(M NW), wobei wir hier ohne Einschrinkung 7' C F annehmen'®’.
Da F' welk ist, gibt es einen globalen Schnitt g € F'(X) (oder alternativ ein g € F'(W)) mit g|pnw =
m|MﬁW - w|MﬂW~
Da glw +w € F(W) und m € F(M) auf M NW iibereinstimmen, verkleben sie nach dem Garbenaxiom
(eindeutig) zu einem Schnitt ¢ € F(M U W), welcher unter ma;uw auf ¢|pow geht (nach der Eindeutigkeit
im Garbenaxiom). Dies widerspricht der Maximalitidt von (M, m).

159 Alternative Formulierungen:
e Ist F’/ welk, so ist F — F'/ nicht nur ein Epimorphismus von Garben, sondern sogar ein Epimorphismus von Prigarben.
e Hat ein Epimorphismus von Garben einen welken Kern, so ist er bereits ein Epimorphismus von Pragarben.
Erinnerung: Dass jeder Epi von Priagarben zwischen Garben ein Epi von Garben ist, ist klar nach Korollar 2.9.11 und Propositi-
on 2.9.12. Die umgekehrte Implikation ist falsch nach der ,,Standardlésung (mit der Exponentialfunktion)* von Aufgabe 2.2.13.
160Wwas F/(U) C F(U) fiir alle UG X bedeuten soll.
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(b) Fiir jedes Uc X zeigt (a) wegen der Welkheit von F’, dass die beiden Horizontalen im kommutativen
Diagramm

F(X) — F'(X)

L

FU)—— F"(U)
surjektiv sind. Da F welk ist, ist die linke Vertikale surjektiv. Also ist F” welk. |
Satz 4.1.10. Jede welke Garbe W € Sh(X, Ab) ist I'-rechtsazyklisch.

Beweis. Die volle Unterkategorie 4 C Sh(X, Ab) aller welken Garben erfiillt wegen Satz 4.1.9 und den
Propositionen 3.1.14 und 4.1.8 alle Voraussetzungen von Proposition 3.5.19.

Hierbei kann man auch ohne Proposition 4.1.8 auskommen: Die im Beweis von Proposition 3.1.14 kon-
struierte injektive Garbe ist als Produkt von Wolkenkratzern welk (siehe Beispiel 4.1.4 und 4.1.5). O

4.1.11 (Godement-Auflésung). Sei F € Sh(X, Ab) eine Garbe abelscher Gruppen. Definiere die Godement-
Garbe Gd(F) € Sh(X, Ab) zu F durch

(4.1.1) GA(F)(U) = [] =
zeU
fiir U@ X mit offensichtlichen Restriktionen. Manchmal wird Gd(F) als Garbe der unstetigen Schnitte von F
bezeichnet, denn ein Element s = (s(z))zex € Gd(F)(U) kann als mengentheoretischer, nicht notwendig ste-
tiger Schnitt s: U — ét(F), x — s(z), von ét(F) — X aufgefasst werden. Die Godement-Garbe ist das Pro-
dukt der Wolkenkratzer aller Halme von F an den jeweiligen Punkten, in Formeln Gd(F) := [[, ¢ x (Fz) (@)
Offensichtlich ist
F: — Gd(F),
F(U) 2 s (sz)zev,

ein Monomorphismus in eine welke Garbe.%!

Setze G°(F) := Gd(F) und sei d~!: F < G°(F) die obige Einbettung. Definiere G := Gd(cok(d~1)) und
betrachte die Verkniipfung d°: GY(F) — cok(d—!) < G'. Definiere G? := Gd(cok(d")) und betrachte die
Verkniipfung d': G'(F) — cok(d’) < G2. Tterieren wir dies, so erhalten wir &hnlich wie in 3.2.2 eine welke
Auflssung (:= Rechtsauflosung durch welke Garben)

—1 0 1
Flogrhgtdig? o
von F, die sogenannte Godement-Auflésung. Sie berechnet die Garbenkohomologie von F nach Satz 4.1.10
und Satz 3.5.16.
Ende der 21. Vorlesung am 06.07.2021.

4.1.12 (Mayer-Vietoris-Sequenz der Garbenkohomologie). Sei X = U UV eine offene Uberdeckung eines
topologischen Raums X. Fiir beliebiges A € Sh(X; Ab) ist

s (s|u,slv)

0 A(X) AU & A(v) Letzelvav=bluav, g7y

eine exakte Sequenz, wie sofort aus dem Garbenaxiom folgt. Ist A sogar welk, so ist die rechte Abbildung
surjektiv und wir erhalten eine kurze exakte Sequenz

AX) s A(U) @ A(V) — AU NV).

1617wei alternative Sichtweisen:
e In der Notation vom Beweis von Proposition 3.1.14 gilt Gd(F) =[], c x (Fa)(z) = [, x (3z)«(iz)* (F). Der Morphis-
mus F — Gd(F) wird mit dem offensichtlichen Monomorphismus F < [], ¢ x (i)« Z(x) identifiziert. (Wenn man also
im Beweis von Proposition 3.1.14 statt der dortigen Morphismus m(z) in Injektive die Identitéten id: i%.4 — %A
verwendet, erhilt man die Godement-Einbettung.)
o Sei Xdis¢ die Menge X mit der diskreten Topologie und h: X45¢ — X die offensichtliche stetige Abbildung. Dann gilt
h«h*F = Gd(F) und der Adjunktionsmorphismus F — h+h*F wird mit der Einbettung F < Gd(F) identifiziert.
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Sei nun F < W eine welke (etwa injektive) Auflsung einer abelschen Garbe F € Sh(X; Ab). Wir erhalten
nach dem Obigen eine kurze exakte Sequenz

W(X)=s>WU)eWV) >WUNV)
von Komplexen, die man auch als
(4.12) LXGW) = DU W) @ DL(V;WIy) = T(U NV Wluay)

schreiben kann (oft schreibt man abkiirzend I'(U; W) statt T'(U; W|y)). Da Einschrinken auf offene Teilmen-
gen exakt ist und Welkheit erhélt (siehe 4.1.3; es erhilt iibrigens auch Injektivitét, siche 3.1.6), sind auch
Flu = W|y und Fly < W|y und Flynv < W|uny welke Auflésungen, die wir somit zur Berechnung der
Garbenkohomologie verwenden kénnen (Satz 4.1.10 und Satz 3.5.16). Die lange exakte Kohomologie-Sequenz
zur kurzen exakten Sequenz (4.1.2) liefert eine lange exakte Sequenz

(4.1.3) o = HYX;F) - HY(U; F) @ HY(V; F) = H(U NV, F) —» HPH X F) — ..

Sie heiffit Mayer-Vietoris-Sequenz der Garbenkohomologie. Die Existenz injektiver (und damit welker)
Auflésungen zeigt, dass diese Sequenz und insbesondere die Verbindungsmorphismen nicht von der Wahl der
welken Auflésung F < W abhingen. Die Mayer-Vietoris Sequenz ist natiirlich in F € Sh(X; Ab).

4.2. Garbenkohomologie der reellen Zahlengeraden.

Definition 4.2.1. Sei X ein topologischer Raum Eine Garbe F von abelschen Gruppen (oder Mengen) auf
X heifit punktweich, wenn fiir alle z € X die Abbildung

F(X) = Fu

t.16

surjektiv ist.'9? In Worten wird also verlangt, dass jeder Keim von F von einem globalen Schnitt herkommt.

4.2.2. Jede welke Garbe ist punktweich, denn jedes Element von F, hat die Gestalt s, fiir eine geeignete
offene Umgebung U@ X von z und ein s € F(U). Ist F welk, so kommt s von einem globalen Schnitt her.

4.2.3 (Einschrinkung auf beliebige Teilmengen erhélt Punktweichheit). Ist F punktweich, so ist fiir jede
Teilmenge L C X auch F|;, punktweich. Am einfachsten sieht man das, wenn man an die zugehérigen étalen
Réume denkt. Allgemeiner ist mit F auch jeder Pullback f*F entlang einer stetigen Abbildung punktweich.

Beispiel 4.2.4. Jede konstante Garbe Ax ist punktweich.

Beispiel 4.2.5. Die Garbe Cg x der reellwertigen stetigen Funktionen fiir X = R"™ ist punktweich (wieso?).
Dasselbe gilt, wenn X eine beliebige topologische Mannigfaltigkeit ist (wieso?).

4.2.6 (Quotienten punktweicher Garben sind punktweich). Ist 7 — Q ein Epimorphismus von Garben, so
ist mit F auch Q punktweich. Das folgt sofort aus den Surjektionen im kommutativen Diagramm

F(X) — Q(X)

fiir beliebiges = € X.

Satz 4.2.7. Seien D C R eine Teilmenge der reellen Zahlengeraden und F' — F — F" eine kurze exakte
Sequenz von Garben abelscher Gruppen auf D.

(a) Ist F' punktweich, so induziert der Epimorphismus F — F" eine Surjektion T'(F) = F(D) —»
F'(D) =T(F") auf den globalen Schnitten.
(b) Ist F' punktweich und ist F welk, so ist auch F'" welk.

162 A quivalent: Wenn fiir alle z € X die Eins F — i(x)«i(z)*F der Adjunktion unter I' auf eine surjektive Abbildung
abgebildet wird, wobei i(z): {z} — X die Inklusion bezeichnet.
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Beweis. (a) Sei s” € F'(D). Da F — F”" ein Epimorphismus ist, gibt es ein System V offener Teilmengen
(oder auch offener Intervalle) Ve R mit D C Jy, ¢, V, so dass es fiir jedes V € V ein sy € F(D N V) mit
Sy > 5N|DﬁV gibt.

Die Vereinigung (Jy,y, V' ist eine offene Teilmenge von R und wie jeder topologische Raum die disjunk-
te Vereinigung ihrer Zusammenhangskomponenten. Jede Zusammenhangskomponenten (= Wegzusammen-
hangskomponenten) ist offen in R und somit ein offenes Intervall (siche | , Satz 2.6.8, Lemma 2.6.17]).
Kénnen wir fiir jede Zusammenhangskomponente I zeigen, dass s”|pny im Bild von F(DNI) — F'(DNI)
liegt, so folgt sofort aus dem Garbenaxiom, dass auch s” im Bild von F(D) — F”(D) liegt. Deswegen diirfen
wir ohne Einschrankung annehmen, dass (Jy,,, V' ein offenes Intervall ist und dann natiirlich auch, dass
Uvey V = R gilt.

Wir behaupten, dass es eine Z-indizierte Uberdeckung von R durch offene Intervalle

U; = (ai, b;)

fiir geeignete reelle Zahlen a;, b; gibt mit a; < b;—1 < a;41 < b; fiir alle i € Z (,nur benachbarte Intervalle
U; und U, 4, iiberlappen®), die die offene Uberdeckung V von R verfeinert, d.h. fiir jedes U; liegt in einer
Menge aus V.

In der Tat, fiir jedes r € Z gibt es nach dem Uberdeckungssatz von Lesbesgue | , Satz 2.7.18],
angewandt auf das Kompaktum [r — 1, + 2], eine natiirliche Zahl ¢(r) > 1, so dass fiir alle x € [r,r + 1] das
Intervall (z — ﬁ,x + ﬁ) ganz in einer Menge aus V liegt. Wihlt man o € (3, 1) beliebig, so bilden die

Intervalle
« « ..
(T—m,r+%) fur?“GZund
v o v o
- - 4+ — fii Zund 1 <
<T+c(r) C(T),T+C(T)+C(7“)) irre€Zund 1 <v <e(r)

bei geeigneter Nummerierung die gesuchte offene Uberdeckung R = Uu..
Fiir jedes i € Z gibt es ein Element s; € F(D NU;) mit s; — " |pay,: Wihle ein V € V mit U; C V und
setze s; := sv|pnu; -
Das Element
8i = 8i41 = 8| DnUAU, — Sit1lpnuinuiy, € F(DNU; N U q)
wird Null in F/(D NU; NU;11) und kann deswegen als Element von F'(D NU; N U;41) aufgefasst werden.

e Im Fall DNU; NU;y1 # & wihlen wir einen Punkt z; in dieser Menge. Da F' punktweich ist,
kommt (s; — si41)z, € F,, von einem globalen Schnitt ¢; € (D) her. Dieser muss dann schon in
einer geeigneten offenen Umgebung von z; in D mit s; — s;41 iibereistimmen, d. h. es gibt eine offene
Umgebung W;@ U; N U, 41 von x; mit t;|paw, = (S; — Si+1)|prw,. Wer will, kann annehmen, dass
W; ein offenes Intervall ist.

e Im Fall DNU; NU;4+1 = @ setzen wir W, := U; NU;11 und nehmen t; € F'(D) beliebig, etwa Null.
Wiéhle nun fiir jedes i € Z ein offenes Intervall U@ U;, so dass U NU;,; C W; fiir alle 4 gilt und die Familie
der U] immer noch R tiberdeckt. Male Bild

Die Schnitte

o s+t + ...t +ty € F(DNU]) fiir i > 0;

e 50 € F(DNUY);

o si—tli—tl -~ -t € F(DNU) fiiri <0.
sind kompatibel und verkleben nach dem Garbenaxiom fiir F zu einem globalen Schnitt s € F(D) (beachte
D = J;c; DNUY). Weil alle t; in 7" Null werden, ist s das gesuchte Urbild von s” (verwende das Garbenaxiom
fiir 7 und die offene Uberdeckung D = |J;.; D N U}).

(b) Zu zeigen ist, dass fiir beliebiges U@ X die rechte Vertikale des kommutativen Diagramms

F(X) — F'(X)

|

FU) — F"(U)
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surjektiv ist. Da F welk ist, ist die linke Vertikale surjektiv. Da F’ punktweich ist und dasselbe auch
fiir die Einschrankung F'|y gilt (klar oder per 4.2.3) und Einschrinken Exaktheit erhélt, sind die beiden
Horizontalen nach (a) surjektiv (die Surjektivitéit der oberen Horizontale brauchen wir eigentlich gar nicht).
Folglich ist die rechte Vertikale ebenfalls surjektiv. |

Satz 4.2.8. Sei D C R eine Teilmenge der reellen Zahlengeraden und F € Sh(D; Ab) eine Garbe abelscher
Gruppen. Dann gilt

HY(D;F)=0 fiir alle ¢ > 1.
Ist F € Sh(D; Ab) sogar punktweich, so gilt dies sogar fir alle ¢ > 0; in anderen Worten sind also punkt-
weiche abelsche Garben auf beliebigen Teilmengen D C R T'-rechtsazyklisch.

Beweis. Sei zundchst F punktweich. Sei F < W ein Monomorphismus in eine welke Garbe (etwa die
Godementeinbettung oder eine Einbettung in eine injektive Garbe) und sei Q sein Kokern. Die kurze exakte
Sequenz F — W — Q liefert die lange exakte Sequenz

0 — F(D) = W(D) - Q(D) — HY(D; F) = HY(D; W) — H*(D; Q) — H*(D; F) — H*(D; W) — ...

der Garbenkohomologie (siehe 3.4.7). Satz 4.2.7 zeigt einerseits, dass W(D) — Q(D) surjektiv ist; anderer-
seits zeigt er, dass Q welk ist — somit sind W und Q als welke Garben T'-rechtsazyklisch (siehe Satz 4.1.10),
haben also verschwindende Garbenkohomologie in allen Graden g > 0. Wir folgern aus diesen Beobachtungen,
dass HY(D; F) fiir alle ¢ > 0 verschwindet.

Nun sei F beliebig. Wieder sei F < W eine Einbettung in eine welke Garbe mit Kokern Q. Als welke
Garbe ist W punktweich (siehe 4.2.2), was sich auf den Quotienten Q iibertrigt (siche 4.2.6). Nach dem
ersten Teil des Beweises haben W und Q keine héhere Garbenkohomologie (:= alle Garbenkohomologie in
Graden > 0 verschwindet). Die lange exakte Sequenz der Garbenkohomologie zur kurzen exakten Sequenz
F — W — Q, die genau wie die im ersten Teil des Beweises angegebene aussieht, zeigt dann, dass die
Garbenkohomologie von F nur in den Graden Null und Eins von Null verschieden sein kann. O

Beispiele 4.2.9.

(a) Seien D C R eine beliebige Teilmenge und A eine abelsche Gruppe. Da Ap als konstante Gar-
be punktweich ist (Beispiel 4.2.4), verschwindet H?(D; A) fiir alle ¢ > 0 nach Satz 4.2.8. Es gilt
HY(D; A) = T'(Ap); ist D zusammenhingend, etwa ein nichtleeres Intervall, so gilt A = T'(Ap).

Insbesondere gilt also
~ |7 falls ¢ = 0;
HY(R; Z) < { alls ¢ =0;
0 sonst.

b) Ist Uc R eine offene Teilmenge, so ist die Garbe Cg ; der stetigen reellwertigen Funktionen auf U
g , g g
punktweich (Beispiel 4.2.5). Satz 4.2.8 liefert
{s: U — R stetig} falls ¢ =0,
0 sonst.

HY(U;Cry) = {

c) Jede abelsche Garbe / aul der Menge er rationalen Zahlen ist punktweich (warum?) und somit
Jede abelsche Garbe F auf der M Qd ionalen Zahlen i ktweich ? d i
gilt HZ(Q; F) = 0 fiir alle ¢ > 0 nach Satz 4.2.8.

Aufgabe 4.2.10. Sei U := (0,1) C X = R. Zeige H(X;Zycx) & Z.
Bemerkung: Offensichtlich ist Zyg x nicht punktweich.

Aufgabe 4.2.11. Berechne die ¢g-te Garbenkohomologie HY(S!; Z) fiir alle ¢ € Z.
Hinweis: Mayer-Vietoris 4.1.12.

4.3. Zuriickholen in der Garbenkohomologie.

Satz 4.3.1 (Zuriickholen in der Garbenkohomologie). Seien f:Y — X eine stetige Abbildung und sei
©: F — f.G ein Morphismus von abelschen Garben auf X'%*, wobei F € Sh(X;Ab) und G € Sh(Y;Ab)
Garben sind. Dann gibt es fiir jedes q € Z genau eine Abbildung

(4.3.1) HY(f;¢): HI(X; F) — HY(Y;G)

163pey Adjunktion ist das dasselbe wie ein Morphismus f*F — G.
128



mit der Eigenschaft, dass fiir alle Aufiésungen F — A und G — B und jeden Lift ¢: A — f.B von ¢ das
Diagramm

(4.3.2) H9(T(A)) — T Har(B))
H(X; F) H(f;0) HY(Y;G)

kommutiert (die Vertikalen sind Teil der g-ten Garbenkohomologie als rechtsderivierter Funktor, siehe Defi-
nition 3.5.3).
Weiter ist diese Konstruktion im folgenden Sinne funktoriell'%*: Es gelten
e Hi(idx;idF)) = idpe(x;7) und
e Hi(fog; furp o) = Hi(g;4p) o HI(f;0): HY(X; F) — HI(Z;H) fir alle stetigen Abbildungen Z %
Y i) X und Garbenmorphismen ¢: F — f.G und ¢: G — g, H.

Beweis. Wie in den Diagrammen

A T B——J
J; idg \J_. J; idg \l

in Kom(Sh(X; Ab)) bzw. Kom(Sh(Y; Ab)) angedeutet, seien B und A Auflésungen und Z und J injektive
Auflésungen. Die oberen Horizontalen seien die Lifts der jeweiligen Identitéiten, die nach dem Hauplemma
bzw. dessen Korollar 3.2.9 existieren. Die beiden Diagramme werden in der jeweiligen Homotopiekategorie
kommutativ (dort sind die Lifts eindeutig).

Betrachte

AT 1 BNy g
l. idg J:_. ® JJ?Q idf.g ]Jjg

zunéchst als Diagramm in Kom(Sh(X; Ab)), wobei zuerst der blaue Pfeil zu ignorieren ist. Da der Linksad-
jungierte f* von f, exakt ist (nach Korollar 2.8.9 samt 2.8.14) erhélt f, injektive Objekte (siehe 3.1.5). Also
besteht f.J aus injektiven Garben (ist aber im Allgemeinen keine Auflésung von f.G). Folglich existiert
nach Korollar 3.2.9 genau ein Homotopielift ¢ von ¢; mit anderen Worten ist unser Diagramm kommutativ
in Hot(Sh(X; Ab)). Falls ein blauer Lift ¢ von ¢ existiert, so ist das gesamte Diagramm nach dem zitierten
Korollar kommutativ in Hot(Sh(X; Ab)).

164per geneigte Leser mag dies prizisieren und sich iiberlegen, wie die Kategorie C der Paare (X, F) zu definieren ist, so
dass

HY(—;—): C — Ab,
(X, F) — HI(X; F),
(f,9) = HU(f; ),

ein Funktor wird.



Wir wenden H?oT'(X; —) auf den oberen Teil dieses Diagramms an und erhalten mit I'(X; f,—) = T'(Y; —)
den oberen Teil des Diagramms

HITG HITG

Her A 097 papr HITB 99 ap 7

H(X; F) =2 H(X; F) — L Ha(y; g) —2> Ho(Y: Q).

Die beiden Quadrate sind kommutativ nach als Instanzen von (3.3.1). Der rote Morphismus ist per HY(f; ¢) :=
ToHITP o 7! definiert. Das gesamte Diagramm abelscher Gruppen ist somit kommutativ. Wir folgern:
e Existiert der blaue Lift ¢, so kommutiert das Diagramm (4.3.2). Dies zeigt die Existenz des gesuchten
HY(f; ). Die Eindeutigkeit ist klar.
e Die Definition von HY(f;¢) hiingt nicht von den Wahlen der injektiven Auflosungen Z und J ab:
Nimm dazu an, dass auch A und B injektive Auflésungen sind.

Der Leser folgert leicht die behauptete ,,Funktorialitat®. O

4.3.2. Ein wichtiger Spezialfall ist, dass ¢ die Eins F — f, f*F der Adjunktion (f*, f) ist. In diesem Fall
spezialisiert (4.3.1) zu der schlicht als H7(f) notierten Abbildung

(4.3.3) HY(f): HY(X; F) — HU(Y; f*F).
Fir F =Zx gilt f*F = Zy und wir erhalten somit eine Abbildung
HYX;Z) — HY(Y;Z),

wie man das erwartet, wenn man singuldre kohomologie kennt und vermutet, dass sie oft mit Garbenkoho-
mologie iibereinstimmt. Hier kann man auch Z durch eine beliebige abelsche Gruppe A ersetzen.

Ende der 22. Vorlesung am 08.07.2021.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 3.5.9: Wann spaltet die Abbildungskegelsequenz?
(2) Aufgabe 3.5.15: Rechtsderivierte additiv.

(3) Aufgabe 4.2.10: Garbenkohomologie von Zy¢ x .

(4) Aufgabe 4.2.11: Garbenkohomologie von S'.

11
0 1

zugehorige lokal konstante Garbe abelscher Gruppen auf S! mit Monodromie g: Unter der {iblichen Identifi-

i
kation g)fll] M S! ist sie per Definition die Garbe der stetigen Schnitte der étalen Abbildung

Aufgabe 4.3.3. Betrachte den Gruppenautomorphismus g := ( ) 172 = 72 Sei L = L(g) die

[0,1]x 22 (t;v)=t  [0,1]
(0,v)=(1,9(v)) VwveZ? =1"

165 Berechne die (totale) Garbenkohomologie H(S!; £).
Hinweis: Spontan wiirde ich es mit der offensichtlichen kurzen exakten Sequenz Zg1 < L — Zg: versuchen.
Vermutlich besser geht es mit der Mayer-Vietoris-Sequenz.

Bonus: Sein nun g: A — A ein beliebiger Automorphismus einer abelschen Gruppe und £ = L(g) die zu-
gehorige lokal konstante Garbe auf S! mit Monodromie g. Berechne die (totale) Garbenkohomologie H(S!; £).

(e}

165Etwas abstrakter: Die Projektion R x Z? — R ist eine Uberlagerung. Auf beiden Seiten definieren wir eine (topologisch
freie) Operation der Gruppe Z: Links per n.(t,v) := (n+t, g™ (v)), rechts per n.t := n+t. Dann ist die Projektion Z-équivariant.

RXZ

Die induzierte Abbildung auf den Bahnenrdume =%

— % ist eine Uberlagerung und insbesondere étale. Sie ist kanonisch
isomorph zur oben angegebenen étalen Abbildung.
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4.4. Homotopie-Invarianz der Garbenkohomologie.

4.4.1. Unser Ziel ist Satz 4.4.17. Wir bereiten ihn mit einigen Propositionen vor und benotigen dafiir etwas
mengentheoretische Topologie.

4.4.2. Sinnvoller Platz wire wohl nach 2.4.19. Seien s,t € F(X) zwei globale Schnitte einer Garbe (von
Mengen oder abelschen Gruppen) auf einem topologischen Raum X, die auf einer Teilmenge A C X
iibereinstimmen, d.h. es gilt 5|4 = ¢|4 oder dquivalent s, = ¢, in F, fiir alle a € A. Dann gibt es eine
offene Umgebung U von A in X mit sy = t|v.

Beweis. Jedes a € A besitzt eine offene Umgebung U, C X mit s|y, = t|y,. Dann hat U := |J,. 4 Ua die
gesuchte Eigenschaft. O

4.4.3. Erinnerung: wohin? Jeder kompakte Raum (='%° quasi-kompakte Hausdorff-Raum) ist lokal'®” kom-
pakt.

Beweis. (Wiederholung des Beweises von | , Aufgabe 2.7.20]) Sei K kompakt und sei U C K eine ohne
Einschrinkung offene Umgebung eines beliebigen Punktes € K. Fiir jeden Punkt y € K \ U gibt es wegen
der Hausdorff-Eigenschaft disjunkte offene Umgebungen U, von z und V,, von y in X. Da K quasi-kompakt
ist, gilt K =U UV, U---UV,, fir endlich viele Punkte y1,...,y, € K \ U. Die abgeschlossene Teilmenge
A= K\ (V,,U---UV,,) ist dann die gesuchte kompakte Umgebung von x: Sie enthélt , ist als abgeschlossene
Teilmenge eines Hausdorffraums kompakt und ist wegen x € Uy, N---NU,, C A in der Tat eine Umgebung
von . (|

Definition 4.4.4. Eine Teilmenge T eines topologischen Raums X heifit relativ hausdorffsch (beziiglich
X), wenn je zwei verschiedene Punkte von T' disjunkte Umgebungen in X besitzen: Fiir alle ¢t,u € T mit
t # u existiert eine Umgebung U von ¢ in X und eine Umgebung V von v in X mit UNV = @.

4.4.5. Ist T relativ hausdorffsch in X, so ist T" ein Hausdorffraum und jede Teilmenge von T ist ebenfalls
relativ hausdorffsch in X.

4.4.6. Genau dann ist X ein Hausdorffraum, wenn X relativ hausdorffsch beziiglich X ist.

4.4.7. Die iibliche Beweis der Aussage von [ , Aufgabe 2.7.19] zeigt etwas allgemeiner: Seien A und
B disjunkte (quasi-)kompakte Teilmengen eines topologischen Raums X, deren Vereinigung A U B relativ
Hausdorff!®® in X ist. Dann gibt es disjunkte offene Teilmengen U, V@ X mit A C U und B C V.

Beispiele 4.4.8.

(a) Jede Teilmenge eines Hausdorfl-Raums ist relativ hausdorffsch.

(b) Sei X = {a,b,u} mit derjenigen Topologie versehen, deren abgeschlossene Teilmengen genau die
Mengen X, {a}, {b}, {a,b}, @ sind. Dann ist die (kompakte) Teilmenge K := {a, b} mit der indu-
zierten Topologie Hausdorff, aber nicht relativ hausdorffsch als Teilmenge von X.

(c) Ahnlich ist die (kompakte) Teilmenge K der beiden Nullpunkte in der reellen Geraden X mit ver-
doppeltem Nullpunkt Hausdorff, aber nicht relativ hausdorffsch beziiglich X.

4.4.9. Ist z ein Punkt eines topologischen Raums X, so ist {z} trivialerweise (quasi-)kompakt und relativ
Hausdorff in X. Ist F eine Garbe von Mengen auf X, so gilt per Definition

colim  F(U) = F, <2 Fia)).
U: {z}CcUc X ~

Diese Aussage wird durch die folgende Proposition 4.4.10 verallgemeinert.

Proposition 4.4.10 (Fortsetzen von Schnitten iiber quasi-kompakten, relativ hausdorffschen Teilmen-
gen). Sei K eine (quasi-)kompakte, relativ hausdorffsche Teilmenge eines topologischen Raums X und sei

166giche | , Definition 2.7.3]

167giehe | , Definition 5.2.2]

1685t attdesseb geniigt noch etwas schwicher: Beliebige Punkte a € A und b € B haben disjunkte Umgebungen in X.
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F € Sh(X;Set) eine Garbe von Mengen auf X. Dann induzieren die Restriktionsabbildungen t — |k eine
Bijektion
(24.7)

(4.4.1) colim F(U) = F(K) =" {s: K — ét(F) stetiger Schnitt von ét(F) — X}.
U: KCUCX

In Worten gelten also (denn der Kolimes ist offensichtlich filtrierend):

o Surjektivitit: Jeder stetige Schnitt s: K — ét(F) von ét(F) — X ldsst sich auf eine offene Umgebung
U von K in X fortsetzen.

o Injektivitit: Fir stetige Schnitte s: U — ét(F) und t: V — ét(F) auf offenen Umgebungen U und
V von K gilt genau dann s|x = t|x, wenn s|w = tlw fir eine offene Umgebung W C UNV von K
gilt.

Beweis. Injektivitéit: Dies folgt sofort aus 4.4.2.

Surjektivitit: Sei s € F(K) alias ein stetiger Schnitt s: K — ét(F) gegeben. Fiir jedes € K gibt es
eine offene Umgebung U,@ X und einen Schnitt s* € F(U,) mit s¥|xnv, = S|knu, (verwende Propositi-
on 2.4.10.(a)). Da K als quasi-kompakter Hausdorffi-Raum lokal kompakt ist (siehe 4.4.3), enthélt die offene
Umgebung K NU, von x eine kompakte Umgebung K, C K von x. Da K quasi-kompakt ist, wird K von
endlich vielen der K, iiberdeckt. Wir erhalten so eine Uberdeckung von K durch endlich viele kompakte
Kq,...,K, C K und fiir jedesi = 1, ..., n eine offene Umgebung U;@ X von K und einen Schnitt s; € F(U;)
mit 5|k, = s|k,. Im Fall ¢ < 1 sind wir fertig.

Weil 51|k nk, = 52|k, Kk, gilt, gibt es nach 4.4.2 eine offene Umgebung W von K7 N K3 in U; N Uz mit
si|lw = sz2|w. Die beiden disjunkten Teilmengen K7 \ W und K>\ W sind (quasi-)kompakt als abgeschlossene
Teilmengen des quasi-kompakten Hausdorff-Raums K und haben wegen unserer Relativ-Hausdorff~-Annahme
disjunkte offene Umgebungen (siehe 4.4.7). Schneiden dieser Umgebungen mit U; bzw. Uy liefert offene
disjunkte Umgebungen Uj@ Uy von K \ W und U;@ Uz von Ky \ W. Dann verkleben sy und sg|y; und
s1lw = s2|w zu einem Element von t € F(U; UUS U W) mit t|x,0k, = S|k ,UK,-

Eine offensichtliche Induktion beendet den Beweis (arbeite mit K7 U Ky und U] U U, U W und ¢ statt mit
Kl,KQ und Ul,UQ und 81,52). U

Beispiel 4.4.11. Proposition 4.4.10 wird falsch, wenn man die Bedingung, dass K relativ hausdorffsch in
X ist, streicht: In den beiden Beispielen (b) und (c) in 4.4.8 ist (4.4.1) nicht bijektiv fiir F = Zx.

Gutes Gegenbeispiel fiir K relativ hausdorffsch, aber nicht kompakt? Am besten X Hausdorff. Vgl. Soergel
Prop. 5.4.1 (Fortsetzbarkeit von Schnitten, parakompakter Raum)

Aufgabe 4.4.12. Seien X ein topologischer Raum, D C X eine Teilmenge und M eine Menge. Sei Mx die
zugehorige konstante Garbe. Dann ist die kanonische Abbildung
colim Mx(U) = Mx (D)
U: DCUC X
bijektiv, falls D in X dicht ist. (Es gilt kanonisch Mx (D) 2 Mp(D) und ich bin versucht, dies als Gleichheit
zu schreiben...)
Beispie: D=QC X =R und M =7Z.

Proposition 4.4.13. Seien X ein topologischer Raum, K ein kompakter Raum und 7: X x K — X die
Projektion. Seien F € Sh(X x K;Set) eine Garbe von Mengen auf dem Produkt und x € X ein Punkt. Dann
gilt

(M F)z = F(n~ ! (2))

——
={z}xK

unter der Abbildung, die von den Abbildungen F(x=*(U)) — (7' (2); F), s = Slp-1(y), fir c € Uc X,
induziert wird.

Beweis. Nach Proposition 4.4.10 gilt

colim FU) =S F({z} x K),
U: {z}xKCUCXxK ( ) ({ } )
denn {z} x K 2 K ist kompakt und relativ hausdorffsch in X x K. Jede offene Umgebung Uc X x K von
{z} x K enthilt aber auf Grund der Kompaktheit von K (und der Definition der Produkttopologie (Produkte
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offener Mengen bilden Basis)) eine offene Umgebung der Form V x K = 7~(V) fiir eine geeignete offene
Umgebung V@ X von z. Die Mengen der Form 7~1(V) fiir # € V@ X sind also konfinal in der filtrierenden
Indexmenge/-kategorie des obigen Kolimes. Die Behauptung folgt somit aus Proposition 1.2.66 und der
Definition des Halms. g

Beispiel 4.4.14. Proposition 4.4.13 wird falsch, wenn K nur als Hausdorffraum und nicht als kompakt

vorausgesetzt wird. Man betrachte etwa X = K = R und die Garbe F = Zy¢ x zur offenen Teilmenge
U:={(z,y) € X x K=R?||z| < % falls y > 0}.

Lemma 4.4.15. Sinnvolle Position wohl nach Satz 2.8.15. Sei f:' Y — X eine stetige Abbildung und sei F

eine Garbe von Mengen oder abelschen Gruppen auf X. Dann ist die Fins

F = [ f°F

e cin Monomorphismus, wenn [ surjektiv ist;
o cin Isomorphismus, wenn f eine finale'® Surjektion mit zusammenhingende Fasern ist.

Beweis. Wegen 2.8.14 geniigt es, die Aussage fiir Garben von Mengen zu zeigen. Das Argument scheint mir
aus Sicht der étalen Rdume am durchsichtigsten. Dazu miissen wir zuerst etwas (léstige) Ubersetzungsarbeit
leisten (und empfehlen dem Leser, die folgende ohnehin plausible Behauptung zu glauben). Wir behaupten,
dass das Diagramm

(4.4.2) F fof*F

l~ f*(2.8.6)i~

P
Set(F) — [+Sy x v ét(F)

kommutativ ist, wobei gelten:

e Die obere Horizontale ist die Eins der Adjunktion (f*, f.).

e Die linke Vertikale ist die Eins der Adjunktion (ét,S); sie ist ein Isomorphismus, da F eine Garbe
ist (siche Lemma 2.4.13).

e Die rechte Vertikale ist der angegeben Isomorphismus aus Satz 2.8.15.

e Die untere Horizontale v ist implizit im Beweis von Satz 2.8.15 beschrieben (man setze dort V =
f~Y(U)): Fiir Uc X offen bildet 1y einen stetigen Schnitt s: U — ét(F) auf die eindeutige stetige
Abbildung s im folgenden Diagramm ab, die dieses kommutativ macht.

Plge(F)

(443) Y xx &t F t F
4
ipry lp
sy d X s
LU U
o) —4 v

Der Beweis folgt aus einer genauen Inspektion der Beweise von Satz 2.8.5 (fiir die explizite Beschreibung der
Koeins) und Satz 2.8.15, die wir dem Leser iiberlassen.

Da die Vertikalen des Diagramms (4.4.2) Isomorphismen sind, ist unsere Eins genau dann ein Mono- bzw.
Isomorphismus, wenn v diese Eigenschaft hat.

Sei nun f surjektiv. Dann ist auch die induzierte Abbildung f|: f~1(U) — U fiir alle Uc X surjektiv.
Somit ist s € Sg(F)(U) eindeutig durch s = vy (s) bestimmt. Also sind alle ¢y injektiv und somit ist ¢ ein
Monomorphismus.

Sei nun f eine finale Surjektion mit zusammenhéngenden Fasern. Fiir jedes offene U@ X hat dann
fl: f~Y(U) — U offensichtlich dieselbe Eigenschaft. Es geniigt zu zeigen (nach Proposition 2.9.12.(b).(ii)),
dass Yy surjektiv ist. Sei § € Sy s0(7)(f 1 (U) beliebig. Zu zeigen ist, dass es ein s: U — 6t(F) gibt,
so dass das Diagramm (4.4.3) kommutativ ist, dass also a 1= prg ) o s {iber f| faktorisiert. Weil U die

169Djes bedeutet, dass X die Quotiententopologie beziiglich f trigt, siehe | , Definition 2.8.77]
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Quotiententopologie beziiglich f| tréigt, geniigt es zu zeigen, dass « auf allen Fasern von f| konstant ist, dass
also fiir alle v € U die von « induzierte stetige Abbildung

al: f7Hu) = p~Hu) = Fy
konstant ist. Dies ist aber der Fall, denn p~!(u) trigt die diskrete Topologie und f~!(u) ist laut Annahme
zusammenhingend. '™ O
Proposition 4.4.16. Seien X ein topologischer Raum und 7: X x [0,1] — X die Projektion. Dann gelten:
(a) Fir jede Garbe F abelschen Gruppen (oder Mengen) auf X ist die Eins ein Isomorphismus
(4.4.4) F = mon* F.

(b) Der Funktor m*: Sh(X;Ab) — Sh(X x [0,1]; Ab) bildet T'(X; —)-rechtsazyklische Garben auf T'(X x
[0, 1]; —)-rechtsazyklische Garben ab.

(¢) Fiir jede Garbe F € Sh(X; Ab) und alle q € Z ist das Zuriickholen Hi(w) auf der q-ten Garbenkoho-
mologie (siehe (4.3.3)) ein Isomorphismus

HY(m): HY(X; F) = HY(X x [0, 1];7*F).
Fiir alle abelschen Gruppen A gilt insbesondere He(m): HI(X; A) = HY(X x [0,1]; A).

Beweis. (a) Dies ist ein Spezialfall von Lemma 4.4.15, denn 7 ist eine finale Surjektion mit zusammenhéngenden
Fasern (dass X die Finaltopologie trigt, folgt daraus, dass 7 offen ist).

(b) Sei A € Sh(X; Ab) zunéchst beliebig. Sei 7* A — W eine welke Auflosung. Betrachte fiir z € X das
kartesische Diagramm

@) = {e} x [0,1] T X x [0,1]

o

X

Da welke Garben punktweich sind 4.2.2 und Punktweichheit beim Einschrinken auf Teilmengen erhalten
bleibt 4.2.3 und Einschrinken exakt ist, ist j*7*A4 < j*WW eine punktweiche Auflésung von j*7* A = ¢*i* A,
was als konstante Garbe ebenfalls punktweich ist. Da punktweiche Garben auf [0,1] 2 {z} x [0, 1] nach
Satz 4.2.8 D-rechtsazyklisch sind, ist T'j*7*A — Tj*W immer noch eine Aufldsung (siehe 3.5.18). Diese
Auflésung kann man auch als (j*7*A) (771 (z)) < (7*W)(r~1(x)) oder als (7*A) (7! (z)) — W(r~(z))
schreiben und mit Proposition 4.4.13 auch als

(mem* A)y = (TIV).
Da z € X beliebig war, ist die Horizontale

mem* A— T, W
7
(4<4‘4)T~
A

eine Auflésung; genauer handelt es sich um eine welke Auflésung, da der Pushforward f, entlang jeder stetigen
Abbildung f offensichtlich Welkheit erhilt. Wie durch die Diagonale angedeutet, konnen wir sie auch als
welke Auflssung von A auffassen. Ist nun A T'(X; —)-rechtsazyklisch, so ist nach 3.5.18 (und weil welke
Garben I'(X; —)-rechtsazyklisch sind) die Diagonale des folgenden Diagramms ebenfalls eine Auflosung.

I'r*A = TI'rmao*tA—sT7 W = IW

(444)Tz/

rA

170Djeses Argument zeigt doch auch(?): Ist f final mit zusammenhéngenden oder leeren Fasern, so ist jedes ¢y surjektiv,
d. h. v ist ein Epimorphismus von Préagarben und erst recht ein Epimorphismus von Garben.
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Dies stimmt dann natiirlich auch fiir die obere Horizontale. Da I'W = T'(X x [0,1]; W) die Garbenko-
homologie von 7*A ausrechnet, verschwindet letztere in positiven Graden; mit anderen Worten ist 7*A
T'-rechtsazyklisch.

(¢) Sei F < A eine I'-rechtsazyklische Aufldsung. Die Exaktheit des Pullbacks und (b) zeigen, dass
™ F — 71*A ebenfalls eine I'-rechtsazyklische Auflosung ist. Wir erhalten ein kommutatives Diagramm
T (A)

=
(4.4.4)

~

(4.4.4) T (F)

Das kommutative Diagramm (4.3.2) spezialisiert in unserer Situation zu

(4.4.5) HY(T'(A)) ~ HY(T'(1* A))

T}<—>A \LN
H ()

HY(X;F) —— HY(X x [0,1]; f*F)

q
Tﬂ*Fﬁ—»w*A\LN

Die Vertikalen sind Isomorphismen, denn I'-azyklische Auflésungen berechnen die Garbenkohomologie. Die

obere Horizontale ist der von A — 7, 7* A induzierte Isomorphismus. Folglich ist H¢() ein Isomorphismus.
O

Satz 4.4.17 (Homotopie-Invarianz der Garbenkohomologie). Homotope stetige Abbildungen induzieren die-
selbe Abbildung auf der Garbenkohomologie mit konstanten Koeffizienten (:= Werten in konstanten Garben
abelscher Gruppen):

Seien f,g: X — Y homotope stetige Abbildungen und sei A € Ab eine abelsche Gruppe. Dann gilt
He(f) = HY(g) als Abbildungen HI(Y; A) — HY(X; A).

Beweis. Sei h eine Homotopie von f nach g. Betrachte das kommutative Diagramm

X e X x[0,1] sy

{7

X

fiir 7 die Projektion und #; die abgeschlossene Einbettung mit i;(z) = (x,t); dabei ist ¢ € [0, 1] beliebig.
Auf der g-ten Garbenkohomologie mit Werten in A erhalten wir das kommutative Diagramm.

H9(X; A) 29 Ha(x % [0, 1]; A) ) Ha(y; A)

Tid P
H ()
HY(X; A)
Die Abbildung H?(r) ist nach Proposition 4.4.16.(c) bijektiv. Wir folgern H?(i;) = H(i,) fiir alle s,t € [0, 1]
und damit
HY(f) =HI(hoig) = HI(h) o HI(ip) = HY(h) o HI(i1) = HI(h 0 i1) = H(g)
wie gewiinscht. O

Satz 4.4.18 (Garbenkohomologie der Sphiiren). Die Garbenkohomologiegruppen der n-dimensionalen Sphire
S* = {z € R""! | ||z|| = 1} sind wie folgt gegeben: Im Falln > 1 gilt

Z falls g =n,
(4.4.6) HI(S") =2 (Z fallsq=0,

0 sonst.
Im Falln =0 hat S° = {1, 1} als einzige nichtverschwindende Garbenkohomologie H°(S°) = Z|—1]®Z[1] =
Z2. Im Fall n = —1 verschwinden alle Garbenkohoomologien von S* = &.
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Beweis. Der Beweis geht im Wesentlichen analog zu dem von | , Satz 4.5.1]. Man beachte jedoch,
dass wir mit Kohomologie (obere Indizes) arbeiten und die Mayer-Vietoris-Sequenz (4.1.12) ,jin die andere
Richtung® geht. |

4.4.19. Ahnlich wie im Beweis von | , Satz 4.15.5] kann man fiir n > 1 zeigen, dass

e die Antipodenabbildung a: S™ — S™ auf der n-ten Garbenkohomologie Multiplikation mit (—1)"*!
induziert und dass

e die Spiegelung S™ — S™ an einer Koordinatenebene auf der n-ten Garbenkohomologie Multiplikation
mit —1 induziert.

Aufgabe 4.4.20. Vervollstindige die skizzierten Beweise von Satz 4.4.18 und 4.4.19.

Ausblick 4.4.21. Es gibt auch

e lokale Garbenkohomologie (die oft der relativen singuliren Kohomologie entspricht),

e cin lange exakte Sequenz der lokalen Garbenkohomologie (die oft der langen exakten Sequenz der
relativen singuliren Kohomologie entspricht),

e Auschneidungsisomorphismen fiir lokale Garbenkohomologie (die oft den entsprechenden Isomor-
phismen fiir singulire Kohomologie entspricht)

e reduzierte Garbenkohomologie (die oft der reduzierten singuliren Kohomologie entspricht).

Das Wort oft meint hier relativ geringe Anforderungen an die beteiligten topologischen Rdume. Viele der
Resultate und Beweise aus | ] lassen sich damit leicht in die Sprache der Garbenkohomologie. Die nicht
eingeklammerten Konstruktionen und Resultate sind mit dem aktuellen Kenntnisstand leicht zu erhalten,
werden aber aus Zeitgriinden hier nicht erkldrt. Fiir Details siehe | ]

Ende der 23. Vorlesung am 13.07.2021.

4.5. Ein Spektralsequenzargument.

4.5.1. Wir verwenden einige Definitionen (Doppelkomplex, Morphismus von Doppelkomplexen, Totalkom-
plex (in ungeraden Spalten negative Differentiale nehmen)) aus | , Abschnitt 6.6], mit dem einzigen
Unterschied, dass wir nun mit oberen Indizes arbeiten. Statt mit Doppelkomplexen abelscher Gruppen ar-
beiten wir mit Doppelkomplexen mit Eintréigen in einer beliebigen abelschen Kategorie (manches geht auch
fiir additive Kategorien). Das folgende Bild eines Doppelkomplexes (A, d’,d”) erklért einerseits unsere Nota-
tion und andererseits unsere geometrische Anschauung fiir Doppelkomplexe (diese ermoglich Aussagen wie
»der Doppelkomplex lebt nur im rechten oberen (alias ersten) Quadranten*):

!/ __ 3/'p,q+1
o pper1d=dT

Aptlg+1 o
d//:d//p,q d//:d//erl,q

!/ __ 3/p,
AP:a d’=d™" APtLa

Alle Quadrate sind hier als kommutativ vorausgesetzt, die Verkniipfung zweier konsekutiver horizontaler
Pfeile (=: Differentiale) ist Null, ebenso die Verkniipfung zweier konsekutiver vertikaler Pfeile.

Spaltenkomplexe AP-*; die offensichtlichen Horizontalen bilden Morphismen AP* — APT1* yon Komple-
Xen.

Den Kern des Morphismus A%* — AM* schreiben wir als K4+. Wir stellen uns diesen Komplex auf der
g-Achse vor.

Zeilenkomplexe A*'9; Morphismen dazwischen
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Doppelkomplex in rechter Halbebene, falls AP9 = 0 fiir alle p < 0

Doppelkomplex in oberer Halbebene, falls AP*¢ = 0 fiir alle ¢ < 0

Doppelkomplex im rechten oberen Quadranten, falls AP-? # 0 impliziert p, ¢ € N.

Lebt A in der rechten Halbebene, so haben wir einen offensichtlichen Morphismus Ky < A von Doppel-
komplexen, wenn wir uns K4 durch Nullen auflerhalb der ¢-Achse fortgesetzt denken. Insbesondere erhalten
wir auf den Totalkomplexen einen Morphismus Ky = Tot(K4) < Tot(A) (die erste Gleichheit ist klar (auch
mit unserer Vorzeichenkonvention beim Bilden des Totalkomplexes).

Satz 4.5.2 (Eine ausgeartete Spektralsequenz). Sei (A,d’,d") ein Doppelkomplex in einer abelschen Ka-
tegorie im ersten Quadranten, dessen Zeilen A*? exakt sind an allen Stellen APY mit p # 0. Dann ist
K} — Tot(A) ein Quasi-Isomorphismus.

In der Vorlesung gentigt es, dies fiir Doppelkomplexe abelscher Gruppen zu wissen.

Beweis. Von Hand mit Bild oder zuerst per Induktion, falls A nur endlich viele von Null verschiedene Zeilen
hat, was geniigt. O

4.6. Garbenkohomologie und Cech-Kohomologie beziiglich offener Uberdeckung.

4.6.1. Seien X ein topologischer Raum, F € Sh(X; Ab) eine Garbe abelscher Gruppen und U eine offene
Uberdeckung von X. Wir erinnern an den Komplex C(U; F) der Cech-Koketten fiir ¢ mit Koeffizienten in X
(Definition 1.7.1, Proposition 1.7.2), einen Komplex abelscher Gruppen. Wir definieren nun einen Komplex
C(U; F) von abelschen Garben, dessen globale Schnitte C(U; F) sein werden, siehe (4.6.3) (unterscheide C
und C).

Fiir Ve X definiere

(4.6.1) CUU; F)(V) = 11 FVNUyN---NU,).
(Uo,...,Uq)EU+1

In offensichtlicher Weise definiert dies eine Priigarbe und sogar eine Garbe C4(U; F ) abelscher Grupppen auf
X. Mit naheliegendem, auf V@ X durch

(462) (dVd))(UOv"qu-i-l) = Z (_l)iq/}(UOa"'7Ui—1a(7i7Ui+17"'aUq+1)|VﬁUof‘l...ﬂUq+1
0<i<qg+1

definierten Differential (vgl. (4.6.2)) erhalten wir einen in nichtnegativen Graden konzentrierten Komplex
e, F) = (€U, F),d) = ( LS e, Fy S et u, F) - )

von Garben abelsche Gruppen auf X (Beweis analog zu dem von Proposition 1.7.2'7"). Wir nennen ihn
den vergarbten Cech-Komplex fiir ¢/ mit Koeffizienten in F. Nach Konstruktion sind seine globalen
Schnitte genau der iibliche Cech-Komplex, in Formeln

(4.6.3) LW, ) =cU,F).
Lemma 4.6.2. Unter den Voraussetzungen in 4.6.1 ist der vergarbte Cech-Komplex C(U, F) eine Auflisung
F < C(U; F)

von F vermdge des offensichtlichen Monomorpismus F < CO(U; F) (vgl. 3.2.6).

Insbesondere erhalten wir aus der Definition der Garbenkohomologie als rechtsderiviertem Funktor (Defi-
nition 3.3.3) wegen (4.6.3) (und nach Definition der Cech-Kohomologie 1.7.4) fiir jedes q € 7 einen kano-
nischen (Vergleichs-)Morphismus

(4.6.4) TZT?__(_}C(M;}_)Z H9(U; F) — HY(X; F).

171Man arbeite hier aber mit einer durch U indizierten Uberdeckung; ich schreibe dies, weil ich zuerst irrtiimlich dachte,
dass

(é(u;f))(\/) = CUlv, Flv)

gilt, wobei Uy := {V NU | U € U} die durch U induzierte offene Uberdeckung von V ist.
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Beweis. Fiir jedes Ve X ist F(V) — CO(U; F)(V) = [ cue F(V N Uo) injektiv, da F eine Garbe ist und
die Schnitte der Elemente von U mit V eine offene Uberdeckung von V' bilden. Also ist F — CO(U; F) ein
Monomorphismus (von Prégarben) und Garben. Die Auswertung unserer Auflésung in spe bei V@ X ist die
Sequenz

0— F(V)=COU;F)V) = CHU;F)V) — ...

abelscher Gruppen. Gibt es ein U € U mit V C U, so ist diese Sequenz azyklisch nach Lemma 1.9.6.(c) (denn
F(VAUN---NU,) — F(VAUN---NU,NU) ist dann die Identitét). Daraus folgt sofort, dass F < C(U; F)
eine Auflosung ist: Alle induzierten Morphismen auf die (naiv in der Prigarbenkategorie gebildeten) Kerne
sind nach Proposition 2.9.12.(b).(ii) Epimorphismen, es gilt also jeweils Kern = Bild.

Die letzte Behauptung ist klar. (|

4.6.3. Die Morphismen (4.6.4) fiir gesiittigte offene Uberdeckungen U sind in offensichtlicher Weise kompa-
tibel und liefern im Kolimes einen (Vergleichs-)Morphismus

HY(X;F) — HY(X; F).

Dieser ist fiir ¢ = 0, 1 stets ein Isomorphismus; fiir parakompaktes X ist er fiir alle ¢ € Z ein Isomorphismus,
siehe [ ]

Definition 4.6.4. Seien X ein topologischer Raum, F € Sh(X; Ab) eine Garbe abelscher Gruppen und U
eine offene Uberdeckung von X. Wir nennen F azyklisch fiir i/ oder U azyklisch fiir F, wenn

HY(UyN---NU,; F)=0
fir alle ¢ > 0, alle n > 0 und alle Uy, ...,U, € U gilt.

4.6.5. Die Zuordnungen F +— C(U; F) fiir jedes ¢ € Z baw. F + CU(U;F) bzw. F — (]—' — @Q(U;]:))
sind offensichtlich funktoriell.

4.6.6. Ist F welk, so sind alle Restriktionsabbildungen von F surjektiv (siehe 4.1.2). Dies hat zur Folge,
dass jedes C?(U; F) welk ist (denn Produkte von Surjektionen abelscher Gruppen sind surjektiv).

Satz 4.6.7 (Garbenkohomologie fiir azyklische offene Uberdecku_pgen). Seien X ein topologischer Raum,
F € Sh(X; Ab) eine Garbe abelscher Gruppen und U eine offene Uberdeckung von X. Ist F azyklisch fiir U,
s0 ist fiir alle ¢ € Z der Vergleichsmorphismus zwischen Cech- und Garbenkohomologie ein Isomorphismus
y (4.6.4)

(4.6.5) HY(U; F) —— HI(X; F).

Beweis. Sei F'— W eine welke Auflésung. Wir schreiben diese im folgenden Diagramm von Garben in die
untere Zeile. Die Eintriige dieser Zeile werden vertikal durch die vergarbten Cech-Komplexe aufgelost (siehe
Lemma 4.6.2). Das gesamte Diagramm ist wegen 4.6.5 kommutativ. Die horizontalen Abbildungen ganz links
sind offensichtich Monomorphismen (von Priigarben und Garben), da F < W? ein Monomorphismus ist.

(4.6.6)

138



Wir kénnen dieses Diagramm als kommutatives Diagramm

C(F:U)—E= ;)

L]

]_‘( S

von Doppelkomplexen ansehen (dabei ist F ein im Ursprung (= im Bigrad (0, 0)) konzentrierter Doppelkom-
plex, W ist auf der horizontalen Achse konzentriert und C(F;U ) ist auf der vertikalen Achse konzentriert).
Alle Morphismen sind Monomorphismen (= Monomorphismen in jedem Bigrad). Ubergang zu den Total-
komplexen liefert das kommutative Diagramm

(4.6.7) ¢(F: ) Tor e o))

L

F—

von Komplexen (alle Morphismen sind Monomorphismen). Nach Satz 4.5.2'7 bzw. genauer dessen Analogon
fiir Doppelkomplexe im ersten Quadranten mit exakten Spalten ist die rechte Vertikale )\ < Tot(C(W;U))
ein Quasi-Isomorpismus. Da linker (siche Lemma 4.6.2) und unterer Pfeil als Aufldsungen ebenfalls Quasi-
Isomorphismen sind, sind alle vier Pfeile Quasi-Isomorphismen.

Da alle WP welk sind, sind alle C4(WP; ) nach 4.6.6 welk. Da Welkheit nach 4.1.5 stabil unter endlichen
direkten Summen (= endlichen Produkten) ist, ist Tot(C(WW;U)) ein Komplex welker Garben.

Neben W ist also auch der Komplex rechts oben im Diagramm (4.6.7) eine welke Auflésung von F und
die obere Zeile Tot(¢) dieses Diagramms ist ein Lift von id# zu einem Morphismus von Auflésungen. Nach

Definition 3.3.3 erhalten wir fiir jedes ¢ € Z ein kommutatives Diagramm

H(X; F)
(4.6.4) \
H?(I'(Tot(¢))) .

HY(F;U) HY(T(Tot(C(WV;U))))

Der Pfeil nach links oben ist bijektiv, denn welke Auflésungen berechnen die Garbenkohomologie (siehe
Satz 4.1.10 und Satz 3.5.16). Der Pfeil nach rechts oben ist unser Vergleichsmorphismus. Um zu zeigen, dass
er bijektiv ist, geniigt es zu zeigen, dass

[(Tot(¢)): T(C(F;U)) — T(Tot(COWV;U)))
N—— N—— ——
=~Tot(T'(£)) =~Tot(I'(C(W;U)))

ein Quasi-Isomorphismus ist — die per Unterklammerung angegebenen Isomorphismen verwenden, dass unsere
Doppelkomplexe im ersten Quadranten leben und I" als Rechtsadjungierter mit beliebigen Produkten, also
insbesondere mit endlichen direkten Summen (= endlichen Produkten) vertauscht). Dazu geniigt es nach
Satz 4.5.2 zu zeigen, dass alle blau-roten Zeilen des Diagramms (4.6.6) unter I auf Auflésungen abgebildet
werden.

Fiir jedes V@ X ist Fly < W]y eine welke Auflosung (da Einschrénken auf offene Teilmengen exakt ist
und Welkheit erhlt), die somit H*(V; F) berechnet. Ist speziell V = Uy N --- N U, ein Schnitt endlich vieler
Elemente von U, so zeigt die Azyklizitdt von F beziiglich U, dass

FUon---NUy) =W (UpgN---NU,) = WU ---NT,) — ...

L72\Wer diesen Satz nur fiir Doppelkomplexe abelscher Gruppen kennt, muss verwenden, dass ein Morphismus von Kom-
plexen genau dann ein Quasi-Isomorphismus ist, wenn er halmweise ein Quasi-Isomorphismus ist: Verwende Satz 2.3.1.(b) und
die Exaktheit des Halm-Nehmens, was deswegen mit dem Kohomologie-Nehmen eines Komplexes von Garben vertauscht. Ach-
tung: Mit der Kohomologie eines Komplexes ist hier nicht die Garbenkohomologie gemeint, sondern die allgemein definierte
Kohomologie eines Komplexes in einer abelschen Kategorie!
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eine Auflésung durch abelsche Gruppen ist. Dann ist fiir fixiertes ¢ > 0 auch

H FUoN---NU,) — H WUy ---NU,) — H WHUoN---NU,) — ...

(Uo,..‘,Uq)ELI‘I*l (Uo,.“,Uq)EZ/{q*’l (U(],...7Uq)€l/{q+1

D rea s F) =ICa(U;W0) =ICa(U;W?)

eine Auflosung (da Produkte exakter Sequenzen abelscher Gruppen exakt sind). Nach den angegebenen
Gleichheiten ist diese aber das Bild der g-ten rot-blauen Zeile unter I'; von dem zu zeigen war, dass es eine
Auflésung ist. Dies beendet den Beweis. O

Aufgabe 4.6.8. Berechne alle Garbenkohomologien H?(S?;Z) mit Hilfe von Satz 4.6.7.
Hinweis: Aufgabe 1.9.13

Ende der 24. Vorlesung am 15.07.2021.
Hausaufgaben:

(1) Aufgabe 4.4.12: Fortsetzen von Schnitten konstanter Garben iiber dichter Teilmenge
(2) Aufgabe 4.6.8: Garbenkohomologie der 2-Sphire per Vergleichsisomorphismus und fritherer Aufgabe
(3) Ein Teil von Aufgabe 4.4.20, der andere ist Bonus:

e Garbenkohomologie der Sphiren

e Effekt von Antipodenabbildung, Spiegelung an Koordinatenebene auf Top-Garbenkohomologie
(4) Aufgabe 4.3.3: Garbenkohomologie von Monodromiegarben auf St.

5. VERGLEICHSSATZE

Schiebe die beiden vorherigen Abschnitte in dieses Kapitel!

5.1. Hom-Komplex und Dualitit.

Definition 5.1.1. Seien A, B € Kom(Ab) Komplexe abelscher Gruppen (statt Ab kénnte man auch eine

beliebige additive Kategorie nehmen). Der Hom-Komplex Hom(A, B) € Kom(Ab) ist wie folgt definiert:
e Seine n-te Komponente ist

Hom" (A, B) := Hom(A, B)" := [[ Ab(4?, B**") = [] Ab(A“,B").

PEZL a,bez;
a+n=b

e Sein n-tes Differential d = d": Hom(A, B)" — Hom(A, B)"*! ist durch
d(f) = do f— (—1)"fod=dgof— (~1)"fods
bzw. praziser durch
d(f)P == d5%™ o fP — (=) fPHl o dP
gegeben, wobei f = (f?)yecz € Hom(A4, B)".

Der Leser priift leicht, dass dies einen Komplex definiert.
In offensichtlicher Weise erweitern wir diese Zuordnung auf Objekten zu einem Funktor

Hom(—, —): Kom(Ab)°? x Kom(Ab) — Kom(Ab).
5.1.2. Die Vorzeichen sind so gewahlt, so dass die naheliegende Abbildung eine Bijektion
Komap(A ® B,C) = Komay, (A, Hom(B, C))
definiert.

5.1.3. Man kann Hom(A, B) als den ,, Produkt-Totalkomplex“ eines ,, Doppelkomplexes* (Ab(AP, BY)) . q)ez2
auffassen (wobei hier die horizontalen Differentiale nach links gehen; ich bin zu faul, mir zu tiberlegen, wie ge-
nau die Vorzeichen zu wihlen sind — eventuell ist es auch sinnvoll, den Doppelkomplex (Ab(A™9, B?)), )ez2
zu betrachten und alle vertikalen Differential mit —1 zu multiplizieren).
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5.1.4 (Kozykel und Kohomologie des Hom-Komplexes). Die 0-Kozykel des Hom-Komplexes sind genau die
Morphismen in der Kategorie der Komplexe, in Formeln
(5.1.1) 7" (Hom(A, B)) = Komay, (A4, B).

Warnung, die rechte Seite mag man auch als Homgom(ap) (4, B) schreiben, jedoch sollte man dann den Index
nicht weglassen.

Zwei 0-Kozykel sind genau dann kohomolog (= unterscheiden sich um einen 0-Korand), wenn die entspre-
chende Morphismen in Kom(Ab) homotop sind, in Formeln
(5.1.2) H°(Hom(A, B)) = Hotap(A, B).

Offensichtlich gelten Hom (A, B[1]) = Hom(A, B)[1] = Hom(A[—1], B) oder allgemeiner Hom(A[m], B[n]) =
Hom(A, B)[n — m]. besser = schreiben? Damit (und wegen ZP(C[n]) = ZPT"(C) und HP(C[n]) = HPT"(C)
liefern die obigen Formeln
(5.1.3) Komay(A[m], Bln]) = Z"~™(Hom(A, B)),

(5.1.4) Hotap(A[m], B[n]) = H*™™(Hom(A, B)).
5.1.5 (Hom erhilt Abbildungskegel in beiden Argumenten). Sei C' € Kom(Ab) ein Komplex. Wir behaupten,

dass Hom(C, —) im folgenden Sinne Abbildungskegel erhilt:
Sei f: A — B ein Morphismus in Kom(Ab). Dann kénnen wir

e einerseits den Abbildungskegel von f samt Abbildungskegelsequenz
B — K(f) —» A[1]

bilden und darauf den Funktor Hom(C, —) anwenden — das Ergebnis ist die obere Zeile im Dia-
gramm (5.1.5);

e andererseits den Funktor Hom(C, —) auf f anwenden, das Ergebnis als f, := Hom(C, f): Hom(C, A) —
Hom(C, B) notieren und dann Abbildungskegel K(f,) samt Abbildungskegelsequenz bilden — das Er-
gebnis ist die untere Zeile im Diagramm (5.1.5).

(5.1.5) Hom(C, B)“—— Hom(C, K(f)) — Hom(C, A[1])

\Lid ~ lid
v

Hom(C, B)— K(f.)) Hom(C, A)[1]

Die rechte Identitidt wurde vor (5.1.3) erklért. Der Leser priift leicht, dass der offensichtliche Kandidat fiir
den gestrichelten Pfeil ein Isomorphismus in Kom(Ab) ist, der das Diagramm zum Kommutieren bringt.
Dies zeigt, dass Hom(C, —) mit dem Bilden des Abbildungskegels samt Abbildungskegelsequenz kommutiert
(vgl. 3.5.6).

Analog kommutiert Hom(—,C) mit dem Bilden von Abbildungskegeln; das folgende kommutative Dia-
gramm illustriert dies, wobei f* := Hom(f,C): Hom(B,C) — Hom(A4, C); man beachte, dass in der Mitte
der unteren Zeile der [—1]-Shift des Abbildungskegels von f* steht.

Hom(B, C) <— Hom(K(f),C) <——Hom(A[1], C)

lid ~ J/id
\

Hom(B, C) K(f*))[-1] =——Hom(A4, C)[-1]

Ausblick 5.1.6. Der im Folgenden erklirte Funktor D ist (ein Lift) des rechtsderivierten Hom-Funktors
RHom(—,Z[0]): D(Ab) — D(Ab), denn Z — Q - Q/Z — 0... — ist eine injektive Auflésung von Z. (Als

=:1yz
beschriinkte injektive Auflésung ist sie h-injektiv.)

Proposition 5.1.7 (Explizite derivierte Dualitéit). Setze Iz == (... = 0 - Q -» Q/Z - 0 — ...) €
Kom(Ab) (mit Q in Grad Null) und betrachte den Funktor

D := Hom(—, Iz7): Kom(Ab)°® — Kom(Ab)
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zwischen abelschen Kategorien. Dann gelten:

(a) Der Funktor D ist exakt.

(b) Ist F € Kom(Ab) ein Komplex aus freien abelschen Gruppen, so induziert der Morphismus 7 =
Z[0] — Iz von Komplexen (alias die zuvor erwdihnte injektive Auflosung Z — Iz) einen Quasi-
Isomorpismus

Hom(F,Z) — Hom(F,Iz) = D(F).

(¢) Der Funktor D erhdilt Quasi-Isomorphismen.

Beweis. (a) Allgemeiner gilt: Ist I ein beliebiger Komplex aus injektiven abelschen Gruppen, so ist Hom(—, I)
exakt: Sei A < A — A” eine kurze exakte Sequenz in Kom(Ab). Gradweise haben wir kurze exakte
Sequenzen AP — AP — AP fiir alle p € Z. Da jedes I? injektiv ist, erhalten wir kurze exakte Sequenzen
Ab(A"P 19) — Ab(AP,I?) — Ab(A'?, 17). Fiir fixiertes n € Z ist das Produkt iiber all diese kurzen exakten
Sequenzen fiir (p, q) € ZxZ mit ¢ = p+n eine kurze exakte Sequenz, nimlich Hom(A”,I)™ < Hom(A,I)" —»
Hom(A’, I)™. Da n beliebig war, ist Hom(A”, I) < Hom(A, I) - Hom(A', I) eine kurze exakte Sequenz.

Bemerkung: Der Leser wird bemerkt haben, dass die Differentiale der beteiligten Komplexe keine Rolle
gespielt haben - es geniigte zu zeigen, dass der Funktor Hom(—,I): (AbZ)Op — Ab” zwischen Kategorien
Z-graduierter Gruppen exakt ist.

(¢) Wegen 5.1.5 und 3.5.7 ist fiquivalent zu zeigen, dass D azyklische Komplexe auf azyklische Komplexe
abbildet.

Wir zeigen allgemeiner dass Hom(—, I) fiir jeden beschriinkten Komplex I injektiver abelscher Gruppen
azyklische Komplexe auf azyklische Komplexe abbildet.

e Erster Beweis: Ist I in einem Grad konzentriert, so ist dies offensichtlich, denn Ab(—, J) ist fiir jede
injektive abelsche Gruppe J exakt.
Sonst kann man I durch brutales Abschneiden (siehe Aufgabe 1.9.9) fiir geeignetes n € Z in eine
gradweise spaltende kurze exakte Sequenz

Osnl =1 —»o0<,1

packen, deren Randterme beschrinkte Komplexe von Injektiven sind, die ,,echt kleinere Amplitude*
haben — Amplitude eines Komplexes meint hier das kleinste Intervall in Z, in dem der Komplex
konzentriert ist, und klein meint einfach die Lénge dieses Intervalls. Sei A € Kom(Ab) beliebig.
Dann ist auch

Hom(A, osnI) - Hom(A,I) — Hom(A, o<, 1)

eine (gradweise spaltende) kurze exakte Sequenz (Beweis wie in (a), nur diesmal ist das andere
Argument variabel). Ist A azyklisch, so sind die beiden Randterme dieser Sequenz per Induktion
azyklisch, was sich dann nach der langen exakten Kohomologiesequenz auf Hom(A, I) iibertriigt.

Bemerkung: Diese Beweistechnik (oft mit intelligentem statt brutalem Abschneiden) heifit dévissage.
Beim brutalen Abschneiden wie hier verringert man die Amplidude eines Komplexes, beim intelli-
genten Abschneiden die Amplitude der totalen Kohomologie eines Komplexes.

e Zweiter Beweis (hier kann I ein beliebiger, nach unten (:= gegen die Richtung der Pfeile) beschrinkter
Komplex von Injektiven sein):

Sei E € Kom(Ab) azyklisch. Zu zeigen ist, dass Hom(E, I') azyklisch ist, dass also HY(Hom(E, I))
fiir alle g € Z verschwindet. Sei ¢ € Z fixiert. Fiir geeignetes n € Z ist I[g+n| in nichtnegativen Gra-
den konzentriert (n muss geniigend klein sein, vgl. Warnung 3.5.2). Der Hauptsatz der homologischen
Algebra 3.2.5 ist deshalb wie folgt anwendbar:

" Hotan (B, 7lg]) ™ Hotay (E[n]. Ilg +n]) > Ab(H (E[n)), H(I[q + n])) = 0.
=0

HY(Hom(E, 1)) "%
(b) Der Abbildungskegel von i: Z[0] — Iz ist der azyklische Komplex
Ki)=(—=0—22-Q—-Q/Z—0...—)

mit Q im Grad Null. Wegen 5.1.5 und 3.5.7 geniigt es zu zeigen, dass Hom(F, K(i)) azyklisch ist.
Wir zeigen allgemeiner, dass Hom(F, I) fiir jeden beschrinkten azyklischen Komplex azyklisch ist.
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Da I beschrinkt ist, gilt: Ist ¢ € Z fixiert, so spielt nur ein endlicher Abschnitt des Komplexes F' eine
Rolle bei der Berechnung von H?(Hom(F, I). Wir kénnen deswegen ohne Einschrinkung annehmen, dass F
ein beschrinkter Komplex freier abelscher Gruppen ist.

Sei n so gewihlt, dass F[n] in nichtpositiven Graden konzentriert ist. Nach dem Hauptlemma [
Satz 7.1.5] (Achtung, dort untere Indizes, hier obere; aulerdem projektive links) erhalten wir

Hotaw(F, I[q]) ﬂ> Hotaw(F[n], Ilqg + n]) HTO> Ab(HY(F[n]),H°(I[qg + n])) = 0.

~

HY(Hom(F, 1)) ="
=0

Alternativbeweis: Bilde Hom(F, I) wie in 5.1.3 angedeutet iiber einen Doppelkomplex und verwende eine

Variante von Satz 4.5.2. O

5.2. Garbenkohomologie und singulire Kohomologie.

5.2.1. Erinnerung: Sei X ein topologischer Raum. Wir nehmen an, dass der Leser den Komplex der sin-
guldren Ketten S¢X := SX = S(X;Z) kennt (untere Indizes, Differentiale senken den Grad), siehe | ,
Proposition 3.1.14], dessen Homologie die singulére Homologie von X ist, in Formeln Hfling(X; Z) = Hy(S. X).

Jede stetige Abbildung f: Y — X induziert Morphismen Sef: S¢Y — S¢X von Komplexen abelscher
Gruppen, welche wiederum Morphismen H$8(Y'; Z) — H3"8(X; Z) abelscher Gruppen induzieren. Genauer
sind S,: Top — Kom(Ab) und alle H{"8(—; Z): Top — Ab Funktoren.

5.2.2. Der Komplex S*X = S*(X;Z) der singuliren Koketten ist per Definition das Bild von S¢X
unter ,,Dualisieren® Ab(—,Z). Es gilt also schlicht SPX := Ab(S,X,Z) mit Differentialen

SPX = Ab(S,X,Z) — SPT™' X = Ab(S,11X,Z)

induziert von den Differentialen S,11X — S, X. Die Kohomologie von S®*X ist per Definition die singulére
Kohomologie von X, in Formeln HY (X;Z) = HI(S*X).

Jede stetige Abbildung f: Y — X induziert Morphismen S®f: S*X — S*X (dual zu S, f), welche wie-
derum Morphismen HY,  (X;Z) — HE, . (Y;Z) induzieren. Genauer sind S*: Top® — Kom(Ab) und alle
HY,z(=:Z): Top® — Ab Funktoren.
5.2.3. Jeder Komplex ((4,),(d,)) kann via AP := A_, und d? = d_,: AP = A_, — A_, 1 = APl
als Komplex (oder genauer Kokomplex) ((AP),(dP)) aufgefasst werden. Ahnlich fassen wir Morphismen
f = (fp)p von Komplexen als Morphismen (f?), := (f—,), von Kokomplexen auf, erhalten also insgesamt
einen Isomorphismus von Kategorien Kome(Ab) — Kom®(Ab) zwischen der Kategorie der Komplexe und
der der Kokomplexe.!™

5.2.4. Angewandt auf S¢.X gilt nach Definition 5.1.1 des Hom-Komplexes
(5.2.1) S*X = Hom(S. X, Z[0]),
wobei hier Z[0] denjenigen Komplex meint, der in Grad Null Z ist und in allen anderen Graden verschwindet.

5.2.5. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist fiir jede Inklusion i: V@ U offener Teilmengen von X das
Diagramm

a+1(;
~ s

|
S%(V) S(U)
kommutativ, das man sich nach oben und unten unendlich fortgesetzt denken mag. Wir kénnen somit jedes

S? als Prégarbe S% abelscher Gruppen auf X auffassen'”® und erhalten Morphismen d: St — ngl zwischen
diesen Pragarben. Insgesamt erhalten wir den Komplex S% von abelschen Pragarben auf X.

Sq+1(V)

59(3)
<

173Dje Notation Kome(Ab) bzw. Kom®(Ab) fiel mir gerade ein und soll das offensichtliche andeuten.
174Formal restringieren wir den Funktor $7: Top®® — Ab auf die (nicht volle) Unterkategorie Open(X)°P) und notieren diese
Einschriankung mit dem Symbol Sg(. Damit ist sofort klar, dass die Restriktionsabbildungen kompatibel sind, falls W@ Ve U
gegeben sind.
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Leicht sieht man, dass S% im Allgemeinen keine Garbe ist. Wir nennen die Garbifizierung S% = 4S%
die Garbe der lokalen singuliren ¢-Koketten auf X. Indem wir auch die Differentiale garbifizieren,
erhalten wir den Komplex

(5.2.2) Sy = 1S%

der Garben der lokalen singuléren Koketten mit Komponenten §%. Wenden wir den Globale-Schnitte-Funktor
I' auf den kanonischen Morphismus S§ — S¥% in die Garbifizierung an und dann den Funktor g-te Kohomo-
logie HY, so erhalten wir einen Morphismus

(5.2.3) HY,. (X;5Z) = HY(D(S%)) — HY(T(S%))-
=s*(x)

5.2.6. Der offensichtliche (Koaugmentations-Mono)-Morphismus Zx — S% (dessen Verkniipfung mit S% —
S Null ist) definiert eine Sequenz

(5.2.4) Zx < S%

alias einen Kandidaten fiir eine Auflésung der konstanten Garbe Zx.
Wer den Koaugmentationsmorphismus explizit konstruieren mochte, kann die Konstruktion in 5.2.5 va-
rileren: Statt U +— S®(U) garbifizere man die koaugmentierte Version U — (Z — S*(U)) = S*(U) =

Hom(S.(U), Z[0]), vel. | , (3.1.9)].

5.2.7 (Natiirlichkeit von (5.2.3) in topologischen Rédumen). Sei f: Y — X eine stetige Abbildung. Sei ¢ € Z.
Fiir jedes offene Uc X liefert die Restriktion f|: f~!(U) — U einen Gruppenmorphismus

SI(f _ _
$4(U) =81(U) 51471 W) = SL(FH W) = (£SO,
Fiir variables U sind diese kompatibel und definieren einen Morphismus
S% — f.SY

in PSh(X; Ab). Fiir variables ¢ sind diese Morphismen kompatibel mit den Differentialen und definieren
einem Morphismus

Sk — f«S%
in Kom(PSh(X; Ab)). Die universelle Eigenschaft der Garbifizierung (komponentenweise angewandt) liefert
den gestrichelten Morphismus in Kom(Sh(X; Ab)) eindeutig so, dass das Diagramm

(5.2.5) 8% o LS

]

S% —— f.5%

kommutativ wird; die linke Vertikale ist der kanonische Morphismus in die Garbifizierung, die rechte das Bild
unter f, des entsprechenden Morphismus. Anwenden von I' = I'(X; —) liefert (wegen I'(X; —)o f, = T'(Y; —))
das kommutative Diagramm

[(SY) —=T(5%)

]

S*(X) ——=S*(Y)
Genauer definieren die Vertikalen eine natiirliche Transformation S® = I'S3: Top®® — Kom(Ab). Dahinter-

schalten von HY liefert eine natiirliche Transformation

(5.2.6) HY  (—;7) = HITSS: Top®™ — Ab,

sing(iﬂ
deren Auswertung auf X € Top nach Konstruktion (5.2.3) ist.

Definition 5.2.8. Ein topologischer Raum X heifit singulér-azyklisch, wenn seine singulire Homologie
Z im Grad Null ist und in allen anderen Graden verschwindet, in Formeln H¢"#(X; Z) = Z|[0].
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5.2.9. Ist X singulér-azyklisch, so lebt auch die singuléire Kohomologie nur im Grad Null und ist dort Z, in
Formeln HY, . (X;Z) = Z[0]. Dies sicht man so:

sing
e Abstrakt mit dem universellen Koeffiziententheorem der Kohomologie (siehe | , Korollar 5.7.2])
oder leichter mit | , Lemma 5.2.6, Kohomologie bei freien Homologiegruppen].

e Elementarer wie folgt (ist aber im wesentlichen das gerade zitierte Lemma): Fiir jeden Punkt
z € X induziert die Abbildung Z — SoX, n — nz, einen Quasi-Isomorphismus Z[0] — Se(X),
der bereits eine Homotopiedquivalenz sein muss, denn beide Komplexe bestehen aus freien abel-
schen Gruppen und sind in Richtung der Pfeile beschrinkt (siehe [ , Satz 5.2.4, Kriterium
fiir Homotopiedquivalenzen]). Da Hom(—, Z[0]) zur Homotopiekategorie absteigt, ist auch S*(X) =
Hom(S.(X),Z[0]) — Hom(Z[0],Z[0]) = Z[0] eine Homotopiedquivalenz. Daraus folgt die Behaup-

tung.
e Wer den Quasi:lsomorphismus im vorigen Punkt nicht von Hand konstruieren will, kann auch ab-
strakt | , Ubung 5.2.9] verwenden.

Beispiele 5.2.10. Der R" ist singulir-azyklisch. Folglich ist jede topologische Mannigfaltigkeit lokal'™
singuldr-azyklisch. Allgemeiner ist jeder lokal zusammenziehbare topologische Raum lokal singulér-azyklisch.

Proposition 5.2.11. Sei X ein lokal singuldr-azyklischer topologischer Raum. Dann ist die Koaugmentation

(5.2.4) .
X(—>SX

eine Auflosung der konstanten Garbe Zx .

Beweis. Da Exaktheit halmweise getestet werden kann, geniigt es zu zeigen, dass die Sequenz (Zx )y — (S% )z
abelscher Gruppen fiir alle # € X eine Auflosung ist. Da die Halme sich beim Garbifizieren nicht &ndern,
geniigt es zu zeigen, dass (Zx ), — (S% ). eine Aufldsung ist, wobei Z x per Definition die konstante Préigarbe
mit U — Z fir alle Uc X ist (ihre Garbifizierung ist Zx).

Ist F eine beliebige abelsche Prigarbe auf X, so gilt (alle Kolimiten filtrierend)

Fr= colim F(U)= colim F(U)
U: zecUC X U: U offene Umgebung von z in X
= colim F(U) < colim F(U),
U: U Umgebung von z in X U: U singulédr-azyklische Umgebung von z in X

denn die offenen Umgebungen von x sind konfinal in allen Umgebungen von z und auf Grund unserer
Annahme an X sind die singulér-azyklischen (nicht notwendig offenen) Umgebungen von z konfinal in allen
Umgebungen von z.

Da filtrierende Kolimiten exakt sind (siehe Proposition 1.2.61), geniigt es also zu zeigen, dass fiir jede
singulér-azyklische Umgebung U von x die Sequenz Z — S% (U) alias Z — S*(U) exakt ist; dies ist aber eine
direkte Konsequenz aus 5.2.9. O

5.2.12. Ist X ein topologischer Raum, fiir den (5.2.4) eine Aufldsung ist (etwa ein lokal singuldr-azyklischer
Raum, siehe Proposition 5.2.11), so liefert die Definition der Garbenkohomologie als rechtsderivierter Funktor
Gruppenmorphismen

(5.2.7) HO(T(S%)) %, HY, (X:72)
fiir alle ¢ € Z.

Ist f: Y — X eine stetige Abbildung, so dass die Koaugmentation Zy < Sy auf Y ebenfalls eine
Aufldsung ist, so ist der Morphismus 8% — f.Sy (siehe (5.2.5)) ein Lift des offensichtlichen Morphismus

1T8giehe [ , Definition 5.2.2]
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Zx — f«Zy '™ 177 Das Diagramm (4.3.2) spezialisiert in unserer Situation zu

(5.2.8) HY(['(Sx)) ———— HY(T'(Sy))

(5.2.7)l (5.2.7)l

HI(f)
th(X; 7) th(Y; Z)

Dies zeigt, dass die Morphismen (5.2.7) eine natiirliche Transformation

(5.2.9) HY(I(S3)) = HY(—;Z): Top®.  — Ab

oaug
definieren, wobei Topﬁgaug in ad hoc Notation die volle Unterkategorie von Top bezeichne, deren Objekte
diejenigen topologischen Rdume X sind, fiir die die Koaugmentation eine Auflésung Zx — S% ist.

5.2.13. Nun kann der Leser die Aussage von Satz 5.2.19, dem Ziel des aktuellen Abschnitts, verstehen. Zum
Beweis benotigen wir weitere Vorbereitungen.

Ende der 25. Vorlesung am 20.07.2021.

5.2.14. Wir arbeiten nun mit singuléren Ketten und unteren Indizes!

Sei X ein topologischer Raum. Sei UT = UTx : S¢ X — S¢X der (baryzentrische) Unterteilungsoperator,
der bekanntlich zur Identitét ids, x homotop ist und somit die Identitdt auf der singuldren Homologie indu-
ziert, siehe | , Definition 4.3.5, Lemma 4.3.8]. Der Kolimes iiber das (durch die total geordnete Menge
(N, <) indizierte) filtrierende Diagramm

s x e x g, x .

von Komplexen heiit Komplex der Grenzketten

GoX = colim (SeX ~5 SeX T5 8, X —...)
(5.2.10) =: coliI{In(S.X7 UT)
ne

(Der Kolimes kann gradweise gebildet werden. Die platzsparende Notation in der zweiten Zeile wird spéter
niitzlich sein.) Fiir jedes n € N (welches die n-te Kopie von S¢X indiziert) sei

(5.2.11) in,: SeX = Go X

die kanonische Abbildung in den Kolimes. All diese Abbildungen induzieren DIESELBE Abbildung auf der

Homologie, denn

Hg(ing) = Hg(inp4q 0 UT) - (U?f)f‘d Ho(inn41): He(SeX) = Hzing(X§ Z) — Hy(Ge X).
Da filtrierende Kolimiten abelscher Gruppen exakt sind (mit anderen Worten der Funktor colim: AN
Ab ein exakter Funktor ist, siehe Proposition 1.2.61, und deswegen der induzierte Funktor colim: Kom(Ab(N’S)) =
Kom(Ab)™<) — Kom(Ab) auf Kategorien von Komplexen mit Homologie vertauscht, siche Aufgabe 3.3.2),
folgt

H,(GoX) = Hq(colim (S.x Ls,x Yhg,x - ))

= colim (H,(S.X) LUD=, g (s,x) 2UDZ 19, x) - y
— H,(S.X)
— H,(X:Z)

und insbesondere sind alle H,(in,,) (dieselben) Isomorphismen.
Wir erinnern daran, dass UT = (UTx)xecTop: Se —+ Se: Top — Kom(Ab) eine natiirliche Transformation
ist.

176Djes sieht man formal am leichtesten, wenn man die Koaugmentationsmorphismen wie am Ende von 5.2.6 erklirt definiert
und dann in 5.2.7 analog vorgeht
IT7Djeser Morphismus ist modulo des offensichtliche Isomorphismu Zy 2 f*Zx die Eins der Adjunktion (f*, f.).
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Sei X nun fixiert. Wir gehen nun #hnlich wie in 5.2.5 vor, jedoch gehen die Pfeile in die , falsche* Richtung,
g ) ) g » g,
weswegen wir keine (Komplexe von) Priigarben in Ab, sondern Priigarben in Ab°? bekommen.
Sei i: V@ U eine Inklusion offener Teilmengen von X. Dann ist das Diagramm

UTy UTy

(5.2.12) S.U

o]

SeV

S.U

o] sa
s, v 2 s, v

S.U

kommutativ. Die Vertikalen induzieren durch Uberganz zum Kolimes in beiden Zeilen einen Morphismus
(5.2.13) G,V = GU in Kom,(AD).
Betrachten wir diesen nur in Grad ¢, so ist es ein Morphismus
G,V = GU in Ab
oder dquivalent einen Morphismus
G,V + G,U in Ab°P.

178 Wir koénnen so jedes G, als Prigarbe in Ab°P auffassen (es ist klar, dass fiir alle Inklusionen W@ Ve U
die gerade definierten Restriktionsabbildungen kompatibel sind).

Wir nennen G, die ¢-te Grenzketten-Ab°’-(Pri-)Garbe, denn wir werden in Satz 5.2.16 sehen, dass
es sich in der Tat um eine Ab°P-Garbe handelt.

Man nennt Objekte von PSh(X; Ab°?) Koprigarben abelscher Gruppen.

Man nennt Objekte von Sh(X;Ab°?) Kogarben abelscher Gruppen. In diesem Sinne ist G4 eine
Ko(pri)garbe abelscher Gruppen.

Ich habe bisher nicht dariiber nachgedacht, aber laut [Soe21, 4.10.4] ist Sh(X; Ab°?) KEINE abelsche
Kategorie.

5.2.15. Sei X ein topologischer Raum und V eine offene Uberdeckung von X.'™ Da Unterteilung UT: S, X —
SeX den Unterkomplex SY der V-feinen Ketten in sich selbst abbildet, ist UT: sz,i(( — S{,i(( wohldefiniert.
Betrachte das Diagramm

SeX ur, SeX ur, SeX .

SYX SYX syx U
von Komplexen abelscher Gruppen. Sein (ohne Einschrinkung gradweise gebildeter) (filtrierender) Kolimes
ist der Nullkomplex, in Formeln (mit platzsparender Notation wie in (5.2.10))

SeX
5.2.14 I (—,UT) —0,
(5.2.14) hen \SYX
denn jeder singulére g-Simplex/jede singulire g-Kette wird unter einer hinreichend hohen Potenz des Un-
terteilungsoperators V-fein (siehe Behauptung A im Beweis von [Sch21, Satz 4.3.10]) und damit im obigen

Diagramm Null.

Satz 5.2.16 (g-te Grenzketten-Ab°P-Prigarbe G, ist eine welke und ,,Cech-azyklische“ Ab°P-Garbe). Seien
X ein topologischer Raum und q € 7.

Definition 1.7.1 und Proposition 1.7.2 sind mutatis mutandis auch fir Prigarben F € PSh(X; A) in einer
beliebigen abelschen Kategorie A sinnvoll bzw. giiltig. (Man muss dann die Differentiale abstrakt definieren
und nicht mit Hilfe von Gruppenelementen.) Wir verwenden dies nun fir A = Ab°® und G, € PSh(X; Ab°P).

1781ch stelle mir GoV — GoU als zweidimensionales kommutatives Diagramm in Ab vor. Ersetzt man alle Pfeile durch ihre
opponierten (alias dreht man alle Pfeile um), so ist das ein zweidimensionales kommutatives Diagramm in Ab°P, das man als
Morphismus
GV +— GoU

in Kome (Ab°P) auffassen kann. Wichtig dabei ist aber, dass wir auch die Pfeile in den beiden Komplexen umgedreht haben,
wir nun also nach der iiblichen Konvention eigentlich obere Indizes verwenden sollten.
179gg geniigt auch anzunehmen, dass V eine Uberdeckung von X ist, so dass auch {V° |V €V} eine Uberdeckung von X
ist.
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(a) Gy ist ,Cech-azyklisch®, d. h. die héheren Cech-Kohomologien verschwinden beziiglich jeder offenen
Uberdeckung: )
Sei U eine offene Uberdeckung von X. Dann ist

Gq¢(X) = cu, Gq)
bzw. ausgeschrieben

Go(X) = [ GoU0) = J[ GolUonUy)— ...

UoeU (Uo,Ur)eu?

eine Auflésung von G4 (X) .
Wenn man dies wmschreibt in Ab, so wird dies die Behauptung, dass
(5.2.15) 04 Go(X) « P GyUo) « P  GoUonTh) + ...
UpeU (UU,U1)6U2
eine exakte Sequenz in Ab ist.
(b) Die Ab°P-Prigarbe G ist sogar eine Ab°P-Garbe (= eine Kogarbe abelscher Gruppen), in Formeln
G4 € Sh(X; Ab°P) C PSh(X; Ab°P).
(c) G ist welk: Ist UG X beliebig, so ist Restriktion ein Epimorphismus
Go(X) = Gy(U)
in Ab°P.
Umgeschrieben nach Ab ist dies die Behauptung, dass der Gruppenmorphismus
Go(X) = Gq(U)
injektiv ist.'89
Beweis. (a) Wir arbeiten in Ab, beweisen also die rote Behauptung.
Wir behaupten zunéchst, dass
(5.2.16) 0 SY(X)« @ SyUs) «+ € SyUonly) + ...
UoeU (Uo,Ur)eU?
exakt ist (beachte die U-feinen Ketten links). Klar ist, dass jede Verkniipfung zweier konsekutiver Pfeile Null

1st.
Sei 0: Ay — X ein singulérer ¢-Simplex, dessen Bild in einem Element von U/ enthalten ist. Dann ist

(5.2.17) 0+« Zo + @ Zo @ Zo + ...
UoelU Uo,Uy)eU?
im(g)CUo in(n(g)Cll)]fﬁUl

offensichtlich eine Untersequenz von (5.2.16), wobei hier o jeweils als singuldrer Simplex mit Bild in dem
entsprechenden Schnitt aufzufassen ist; ,,Untersequenz ist so zu verstehen, dass die Einschréinkungen der
Abbildungen in (5.2.16) die Abbildungen in (5.2.17) induzieren.'®!

Genauer ist (5.2.16) die direkte Summe aller Sequenzen (5.2.17) fiir variierende singulére Simplizes o wie
oben. Deswegen geniigt es zu zeigen, dass die Sequenz (5.2.17) fiir fixiertes o exakt ist. Die Sequenz (5.2.17)
ist aber in offensichtlicher Weise isomorph (samt der Differentiale!) zu der azyklischen Sequenz in [Sch21,
2.4.30.(a)], wenn wir als Eckenmenge

E:={UclU|im(o) CU}

wiahlen.

180A11gemeiner gilt mit ,,demselben* Beweis: Ist A — X eine beliebige injektive stetige Abbildung, so gilt G4A — G¢X fiir

die in offensichtlicher Weise definierte Abbildung (ersetze V<SU durch A < X in (5.2.12)).

181yersuch einer Erklirung: Alle auftretenden abelschen Gruppen SY(X) und Sq(Uo N -+ N Uy) sind frei iiber den offen-
sichtlichen singuldren Simplizes. Die Einschrinkung jedes Differentials auf jeden Summanden ist eine alternierende Summe von
ytrivialen“ Abbildungen (samt Inklusion in das Ziel des Differentials) wie etwa Sq(Up NU1 N U2) — Sq(Up N Us), die von der
Inklusion Up N Uy N Uz — Up N Uz induziert wird, und somit o (als Simplex in Up N Uy N Us) auf o (als Simplex in Uy N Us)
abbildet.
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Dies zeigt, dass (5.2.16) exakt ist. Nun fassen wir 5.2.16 als nullte Zeile auf, schreiben dariiber noch einmal
5.2.16 als erste Zeile etc. und ergénzen {iberall als vertikale Pfeile die jeweiligen Unterteilungsoperatoren UT.
Dann bilden wir die Kolimiten iiber die Spalten, notieren den Kolimes iiber die erste Spalte als GZ; (X) und
erhalten wegen der Exaktheit filtrierender Kolimiten die exakte Sequenz

0 GYX)« P GUs) = P GoUonU1) ...
UocU (Uo,Ur)€U?

Zu zeigen bleibt noch, dass die offensichtliche (aber auch sofort erkléirte) Abbildung GY (X) — G4(X) bijektiv
ist.
Schreibe die kurze exakte Sequenz

87 (X) = 84(X) —

dhnlich wie oben abzdhlbar oft {ibereinander, verbinde vertikal durch Unterteilungsoperatoren und gehe
zum filtrierenden Kolimes iiber. Da filtrierende Kolimiten exakt sind, erhalten wir wieder eine kurze exakte
Sequenz,

GY(X) = Go(X) — cgleién (Séf(é)) , UT) .

(5.2:.14)0
Da der rechte Term verschwindet, ist die linke Abbildung wie gewiinscht bijektiv.

(b) Weil die ¢-te Grenzketten-Ab°P-(Pri-)Garbe auf W die Restriktion auf W der g-ten Grenzketten-
Ab®P-(Pri-)Garbe auf X ist, liefert Aussage (a) unmittelbar: Ist W@ X eine beliebige offene Teilmenge
Wa X und U eine beliebige offene Uberdeckung von W, so ist G(W) < C(U, G4|w) eine Auflssung. Der
»Anfang*

GW)= [ GoWo)— ][] GaUonth)

UoeU (Uo,Ur)euU?

dieser Auflésung in Ab°P besagt gerade, dass kompatible Schnitte iiber den Elementen von U eindeutig zu
einem Schnitt tiber W verkleben. Also erfiillt G, das Garbenaxiom.

Fiir spétere Referenz schreiben wir diesen Auflésungsanfang nach Ab um und erhalten dort die exakte
Sequenz

(5.2.18) 04 Gy(W)« P Go(U) « @B  Go(Uynln).
UpeU ((,»‘Y().,Ul)Guz

(c) In (5.2.12) sind alle Vertikalen injektiv, wenn man e durch g ersetzt. Dann ist offensichtlich auch die
induzierte Abbildung G, (V) — G4(U) auf den filtrierenden Kolimiten injektiv (dies folgt sofort aus unserer
Beschreibung filtrierender Kolimiten, aber auch aus der Exaktheit solcher, denn jeder Monomorphismus ist
der Kern seines Kokerns). O

5.2.17. Sei X ein topologischer Raum. Wir verwenden nun den in Proposition 5.1.7 definierten Funktor .
Fiir Uc X betrachte den Komplex

g% (U) :==D(G.U)
149



abelscher Gruppen, wobei wir hier den Komplex G U wie in 5.2.3 erklirt als Kokomplex auffassen; explizit
ist seine g-te Komponente durch

g% (U) = (6% (1))" =D(G.U)"
= Hom(G.(U), I)?

=[] Ab(G.(U)"%, 1)

beZ
= [T Ab(C (V). 1)
bezZ
= Ab(Gy_o(U), 1) x Ab(Gy_1(U), I})
(5.2.19) = Ab(G,(U),Q) x Ab(G,—1(U),Q/Z)

gegeben, héngt also nicht nur von G4(U), sondern auch von G,_1(U) ab.
Fiir V@ U liefern die Morphismen (5.2.13) einen Morphismus

GX(U) =D(GU) = G%(V) =D(G.V)
und insbesondere in Grad ¢ Morphismen

GL(U) — GL(V).
Offensichtlich macht dies jedes G% zu einer Préigarbe abelscher Gruppen und G% zu einem Komplex solcher
Priagarben.

Proposition 5.2.18. Der Komplex G% besteht aus welken Garben und ist in nicht-negativen Graden kon-
zentriert. Wir nennen ihn den Komplex der Kogrenzketten-Garben.'®?

Beweis. In [Soe21] werden Garbeneigenschaft und Welkheit aus der exaktheit von I gefolgert. Unser Beweis
ist nur eine explizite (gradweise) Expansion dieses Beweises - in gewisser Weise wiederholen wir das Argument
aus dem Beweis von Proposition 5.1.7.(a)).

Dass jedes G% eine Garbe abelscher Gruppen ist, folgt aus Satz 5.2.16.(b): Der Funktor Ab(—, Q) ver-
wandelt Kokerne in Ab in Kerne in Ab (genauer ist er sogar exakt, da Q injektiv ist). Deswegen verwandelt
er die exakte Sequenz (5.2.18) (unter den dortigen Voraussetzungen) in eine exakte Sequenz

0= Ab(G,(W),Q) — [ Ab(Gy(Uh),Q) = [ Ab(G(UonTh), Q)
UoeU (Uo,Ur)EU?

abelscher Gruppen. Analog kénnen wir den (ebenfalls exakten) Funktor Ab(—,Q/Z) auf (5.2.18) fir G4—1
anwenden. Das Produkt der so erhaltenen exakten Sequenzen ist exakt und ist wegen (5.2.19) durch

0-GiW)— [] 6%Wo)— [ 9%Wnth)

UoeU (Uo,Ur)elU?

gegeben. (Die Morphismen sind die Restriktionsabbildungen unserer Préigarbe.) Dies zeigt, dass G% eine
Garbe ist.

(Fithrt man dasselbe Argument mit (5.2.15) statt dessen ,Ende* (5.2.18) (fiwr W = X) durch, zeigt dies
sogar, dass G% Cech-azyklisch ist; hierbei wird aber benétigt, dass Q und Q/Z injektiv sind.)

Dass jedes G% welk ist, folgt aus Satz 5.2.16.(c): Die dort (in rot) gezeigten Monomorphismen G4(U) <
Gy(X) bzw. G4—1(U) < G4—1(X) abelscher Gruppen werden unter den EXAKTEN Funktoren Ab(—, Q)
bzw. Ab(—, Q/Z) zu Epimorphismen, deren Produkt die gesuchte Surjektion

g% (X) = G%(U)
ist. Also ist G% welk.
Das G% in Graden > 0 konzentriert ist, folgt aus (5.2.19), denn G4 (U) # 0 impliziert ¢ > 0. |

182Der Name ist wohl dadurch motiviert, da er mit Hilfe von Komplexen von singulidren Ketten gebildet wurde, dann war
da noch ein Kolimes alias (Ko?)Grenzwert dabei; vielleicht bezieht sich die Vorsilbe Ko auch darauf, dass mit D ,dualisiert”
wurde.
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Satz 5.2.19 (Vergleichsisomorphismus zwischen singulidrer Kohomologie und Garbenkohomologie). Sei X
ein topologischer Raum, fir den Zx — S% eine Auflosung ist (etwa ein lokal singulir-azyklischer Raum,
siehe Proposition 5.2.11). Sei q € 7. Dann ist die Verkniipfung der beiden'* Morphismen

Hq

(5.2.3) oy (5:2.7)
sing(X; Z) I Hq(F(SX)) —_— th(X7 Z)
ein Isomorphismus

H(I

Sing(X;Z) = HE (X5 2Z).
Er heifit Vergleichsisomorphismus zwischen singuldrer Kohomologie und Garbenkohomologie
und ist natirlich in topologischen Riumen X wie oben (nach (5.2.6) und (5.2.9)).

Dieselbe Aussage gilt fiir eine beliebige abelsche Gruppe A statt Z, d.h. H, (X;A) = H, (X5 A) fir
alle ¢ € Z, mit ,demselben* (notationell aber schlimmeren) Beweis (Details noch nicht gecheckt). Statt der
injektiven Auflésung Z < Q — Q/Z nimmt man eine Zwei-Term-Auflosung von A, welche existiert, da
Quotienten injektiver (= divisibler) abelscher Gruppen injektiv sind. Vermutlich braucht man (wohl etwas
schwécher) nur, dass Ax < S(.X~ ) €ine Auflésung ist.

Beweis. Fiir jedes Uc X haben wir den kanonischen Morphismus
Se(U) —2— G, (U
@) (5.2.11) )

von Komplexen abelscher Gruppen, von dem wir bereits wissen, dass er ein Quasi-Isomorphismus ist. Da

der Funktor D nach Proposition 5.1.7.(¢c) Quasi-Isomorphismen erhiilt, ist der rechte Pfeil im folgenden
Diagramm ein Quasi-Isomorphismus

8%(U) =8°(U) "2 Hom(S.(U), Z[0]) — D(S (V)

——

=T (V)

D(ino )
<—

D(G.(U)) = 9% (U).

Der linke Pfeil ist nach Teil (b) der zitierten Proposition ebenfalls ein Quasi-Isomorphismus, denn Se(U)
besteht aus freien abelschen Gruppen.

Offensichtlich definiert U — T% (U) fiir variables Uc X einen Komplex T% von Prigarben auf X (das
geht (einfacher als und) vollkommen analog, wie wir das in 5.2.17 fir G% erklart haben). Wie G% und S%
ist auch T% in nicht-negativen Graden konzentriert.

Die beiden obigen Quasi-Isomorphismen fiir variables U@ X definieren Morphismen

(5.2.20) Sk — T « 0%

von Komplexen abelscher Prigarben — beide sind Quasi-Isomorphismen in der Kategorie Kom(PSh(X; Ab))
sind (denn in PSh(X; Ab) werden alle Kerne und Kokerne naiv ausgerechnet, was dann natiirlich auch fiir
Kozykel, Kordinder und Kohomologien eines Komplexes gilt; Quasi-Isomorphismus zu sein, bedeutet also
schlicht, auf jeder offenen Menge zu einem Quasi-Isomorphismus auszuwerten).

Wir garbifizieren (5.2.20) (wenden also fj auf alle Komponenten und Pfeile an), verwenden die Notation

T2 :=fT%, erinnern an die Definition S% (5.2.2) 1S% und erhalten so das folgende kommutative Diagramm,
dessen Vertikalen (komponentenweise) die kanonischen Abbildungen in die Garbifizierungen sind.

S —=Tx =—0%

Lk

Sy ——Tx =— 6%

Die rechte Vertikale ist ein Isomorphismus, denn alle Komponenten von G% sind bereits Garben nach Pro-
position 5.2.18. Die beiden Morphismen in der unteren Zeile, aufgefasst als Morphismen in Kom(Sh(X; Ab)
(auch wenn das gesamte Diagramm in Kom(PSh(X;Ab) lebt), sind Quasi-Isomorphismen, denn Garbifi-
zierung f: PSh(X;Ab) — Sh(X; Ab) ist exakt (siche Beispiel 2.11.13.(d)) und der induzierte Morphismus
f: Kom(PSh(X;Ab)) — Kom(Sh(X; Ab)) erhilt somit Quasi-Isomorphismen (siehe Aufgabe 3.3.2).

183Warnung: Wir behaupten nicht, dass diese beiden Morphismen Isomorphismen sind. Fiir parakompakte Rdume gilt dies,
siehe [Soe21].
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Die drei Morphismen von der konstanten Garbe Zx (als Komplex in Grad Null) im folgenden Diagramm
sind die offensichtlichen (der linke ist in 5.2.6 erklért, die anderen konstruiere man analog; Kommutativitét
des oberen Teils des Diagramms ist klar).

Lx

N

Sk —=Tx =—1t9%

Nl

I.

Wir erkldren nun den unteren Teil des Diagramms. Sei Zx < Z* eine injektive (und somit welke) Auflésung.
Laut Annahme ist der Pfeil (5.2.4) eine Auflésung der konstanten Garbe. Dann sind aber auch die ande-
ren beiden bei Zx startenden Morphismen Auflésungen (weil die Horizontalen Quasi-Isomorphismen sind).
Folglich hat idz, nach Korollar 3.2.9 aus dem Hauptsatz der homologischen Algebra einen Lift o: T — Z°
wie im Diagramm eingetragen — dies bedeutet, dass die vertikale Komposition Zx — T3¢ 2, 7 die zuvor
gewihlte injektive Auflosung ist. Die beiden Morphismen S und ~ sind per Definition die offensichtlichen
Verkniipfungen, die das Diagramm kommutativ machen. Alle Morphismen «, 3, sind Morphismen von
Auflosungen der konstanten Garbe Zx.
Der Globale-Schnitte-Funktor I': Kom(PSh(X; Ab)) — Kom(Ab) liefert das kommutative Diagramm

FSB( Qiso FT;( Qiso Fg;(
rSs, TTe ThGs
N A
Ty rp

IZe.
Die mit Qiso beschrifteten Pfeile sind Quasi-Isomorphismen, wie zuvor erklirt. Nehmen wir die ¢-te Koho-
mologie dieses Diagramms und verwenden die Definition der Garbenkohomologie als rechtsderiviertem von
T', so erhalten wir das kommutative Diagramm

Hq

sing

(X;Z) = HITSy — > HIITY <~ HITGY

(5.2.3) l iN

HITSY — HITT < HIT4GY

o

th(X§ Z)-

(Alle bei HE, (X;Z) endenden Morphismen sind 7’s, weswegen der untere Teil des Diagramms kommutiert.)
Da Z eine injektive und §G% eine welke Aufldsung der konstanten Garbe sind, berechnen diese jeweils die
Garbenkohomologie in dem Sinne, dass die zughtrigen 7’s wie im Diagramm angedeutet Isomorphismen sind
(Satz 4.1.10 und Satz 3.5.16).'%*

184pjes bedeutet, dass I'8 ein Quasi-Isomorphismus ist, was ein Spezialfall von 3.5.18 ist.
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Da der ,,Weg rechtsherum® in unserem Diagramm aus Isomorphismen besteht, ist auch die vertikale
Verkniipfung HII'TS — H{, (X;Z) bijektiv, woraus dann sofort folgt, dass die linke Verkniipfung, unser
Vergleichsisomorphismus in spe, in der Tat ein Isomorphismus ist. ([l

Ende der 26. Vorlesung am 22.07.2021 (letzte Vorlesung).
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