Planimetrie Grundlagen
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4 Planimetrie Grundlagen

Die Planimetrie (,,flache Messkunde“, ,ebene Geometrie“, ,,Geometrie der Ebene“) ist die Lehre der in der Ebene

liegenden Figuren. Die Ebene wird als eine Menge von Punkten aufgefasst.

4.1 Definitionen und Notationen

Beachten Sie, dass die Notationen in der Geometrie nicht standardisiert sind. In verschiedenen Lehrmitteln

werden verschiedene Notationen verwendet.

Wir definieren folgende Notationen fiir Objekte in der Ebene:

P Punkt (ohne Ausdehnung, bezeichnet mit grossen Buchstaben)
g Gerade (beidseitig unbegrenzt, bezeichnet mit kleinen Buchstaben)
Durch zwei verschiedene Punkte gibt es genau eine Gerade!
Eine Gerade ist eine Menge von Punkten.
Aecyg Der Punkt A liegt auf der Geraden g. D.h. A ist Element der Punktemenge g.
Bé¢g Der Punkt B liegt nicht auf der Geraden g. D.h. B ist nicht Element von g.
AB Gerade (Punktemenge) durch die Punkte A und B. Z.B. g = AB
(Hier ist vorausgesetzt, dass A und B voneinander verschieden sind.)
[AB] Strecke (Punktemenge) zwischen A und B, inklusive der Punkte A und B.
AB Linge (relle Zahl) der Strecke [AB] (gemessen als Vielfaches einer definierten Einheitslange).
Pg Abstand von P zu g, definiert als die kiirzeste Entfernung von P zu einem Punkt auf g.
gllh Zwei Geraden, die keinen Punkt gemeinsam haben, heissen parallele Geraden.
Zu einer Geraden g und einem nicht auf ihr liegenden Punkt P gibt es genau
eine Parallele p durch den Punkt P.
S=gnh Schnittpunkt S der Geraden g und h. Lies «g geschnitten mit h».
(Hier ist vorausgesetzt, dass die Geraden nicht parallel sind.)
gNh=0o g und h schneiden sich nicht (also g || k). Das Symbol & ist die leere Menge.
g=nh Die beiden Geraden g und h sind identisch.
Manchmal werden identische Geraden ebenfalls als parallel betrachtet.
[AB Halbgerade, die beim Punkt A beginnt und sich durch B ins Unendliche erstreckt.
a=<ASB  Winkel mit Scheitel S und Schenkeln [SA und [SB.
Vorléaufig gilt: <ASB = <BSA und damit 0° < <ASB < 180°.
Bezeichnung mit kleinen griechischen Buchstaben: z.B. a, 8, v, 4, €, ¢, w.
<(g, h) Winkel zwischen g und h. Vorlaufig gilt <t(g, h) = <t(h, ¢) und damit 0° < <(g, h) < 90°
glh <(g,h) =90°.
MARB Mittelsenkrechte zu den Punkten A, B.
Magp Mittelpunkt der Strecke [AB].
k=k(M,r) Kreis k mit Mittelpunkt M und Radius r.
Wgh Winkelhalbierende zu den Geraden g, h.
wéh, wgh Winkelhalbierendenpaar zu den Geraden g, h. Beachten Sie, dass w;h 1 wgh.
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4.2 Grundkonstruktionen mit Zirkel, Lineal und Geodreieck

maB Gegeben: Punkte A und B.
1. Wahle r > %E =T
2. k(A7) — k1
3. k(B, T‘) — ]{12
4. kiNks — P17 Py
5 PP — MAB
Map Gegeben: Punkte A und B.

1. ABNmap — Map

Senkrechte (Lot) p zu g Gegeben: Gerade g, Punkt P.

durch P 1. Mit Geodreieck — p
oder
1. Wihler >Pg —r
2. k(P,r)Ng — A, B
3. muap —p

Parallele p zu g durch P Gegeben: Gerade g, Punkt P.
1. Verschiebung mit Geodreieck — p
oder
1. Senkrechte zu g durch P  — h
2. Senkrechte zu h durch P — p

Wyh, bzw. w;h und wgh Gegeben: Sich schneidende Geraden g, h.
1. gnh )
2. Waihle einen Radius — T
3. k(S, ’1”1) — k
4. kNg, kNnh -G, H
5. mygp — Wgp, bzw. w;h
6. Optional: Rechtwinklige zu w;h durch S — wgh

Parallelen p1, ps zu g mit  Gegeben: Gerade g, Linge d.

gegebenem Abstand d 1. Wahle Peg —- P
2. Senkrechte zu g durch P —h
3. k(P,d)ﬂh —>H17H2
4. Parallelen zu g druch Hy, Hy — p1, p2
Winkel « tibertragen Gegeben: Winkel «, Scheitel S, Schenkel g, h, Halbgerade i = [AB
1.  Wahle einen Radius -7
2. ]{i(S,T), k(A,?“) — /4}1, ko
3. klﬂg,klﬂh %G,H
4. kyNi — 1
5. ]?(I,GiH)ﬁk‘g — Jl, JQ
6. Ubertragener Winkel @« — <BAJ;, <BAJs
Aufgabe 4.1 Konstruieren Sie obige Grundkonstruktionen.
R Aufgabe 4.2 Erstellen Sie eine Konstruktionsbeschreibung fiir die Konstruktion des Abstands eines

Punktes P zu einer Geraden g.
R Aufgabe 4.3 Erstellen Sie eine Konstruktionsbeschreibung fiir das Abtragen einer Strecke.

R Aufgabe 4.4 Konstruieren Sie ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenldnge s = 5 cm und erstellen Sie eine
Konstruktionsbeschreibung.

Aufgabe 4.5
Konstruieren Sie ein regelméssiges Fiinfeck ABCD nach folgender Konstruktionsbeschreibung:

Gegeben: Punkt Z, Radius r, Umkreis k = k(Z, ).
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1. Wahle A €k — A
2. Rechtwinklige zu ZA durch Z —g
3. kng - G
4. k(Mzg,MzcA)Ng — F (nimm denjenigen Schnittpunkt, der ndher bei Z liegt
5. AF von A aus auf k 4 mal abtragen — B,C, D, E
R Aufgabe 4.6 «Ubersetzen» und verkiirzen Sie die Konstruktionsbeschreibung zur «Konstruktion mit

Zirkel und Lineal bei gegebener Seitenldnge» zu finden im Wikipedia-Artikel «Fiinfeck» in die hier vorgestellte
Kurzschreibweise fiir Konstruktionsbeschreibungen.

4.3 Koordinatensystem
Um ein (rechtwinkliges) Koordinatensystem in der Ebene zu definieren, miissen 3 Dinge festgelegt werden:

o Ein Ursprung (auch Nullpunkt genannt) O (der Buchstabe 'O’).
e Eine Einheitslange.

 Eine Richtung fiir die erste Achse (a-Achse).

Die letzten zwei Dinge konnen z.B. durch die Wahl eines weiteren Punkts X festgelegt werden. Die Einheitsldnge
ist dann OX. Normalerweise erhilt man die y-Achse durch eine Drehung der z-Achse um 90° im Gegenuhr-
zeigersinn. Die z-Achse OX wird normalerweise horizontal mit positiver Richtung nach rechts und die y-Achse
nach oben eingezeichnet.

Aufgabe 4.7 Zeichnen Sie auf kariertem Papier ein Koordinatensystem mit Mittelpunkt in der Blattmitte,
Einheit 2 Hauschen und z-Achse nach rechts, y-Achse nach oben. Zeichnen Sie (in der gegebenen Reihenfolge)
folgende Objekte ein:

a) Punkte A = (8,2), B = (2,-6), C = (-4, —4).

b) Mittelsenkrechten m4p und mpc.

¢) Schnittpunkt D = map N'mpe. Schitzen Sie die Koordinaten von D ab.

d) Strecke AB, Angabe der Linge ¢ = AB (in Einheitslingen!).

e) Kreis k; = k(D, DA). Was stellen Sie fest? Kénnen Sie Thre Feststellung beweisen?

f) E= MAD und k?g = /{J(E,m)

g) Messen Sie die Dreieckswinkel o = <CAB, = <ABC und v = <BCA. Berechnen Sie deren Summe. Was
sollte das Ergebnis sein? Warum ist dem eher nicht so?

h) Strecken a = BC, b= AC, ¢ = AB.

i) F=mapNec. Gilt F € ky? Ist das Zufall oder koénnen Sie das beweisen?

j) Ist DF = AF? Gilt das auch, wenn man die Punkte 4, B, C etwas anders wihlt?

4.4 Geometrische Orter (auch: geometrische Orte)

Fin geometrischer Ort ist eine Menge von Punkten, die eine bestimmte ,,geometrische” Eigenschaft haben,
bzw. eine bestimmte ,geometrische” Bedingung erfiillen. In der konstruktiven Geometrie sind geometrische
Orter normalerweise Geraden oder Kreise.
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4.4.1 Geometrische Orter der konstruktiven Geometrie

Mittelsenkrechte map Gegeben sind zwei Punkte A # B.
map ist die Menge aller Punkte P, fiir die gilt: PA = PB.

Kurz: map = {P | PA= PB}

& Kreis k(M, 7“) Gegeben sind ein Punkt M und eine Lénge r.

SN ]{Z(M, 7”) ist die Menge aller Punkte P, fiir die gilt: M P = r.
Kurz:%k(M,T) = {P ‘ PM = 7“}

% Winkelhalbierendenpaar wgp, Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden g # h.

= wyp, ist die Menge aller Punkte P, fiir die gilt:

Py - Ph.
Kurz: & Wyp = {P | Pg = Ph}.

™ Mittelparallele mMgh Gegeben sind zwei parallele Geraden g # h.
& Mgy, ist die Menge aller Punkte P, fir die gilt:
Pg = Ph.
Kurz: & Mygp, = {P | Pg= Ph}.

Parallelenpaar zu g im Abstand d & Gegeben: Gerade qg, Lé’mge d
KurzA{P | Pg = d}

Geometrische Orter werden sehr oft zur Konstruktion von Punkten (oder Punktemengen) verwendet, die mehrere
Bedingungen erfiillen sollen.
Beispiel: Gegeben sind zwei Punkte A, B mit AB = ¢ = 5. Gesucht ist ein Punkt C' mit AC = b = 4 und
BC =a=3.

1. k(Ab) — k1:1.g.0.f. C  Erster geometrischer Ort fir C

2. k(Bya) —k2:2g0O1C

3. kl N kg — Ol, 02
Der Punkt C' muss gleichzeitig zwei Bedingungen erfiillen. Konstruktiv geht man so vor, dass man alle Punkte
konstruiert, die eine Bedingung erfiillen (in diesem Fall je ein Kreis), die geometrischen Orter. Der Schnitt dieser
Orter ergibt dann die Punkte, die beide Bedingungen erfiillen.

Aufgabe 4.8 Zeichnen Sie ein Koordinatensystem mit Einheit 2 Héduschen und mindestens je 6 Einheiten
nach oben und unten.

Gegeben sind die Punkte A = (—4,-3), B = (2,0) und C = (0, 2). Daraus ergeben sich die Geraden g = AB
und h = BC.

a) Konstruieren Sie alle Kreise, die g und h beriihren und durch C' gehen.
b) Konstruieren Sie die Punktemenge {P | AP = CP und Pg < Ph} und heben Sie diese farblich hervor.
c) Konstruieren Sie die Punktemenge {P | PB < PC und Pg > Ph} und heben Sie diese farblich hervor.

Aufgabe 4.9 Auf einer Wiese ist eine Ziege am Punkt P = (1,—2) mit einer Leine der Linge ¢ = 6.5
angebunden. Auf der Wiese steht ein Haus mit quadratischem Grundriss der Seitenlinge 3 mit je einer Seite
auf einer positiven Achse.

Konstruieren Sie die Menge aller Punkte, die die Ziege erreichen kann.

Aufgabe 4.10 Gegeben sind die Geraden g durch A = (4,—2) und B = (7,2) und die Parallele h zu g
durch den Punkt C(—1,—0.5). Weiter ist der Punkt P(6,3.5) gegeben. Konstruieren Sie alle Kreise, die g und
h beriihren und durch P gehen. Schétzen Sie die Koordinaten der Mittelpunkte der Kreise ab.

Aufgabe 4.11 Gegeben sind die Gerade g = G1G2 mit G; = (—1,—1) und G2 = (4,1) und der Punkt
A = (0,2). Konstruieren Sie alle Kreise, die g in G; beriihren und durch A gehen.
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Aufgabe 4.12 Gegeben sind der Kreis k = k(M,r) mir M = (1,—1) und r; = 3, die Gerade g = G1G>
mit G; = (—1,—1) und G2 = (4,1).

a) Konstruieren Sie alle Kreise mit Radius ro = 1.5, die k und g beriihren.

b*) Welche Anzahl Losungen sind moglich, je nach Wahl der Lage und Grossen der gegebenen Objekte?

Aufgabe 4.13 (Wiederholung der Wiistenaufgabe 2) Zeichnen Sie ein Koordinatensystem mit 1 Einheit
nach unten und 7 Einheiten nach oben.

Gegeben ist B = (0,2) und ¢ (die z-Achse). Konstruieren Sie die Punkte P fiir die gilt: PB = P¢ = d fiir alle
halbzahligen Werte von d von 1 bis und mit 6.

Skizzieren Sie dann die Punktemenge {P | PB = P/}.

Aufgabe 4.14 Gegeben sind By = (—4,0) und Bz = (4,0). Konstruieren Sie die Punkte P fiir die gilt:
PB; + PBy; =10 und PB; = d fiir alle ganzzahligen Werte von d von 1 bis und mit 9.

Skizzieren Sie dann die Punktemenge {P | PB; + PBy = 10}.
Mit welchen Hilfsmitteln konnte man diese Punktemenge relativ einfach zeichnen?

Aufgabe 4.15 (Wiederholung der Wiistenaufgabe 3, nun aber ohne Messen) Sie stehen auf dem Punkt
Q = (—2,—-1), die Strecke [B1Bz] mit B; = (—3,0) und By = (3,0) ist eine uniiberwindbare Mauer. Welche
Punkte hinter der Mauer (d.h. oberhalb der Geraden B; Bs) haben die Eigenschaft, dass sie von @ gleich weit
entfernt sind, egal, ob man die Mauer bei By oder By umgeht?

Wéhlen Sie das Koordinatensystem mit mindestens 2 Einheiten nach unten und 6 Einheiten nach oben.

a) Konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal (ohne Verwendung von Massangaben auf dem Lineal oder Geodreieck)
denjenigen Punkt X auf [ByBs], der die obige Eigenschaft hat.

b) Konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal mindestens 5 weitere Punkte oberhalb der Geraden BjBs mit der
obigen Eigenschaft.

— Merke

= Fine Parabel p ist der geometrische Ort aller Punkte P, die zu einer ge-
gebenen Geraden ¢ (Leitlinie) und einem gegebenen Punkt B ( Brennpunkt)

den gleichen Abstand haben.
p={P| PB = Pl}.

Die Wurfbahn eines Balles ist eine Parabel (wenn man vom Luftwiderstand absieht).

Eine Parabel hat die Eigenschaft, dass alle Strahlen, die senkrecht (in unserer Abbildung von oben) zur Leitlinie
einfallen, zum Brennpunkt reflektiert werden. Dreht man eine Parabel um ihre Symmetrieachse, entsteht ein
Paraboloid. Parabolantennen (Satellitenschiisseln) sind Paraboloide mit der Antenne im Brennpunkt.

/

P
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— Merke

= Eine Ellipse e ist der geometrische Ort aller Punkte P, die von zwei gege-
benen Punkten B; und B, (Brennpunkte) eine konstante Abstandssumme d
haben (d > B1B»).

FEine Ellipse hat die Eigenschaft, dass alle Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen, auf den anderen
Brennpunkt reflektiert werden.

Umlaufbahnen von Planeten sind in sehr guter Naherung Ellipsen, wobei die Sonne in einem Brennpunkt steht.

Merke

Eine Hyperbel h ist der geometrische Ort aller Punkte P, die von zwei gegebenen Brennpunkten B; und
Bs einen betragsméfig konstanten Abstandsunterschied d haben (d < B1Bs).
h={P||PBy — PBs|=d}={P| PBy — PBy =d oder PBy — PB; = d}.

Verlangt man nur die Bedingung PB; — PBy = d bzw. PBy — PB; = d, so erhélt man einen Hyperbel-Ast.

FEine Hyperbel hat die Eigenschaft, dass Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen so reflektiert werden,
als kdimen die Strahlen vom anderen Brennpunkt.

Die Bahn eines Himmelskorper, der zu schnell unterwegs ist, um in eine (ellipsenférmige) Umlaufbahn einzu-
schwenken, ist eine Hyperbel.

Eine Hyperbel hat zwei Asymptoten, d.h. zwei Geraden (in der Skizze oben gestrichelt), denen sich die Kurve
immer mehr annéhert.

Aufgabe 4.16 Gegeben ist eine Strecke [AB] und eine Lange £. Was ist der gemetrische Ort aller Punkte
C fur die der Umfang vom AABC gleich ¢ ist? Was fiir Bedingungen muss ¢ erfiillen?

Aufgabe 4.17 Gegeben ist eine Gerade g und ein Punkt P. Was ist der geometrische Ort der Kreiszentren
Z der Kreise, die g bertihren und durch P gehen, wenn a) P € g7 Und wenn b) P & g7

Aufgabe 4.18 Gegeben ist eine Parabel p und ihre Leitlinie £. Durch einen Druckfehler ging ein Teil der
Parabel verloren. Konstruieren Sie direkt auf dieses Blatt den Brennpunkt der Parabel und den Scheitelpunkt
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S der Parabel (der Punkt der Parabel, der am néchsten an ¢ ist).

Aufgabe 4.19

Brennpunkte der Ellipse e direkt auf dieses Blatt.

Gegeben ist eine Ellipse e sowie ihre Symmetrieachsen g und h. Konstruieren Sie die

Hinweis: Die Konstruktion ist extrem einfach. Die Schwierigkeil dieser Aufgabe liegt darin, die nétigen geome-
trischen Uberlequngen zu fiihren und sauber zu dokumentieren..

Der Schnitt eines Doppelkegels mit einer Ebene ist entweder eine Parabel, eine Ellipse oder eine Hyperbel
(abgesehen von Spezialfillen). Deswegen nennt man diese Gebilde Kegelschnitte. Ich erkldre dies gerne mit Hilfe
geometrischer Modelle, die unsere Schule besitzt (vgl. Wikipedia: Dandelinsche Kugel).

4.4.2 Zusammenfassung Kegelschnitte

Kurve Gegeben geometrischer Ort Reflezionseigenschaft
Parabel Brennpunkt B, Leitlinie £ {P | PB = ﬁ} Senkrecht zur Leitlinie einfallende Strahlen werden
zum Brennpunkt hin reflektiert.
Elhpse Brennpunkte Bp, Bz, Ab- {P | PBl + PBQ = d} Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen wer-
standssumme d > B Bo den zum anderen Brennpunkt hin reflektiert.
Hyperbel Brennpunkte B, Bz, Ab- {P | |PBl — PB2| = d} Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen wer-

standunterschied d < Bj Ba

den so reflektiert, als kdmen sie vom anderen Brenn-
punkt.
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