m Mathematik 1. Klasse
Satzgruppe des Pythagoras minimal verandertes Skript von Ivo Blochliger

8 Satzgruppe des Pythagoras

—— Satz 1 Satz von Pythagoras
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R Aufgabe 8.1 Wurzelkonstruktionen: 2 2
(a) Konstruiere auf Késtchenpapier eine Strecke der Lénge /13 (Lingenangaben in Zentimeter). € = || Q& + 5

(b) Konstruiere auf Késtchenpapier eine Strecke der Lange v/22.
(¢) Wurzelschnecke oder -spirale oder Spirale des Theodorus: Bestimme alle nicht angegebenen Léangen in den

beiden folgenden Zeichnungen! o= W
do f2< {7 - e
) = /2a HPJ?
a

da F5‘ =W a
) {p.ﬁ &
:,l 92 +a"

1
a = (323
R Aufgabe 8.2 Ausgehend von einem beliebigen rechtwinkligen Dreieck, beweisen Sie den Satz von Py-
thagoras mit Hilfe der folgenden Skizzen. Wer genau ist, iiberlegt sich auch, warum gewisse Figuren, die wie
Quadrate aussehen, wirklich Quadrate sind. 2 Tﬁ'u‘a'&
o a b
C ) J o Fuogesslud v
p=W : z \
o t’ L 7 akedd

h
o2 hbtt ¢+ U I")"‘
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2
QQ*LQ =c a ¢

a b
R Aufgabe 8.3 Zeigen Sie, dass in jedem rechtwinkligen Dreieck mit Katheten a und b, Hypo-

tenuse ¢ und Hohe h {iber der Hypotenuse gilt. Hinweis: Fldche.

R Aufgabe 8.4 Stell dir vor, dass eine Fliege und eine Spinne in einer Ecke A eines wiirfelférmigen Raums
der Seitenlénge 1 sitzen.
H G

(a) Welche Flugstrecke legt die Fliege zuriick, wenn sie direkt zur gegeniiberliegenden
Ecke G fliegt? Mit anderen Worte: Wie lang ist die (rot eingezeichnete) Raumdia- C
gonale [AG]?

(b) Wie lang ist der kiirzeste Weg fiir die Spinne zur gegeniiberliegenden Ecke G Sie
kann nur auf den Wénden des Raums laufen. A B

Nun stell dir vor, dass der Raum quaderférmig ist mit Seitenldngen a, b und c.

(c) Wie lang ist die Raumdiagonale [AG] im Quader? v °
(d) Wie lang ist der kiirzeste Weg von A nach G iiber einen geeigneten Punkt der Kante s
[BC?
(e) X Wie lang ist der kiirzeste Weg entlang der Wénde von A nach G, wenna > b > ¢ £ F
gilt? Uber welche Kante fithrt der kiirzeste Weg? ! ‘ .
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Merke

Da ein beliebiges Dreieck AABC' durch seine drei Seitenldngen a, b, ¢ bis auf Kongruenz (= Deckungs-
gleichheit) eindeutig festgelegt ist, gilt auch die Umkehrung des Satzes von Pythagoras:
Gilt a? + b? = ¢? fiir die Seiten eines Dreiecks AABC, so ist das Dreieck rechtwinklig bei C.

R Aufgabe 8.5 Welche der drei Dreiecke mit den folgenden Seitenlédngen sind rechtwinklig?
a) a=3,b=4,¢=5 b) a=5b0=12,¢=13 ¢) a=17,0=15,¢=8 d) a=4,b=5,¢=6

R Aufgabe 8.6

Im rechts abgebildeten Wiirfel der Seitenldnge a liegen die Punkte X, Y und Z jeweils
auf den Kantenmitten. Ist das Dreieck AXY Z rechtwinklig?

Hinweis: Uberpriife dies mit der Umkehrung des Satzes von Pythagoras.

a a
= (:;Jz-\‘-aq + (-g')"
dz

8.1 Hohen- und Kathetensatz

—— Satz 2 Hoéhen- und Kathetensatz

In jedem rechtwinkligen Dreieck gelten (vgl. Zeichnung fiir die Bezeichnungen)

Hohensatz: h? = pq Kathetensatz: |a? = pcfund| b? = gc

Dabei sind h die Hohe tiber der Hypotenuse mit Hohenfusspunkt H und p = [HB] und ¢ = [AH] sind die
sogenannten Hypotenusenabschnitte. Beachte, dass p bei der Seite a liegt und ¢ bei der Seite b.
Eselsbriicke: p bzw. a kommt im Alphabet vor ¢ bzw. b.

Um den Hohensatz herzuleiten, driicken Sie
¢? einmal mit a, b und einmal mit p, q aus, set-
zen die beiden Ausdriicke gleich und isolieren

das Produkt pq.

S a
91]"“3"" 2
03+2—:_—C_—_(?+q.) 2 2 2
?z,f‘nz,f,?q,f; el == p tlpe Ty ¢ g p
g2 = R ———— Zpy 2 7
W = pq
?yuajwﬁ 2 12 | hmsab.
Fiir den Kathetensatz, driicken Sie a? durch kS 2 ! ms
h und p aus, ersetzen h?> mit Hilfe des a —_— P -\-\4
Héhensatzes und klammern p aus: (]Z PQ_‘_ ?q_ \ P AM.S‘K(G(M(“ o
2
a- — P (pte)
=C
2

Y e Pc

o\walog [ouw’sL mon

2
= QcC
R Aufgabe 8.7 Berechne in der folgenden Tabelle die fehlenden Groéssen, wobei a, b, ¢, p, q, h jeweils die h %
tiblichen Strecken eines rechtwinkligen Dreiecks sind; F' bezeichnet seine Fliche. (Taschenrechner erlaubt)
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a | b el ¢ | h [ F |
3 T =138
13 12
25 16
1 7

R Aufgabe 8.8 In einem rechtwinkligen Dreieck teilt die Hohe h auf die Seite ¢ diese in zwei Hypotenu-
senabschnitte, p und ¢, wobei p néher bei a liegt. Von den sechs Strecken a, b, ¢, h, p und ¢ sind jeweils zwei
gegeben. Finden Sie Formeln, um daraus die anderen vier zu berechnen.

P

a) a, b b) a, p c) p,gq d) p, ¢ e) A pb

R Aufgabe 8.9 Die Sétze aus der Satzfamilie des Pythagoras (Satz von Pythagoras, Hohensatz, Kathe-
tensatz) behaupten diverse Gleichheiten fiir rechtwinklige Dreiecke, die jeweils eine geometrische Bedeutung
haben. Zum Beispiel besagt die Gleichung a? = pc aus dem Kathetensatz, dass das hellrote Quadrat in der
folgenden Zeichnung genauso gross ist wie das dunkelrote Rechteck. Illustriere die geometrische Bedeutung der
drei anderen Gleichungen in dhnlicher Weise farblich.

Satz von Pythagoras

q H P

h
p

2
Hohensatz \/] = P%

Kathetensatz

R Aufgabe 8.10 Es folgt eine ,alphabetische Liste von Wortverbindungen. Diese sind in den nachfolgenden
Liickentext so einzutragen, dass korrekte Aussagen entstehen:

Wortverbindungen: | der Héhe ‘ Hypotenusenabschnitt H der beiden Hypotenusenabschnitte H der Hypotenuse ‘

‘von Hypotenuse ‘ der Katheten ‘ der zugehorigen Kathete H das Produkt H das Produkt H das Quadrat H das Quadrat ‘

‘das Quadrat ‘ ‘ der Quadrate ‘ ’ rechtwinkligen‘ die Summe
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Liickentext: In jedem ‘ ‘ Dreieck gilt

e laut dem Satz von Pythagoras: H H ‘

ist so gross wie ‘

e Jaut dem Kathetensatz: ‘ und ‘

ist so gross wie ‘ H ‘

o laut dem Hohensatz: ‘ H

ist so gross wie ‘ H

R Aufgabe 8.11 Lose die folgenden Aufgaben mit dem Hohensatz!

(a) Geometrisches Wurzelziehen: Gegeben sind zwei Strecken der Linge a und 1. Konstruieren Sie eine Strecke
der Lange +/a.

(b) Rechteck in flachengleiches Quadrat verwandeln: Gegeben ist ein Rechteck mit Seitenldngen = und y.
Konstruieren Sie ein Quadrat desselben Fldcheninhalts.

(c) Rechteck in flichengleiches Quadrat verwandeln: Gegeben ist ein Quadrat mit Seitenlédnge s und eine
Strecke x. Konstruieren Sie ein flichengleiches Rechteck, dessen eine Seite x ist.

(d) #  Anwendung der vorigen beiden Teilaufgabe: Gegeben sind zwei Strecken der Lingen z und y und
eine Strecke der Lénge 1 als “Masseinheit”. Konstruieren Sie eine Strecke der Lange zy.

R Aufgabe 8.12 Lose die folgenden Aufgaben mit dem Kathetensatz!
(a) Rechteck in flichengleiches Quadrat verwandeln: Gegeben ist ein Rechteck mit Seitenléngen z und y.
Konstruieren Sie ein Quadrat desselben Fliacheninhalts.
(b) #  Rechteck in flichengleiches Quadrat verwandeln: Gegeben ist ein Quadrat mit Seitenléinge s und eine
Strecke x. Konstruieren Sie ein flichengleiches Rechteck, dessen eine Seite x ist.

R Aufgabe 8.13 Erklire, warum die folgenden Zeichnungen den Héhensatz beweisen. (Die Benennung von
p und ¢ ist umgekehrt als bei uns.) Bildquelle: Wikipedia: Hohensatz, Beweis, Uber Zerlegungen

-~

q+h o ™ q+h

# Aufgabe 8.14 Fiihre meinen geometrischen Lieblingsbeweis des Kathetensatzes:

Starte mit einem beliebigen rechtwinkligen Dreieck A ABC' mit rechtem E
Winkel bei C. Wie in der Zeichnung unten bereits geschehen, errichte
iiber der Hypotenuse ein Quadrat und nenne die beiden neuen Eckpunkte
A’ und B’; setze drei Kopien des Ausgangsdreiecks auf die drei neuen A B’
Quadratseiten. (Offensichtlich hat der Streckenzug DA’E keinen Knick
bei A’, weil sich die drei Winkel zu 180° ergéinzen; analog hat FB'E
keinen Knick bei B’.) C
(i) Verbinde C' und FE. Dies ist offensichtlich eine geradlinige
Verlangerung der Hohe h. Gib ihrem Schnittpunkt mit [A’B’] den b hl \&
Namen S.
(ii) Erginze DAC zu einem Quadrat DACX. Dies geht, da das Dreieck A 9 HP B
DAC rechtwinklig bei A ist und gleich lange Hypotenusen hat.
Offensichtlich liegt der Punkt X auf [DE].
(iii) Zeige, dass das Quadrat DACX dieselbe Flache hat wie das Rechteck AHS A’ indem du beide mit einem
flichengleichen Parallelogramm vergleichst.
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flichengleichen Parallelogramm vergleichst.
Hinweis: Scherungen erhalten den Flacheninhalt.
(iv) Warum beweist dies % = qc?
(v) Beweise a? = pc analog.
(vi) Warum liefert das auch einen Beweis des Satzes von Pythagoras?

Dieser Beweis fithrt schnell zu einem tangram-artigen Puzzle, siehe Aufgabe 8.21.

8.2 Spezielle rechtwinklige Dreiecke

R Aufgabe 8.15 Ein rechtwinkliges, gleichschenkliges Dreieck hat die Hypotenuse ¢ und die Katheten

a=b. Q 2 =
= Se wadh e auf: c={2'a
(a) Berechnen Sie ¢, wenn a gegeben ist. @ ifi o ¢ 2a c)) ﬁo M

2
(b) Berechnen Sie a, wenn ¢ gegeben ist. (L) &SL unA\ a ﬂl&e’- .Cz— =02

c
R Aufgabe 8.16 q% =Q
(a) In einem Dreieck mit den Innenwinkeln 30°, 60°, 90° sei ¢ die Hypotenuse, a die kiirzere und b die langere

Kathete.
Wenn jeweils eine der drei Langen gegeben ist, berechnen Sie daraus die anderen beiden.
(b) Anwendung: Welche Fliache hat ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenlénge a? c
8.3 Regulidres Tetraeder s

R Aufgabe 8.17 Das Tetraeder ist einer der fiinf platonischen Kérper (altgriechisch Terpa-tetra-vier).

Er besteht aus vier gleichseitigen Dreiecken einer beliebig gewéhlten Seitenlédnge s. Bestimme die folgenden
Werte (nur die letzten beiden héngen von s ab):

a) Anzahl der Flichen: b) Anzahl der Kanten: ¢) Anzahl der Ecken:
d) Seitenhohe: e) Korperhohe:

8.4 Weitere Aufgaben

x Aufgabe 8.18 Folgende Aufgaben sind grésstenteils aus der Aufgabensammlung von Angelika Rupflin der Kantonsschule am

Burggraben St. Gallen

(a) Gegeben sind zwei Quadrate mit den Seitenldngen 3 cm und 5 cm. Konstruieren Sie ein Quadrat des-

sen Flacheninhalt a) mit der Summe b) mit der Differenz der Inhalte der beiden Quadrate
iibereinstimmt.

(b) Zeichnen Sie ein Quadrat mit der Seitenlinge a = 3 ¢m und konstruieren Sie dann ein Quadrat, das
a) den halben, b) den doppelten, ¢) den dreifachen Inhalt wie das urspriingliche hat.

(c¢) Konstruieren Sie (ausgehend von ganzzahligen Streckenlédngen) auf mindestens 2 verschiedene Weisen ein
Quadrat mit dem Flacheninhalt
a) 5 cm? b) 27 cm?

(d) Welchen Radius muss ein rundes Backblech mindestens haben, um eine rechteckige Tiefkiihlpizza mit den
Abmessungen 22 cm X 17 cm in den Ofen zu schieben.

(e) Berechnen Sie die theoretische Blickweite von einem 100 m hohen Leuchtturm aufs Meer. (Erdradius
6.37 - 10° m)

(f) Wie weit unter Wasser liegt die gerade Verbindungslinie von Romanshorn nach Friedrichshafen? Machen
Sie eine Skizze. Erdradius: 6370 km.

(g) Wie hoch darf ein 60 cm tiefer (und sehr breiter) Schrank héchstens sein, damit man
ihn aus der liegenden Position in einem 2.4 m hohen Raum durch Kippen aufstellen
kann?

Hinweis: Bitte nicht von der Wand im Bild irritieren lassen sondern den Schrank in
der Raummitte aufrichten.

(h) Berechnen Sie die Lénge aller Seitenhalbierenden in einem rechtwinkligen Dreieck aus den Kathetenlédngen
a und b. a) a=6und b=10 b) allgemein mit Parametern a und b

(i) Von einem allgemeinen Dreieck ABC' kennt man die Seite ¢ = 56 cm, die Hohe h, = 15 cm und die
Seitenhalbierende s. = 17 cm. Berechnen Sie die Lénge der Seiten a und b.
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