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10 Geraden und lineare Funktionen cnaes amnimeare runktionen)

10.1 Steigung einer Geraden

10.1.1. Die Steigung einer Geraden ist ein Mass fiir die Steilheit der Geraden.

—— Definition 10.1.2  Steigung und y-Achsenabschnitt

Die Steigung m einer nicht sur y-Achse paraticlen Geraden g im Ko- iy p
ordinatensystem wird wie folgt berechnet: “
o Waihle zwei voneinander verschiedene Punkte A = "

(xa,ya) und B = (zp,yp) auf der Geraden g.
e Dann ist die Steigung von g wie folgt definiert:

A — _
Steigung = m =& Yy _Yp—Ya _ YA YB
Ax Tp—TA TA—2TpB

Hierbei steht Az fiir «Differenz der xz-Werte», Ay steht fiir
«Differenz der y-Werte». Der griechische Grossbuchstabe Del-
ta A entspricht unserem D und steht fiir Differenz.

=y

Beachte: Die Steigung m héngt nicht von der Wahl der bei-
den Punkte A und B ab, denn alle «Steigungsdreiecke» sind
zueinander dhnlich.

Beachte: Die Steigung kann positiv, negativ oder Null sein.
o Steigt die Gerade an in positiver o-Richtung, also von links nach rechts, SO ist ihre Steigung positiv. (Je steiler die
Gerade, desto grosser die Steigung.)
o Fallt die Gerade, so ist ihre Steigung negativ.
o Verlduft die Gerade waagerecht (= parallel zur z-Achse), so ist ihre Steigung Null.
Der y-Achsenabschnitt ¢ einer Geraden g ist die y-Koordinate des Schnittpunkts von g mit der y-Achse.

Merke 10.1.3

Die Steigung einer Geraden gibt an, um wieviel sich die y-Koordinate eines auf der Geraden wandernden
Punktes erhoht, wenn sich seine z-Koordinate um 1 erhoht.

K Aufgabe A1 Zeichnen Sie in ein einziges Koordinatensystem elf Ursprungsgeraden (= Geraden durch den
Ursprung) mit den Steigungen j:%, :l:%, +1, +2, +£4 und 0. Beschriften Sie die Geraden mit deren Steigungen.

10.1.4. Die Steilheit einer Geraden kann man auch durch ihren wie folgt definierten Steigungswinkel angeben.

Definition 10.1.5

Der Steigungswinkel einer Geraden in einem Koordinatensystem ist der Winkel zwischen der x-Achse
und der Geraden (in mathematisch positivem Drehsinn). Er wird normalerweise als Winkel im Intervall
(—90°,90°] angegeben.

R Aufgabe A2 Bestimmen Sie jeweils prizise (mit Pythagoras) die Steigung der Geraden mit dem ange-

gebenen Steigungswinkel. (Nicht erwinscht ist das im Allgemeinen unprazise Ablesen von Az und Ay in einem Steigungsdreieck.)

a) 0° b) 30° c) 45° d) 60° e) 90°
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— Merke 10.1.6

Die Steigung einer Strasse wird meist in Prozent angegeben. Beispiele:
« Die Steigungsangabe 20% auf einem Strassenschild bedeutet, dass die Strasse eine Steigung von 20% =
20 - ﬁ = % = 0.2 hat. Bei einer Horizontalbewegung um 1km bewegt man sich 0.2 km=200m
nach oben; der Steigungswinkel betrigt dann etwa 12.6°.
o Eine (hypothetische) Strasse mit Steigungswinkel 45° hat die Steigung 1 = 100% = 100%.
o Eine (hypothetische) Strasse mit Steigung 200% hat ungefédhr den Steigungswinkel 70.5°.

10.2 Lineare Funktionen und Geraden

— Definition 10.2.1 Lineare Funktion
Eine Funktion f heisst linear, wenn sie wie folgt geschrieben werden kann.
f@)=mz+q

Dabei sind m und q geeignet gewéhlte reelle Zahlen.

An der Universitit nennt man solche Funktionen affin-linear. Unter einer linearen Funktion versteht man eine Funktion der Form f(xz) = mz.

Beispiel 10.2.2. Die iibliche Notenfunktion n(p) = 1+-2--5 = >-p+1 ist linear in der Variablen p (zumindest
fiir 0 < p < a, wenn a die fiir Note 6 nétige Punktzahl ist).

Beispiel 10.2.3. In ein (kleines) Schwimmbecken fliessen gleichmaéssig pro Minute 200 L Wasser. Gib die
Funktion v(t) an, die das Volumen des Wassers (in Liter) zur Zeit ¢ (in Minuten) beschreibt, wenn

 das Becken zur Zeit ¢ = 0 leer ist. %U(t) = QOOﬁ, lineare Funktion in ¢
o das Becken zur Zeit ¢ = 0 bereits 2500 L Wasser enthélt. %U(t) = 200t —+ 2500, lineare Funk-
tion in ¢

R Aufgabe A3 Zeichnen Sie die Graphen der folgenden (linearen) Funktionen in dasselbe Koordinatensys-
tem ein. Falls der Graph eine Gerade ist: Bestimmen Sie Steigung m und y-Achsenabschnitt g der Geraden.

a) a(r) =3z b) b(z) = 4 c) ¢(r) =—x d) d(z) = -+
e) e(x)=xz—1 f) flz)=—-a+1 g) g(z) =2z —2 h) h(z)=—-4+z+ =

Satz 10.2.4  nicht vertikale Geraden = Graphen von linearen Funktionen

Die Gerade mit Steigung m und y-Achsenabschnitt ¢ ist der Graph der linearen Funktion

Lx) =mz+q

Beweis. Der Punkt A = (0, q) liegt sicherlich auf der Geraden mit Steigung m und y-Achsenabschnitt g.

Sei B = (zp,yp) ein weiterer Punkt auf dieser Geraden mit zp # 0. Dann Ay
folgt & \
Ay _yp—ya _ YB—4q _ YB—{( '
m = = = = | -xp
Ax T — T4 rg—0 TR
mrp =Yg —q | + g, Seiten vertauschen

yp =map +q={(zp)
Also liegt B auf dem Graphen von /(x) = mx + q.

@l |

Umgekehrt sieht man leicht, dass jeder Punkt des Graphen von £ auf unserer Geraden liegt. D
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Merke 10.2.5 Graphen linearer Funktionen zeichnen

Der Graph einer linearen Funktion f(x) = max + ¢ ist eine Gerade.
Zum Zeichnen des Graphen geniigt es deshalb, zwei Punkte des Graphen zu berechnen und die Gerade
durch diese beiden Punkte einzuzeichnen.

Beispielsweise liegen die Punkte (0, £(0)) = (0, ¢) und (10, £(10)) = (10, 10m + g) stets auf dem Graphen.
R Aufgabe A4 Bestimmen Sie zu jeder der folgenden Geraden die zugehorige lineare Funktion, indem Sie
Steigung und y-Achsenabschnitt mdoglichst genau ablesen.
a oA b Y c 2 d 2
) ), ) 2 < ), N
1 6 ™ 1\
v T - v T oL\
U y T 3210123 U \ il
—2-10 1 2 -1 / —1 \
-9 -2 '\
-3 -3
4 \
—2-10 1 2 - \
—2-10 1 2

10.3 Proportionalitit

— Definition 10.3.1

Man sagt, dass zwei verdnderliche Grossen  und y proportional zueinander sind, wenn sie stets im selben
Verhiltnis zueinander stehen, d. h. wenn gilt

Y _ konstante reelle Zahl = Proportionalitatsfaktor
x
Dies bedeutet: Verdoppelt (verdreifacht, vervierfacht, ...) man die eine Grosse, so verdoppelt (verdreifacht,

vervierfachts. .. ) sich die andere Grosse. verbreitete Schreibweise: @ ~ y.
Der konstante Quotient % wird Proportionalitdtsfaktor oder Proportionalititskonstante genannt.
Y

Statt —— konnte man genausogut ;‘; verwenden. Aus dem Kontext ist meist klar, was gemeint ist.

— Merke 10.3.2

Notiert man den Proportionalititsfaktor als m, d. h. 2 = m, so gilt
Yy =mx

Dies bedeutet: Proportionale Zusammenhénge werden durch Ursprungsgeraden (= Geraden durch den Ursprung (0,0)
des Koordinatensystems D€SChrieben. Die Steigung der Ursprungsgeraden ist der Proportionalitétsfaktor.

Beispiele 10.3.3. e Der Umfang U = U(r) eines Kreises ist proportional zu seinem Radius r, es gilt

U(r) o

U=U(r)=2ar d. h. der Proportionalitétsfaktor ist
r

o Die Fliiche A = A(r) eines Kreises ist nicht proportional zu seinem Radius r, denn A(r) = 7r2. Somit ist

# = 77 nicht konstant.
o Die Masse m eines Stoffes ist proportional zum Volumen V', denn eine Verdopplung (Verdreifachung, .. .)

des Volumens fiihrt zu einer Verdopplung (Verdreifachung, ...) der Masse.
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Der zugehérige Proportionalitdtsfaktor wird als (Massen-)Dichte des Stoffes bezeichnet und meist mit
dem griechischen Kleinbuchstaben p («Rho») geschrieben, d. h.

pP= 7
Beispielsweise hat Eisen (lateinisch ferrum, deswegen Elementsymbol Fe) die Dichte

k
PEisen = PFe = 78747%
m

Konkret wiegt ein Liter (= Kubikdezimeter) Eisen

k k
m = pre - V = T874—o— . 1dm® = 7874—o- . 10*m® = 7.874 kg
m m

o Der Preis eines Produkts ist oft proportional zu der Menge (falls es keine Rabatte etc. gibt). Beispiele:
Goldpreis, Weizenpreis, Milchpreis etc.

o Féhrt ein Velofahrer mit konstanter Geschwindigkeit v, so ist die zuriickgelegte Strecke s = s(t) propor-
tional zur Zeit ¢, der Proportionalititsfaktor ist die Geschwindigkeit.

V= bzw. s=s(t) =t

10.4 Standardaufgaben

10.4.1. Eine Gerade kann auf die folgenden beiden Weisen eindeutig festgelegt werden:
(1) durch zwei Punkte auf der Geraden
(2) durch einen Punkt auf der Geraden und die Steigung

In den beiden folgenden Aufgaben lernen Sie, die zugehorigen Gleichungen aufzustellen.

R Aufgabe A5 Gleichung einer Geraden durch einen gegebenen Punkt bei gegebener Steigung

(a) Mit konkreten Zahlen: Bestimme die Gleichung der Geraden g mit Steigung m = —%, die durch den
Punkt A = (—1,—3) geht.
Wenn du die Gleichung bestimmt hast:
o Teste, ob der Punkt A auf dem Graphen deiner Gleichung liegt.
o Liegt der Punkt (4,4) auf der Geraden?
o Fiir welches y liegt der Punkt (3,y) auf der Geraden?
(b) Abstrakt mit Parametern: Was ist in der Merkebox 10.4.2 einzutragen?

Teste deine Vermutung: Was erhéltst du, wenn du fir A = (x4,y4) und m die Werte aus Teilaufgabe (a)
einsetzt?

— Merke 10.4.2  Gleichung einer durch Punkt und Steigung gegebenen Geraden

Die Gerade durch den Punkt A = (x4,y4) mit Steigung m hat die Gleichung

lz) =am(x —x4) +ya nicht aufschreiben: =ma —ma4 +ya

Beweis. Die angegebene Gleichung ist linear und beschreibt somit eine Gerade. Thre Steigung ist der Koeffizient
bei z, also m (wie gewiinscht). Zu zeigen bleibt also, dass A auf dem Graphen von ¢ liegt. Dies ist aber der Fall,
denn

Al(ra) =m(ra—24) +ya=0+ya =ya
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K Aufgabe A6 Gleichung einer durch zwei Punkte festgelegten Geraden

(a) Mit konkreten Zahlen: Bestimme die Gleichung der Geraden g, die durch die beiden Punkte A = (—1,2)
und B = (5, —1) geht.
Hinweis: Die Steigung der Geraden kann sofort angegeben werden.
Wenn du die Gleichung bestimmt hast:

e Teste, ob die beiden Punkte A und B auf dem Graphen deiner Gleichung liegen.

(b) Abstrakt mit Parametern: Was ist in der Merkebox 10.4.3 einzutragen?
Teste deine Vermutung: Was erhéltst du, wenn du fir A = (x4,y4) und B = (xp,yp) die Werte aus
Teilaufgabe (a) einsetzt?

—— Merke 10.4.3  Gleichung einer Geraden durch zwei gegebene Punkte

Die Gerade durch die beiden Punkte A = (z4,y4) und B = (xp,yp) mit x4 # xp hat die Gleichung

) =—(x—x4)+ya
—_——
Steigung
Wenn man die Rollen von A und B vertauscht, erhilt man die Gleichung £(z) = fﬁ:gg -(z — zg) + yp, der mit dem oben angegebenen Ausdruck

tibereinstimmt. Warum?

Beweis. %Wegen

YB — YA Y — YA YB — YA
la)=———(r—za)tya= ——— o+|(———— 2a+tya
rp —TA Ip — TA Ip —TA
—_——
reelle Zahl, Steigung m reelle Zahl, y-Achsenabschnitt ¢
ist £ eine lineare Funktion und hat als Graphen eine Gerade.
YB — YA .
lxy)="—"(xga—2a)+ya=04+ya =ya — A liegt auf Graph(¥¢)
Ip — A
Uap) = 2294 - - B liegt auf Graph(¢
(zB) = (zp—a) tya=yp —yatya=yp = B liegt auf Graph(()
B —TA
Alternativ-Argument: Da die Steigung «offensichtlichy korrekt ist, geniigt es zu zeigen, dass A (oder B) auf dem Graphen von £ liegt. O
R Aufgabe A7 Gegeben sind zwei lineare Funktionen f(z) = — 42 —1 und g(z) = 3-2 + 1.

a) Zeichnen Sie die beiden Graphen von f und g in ein gemeinsames Koordinatensystem mit Einheitslinge
6 Hiuschen.

b) Lesen Sie die ungefihren Koordinaten des Schnittpunktes der beiden Geraden ab.

c¢) Berechnen Sie den Schnittpunkt exakt (Angabe durch die beiden Koordinaten).
Hinweis: Der Schnittpunkt hat sowohl die Form (z, f(z)) als auch die Form (z, g(z)). Warum ist dies so
und warum hilft dies?

—— Merke 10.4.4  Schnittpunkte zweier Graphen/Geraden berechnen

Die z-Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen zweier Funktionen f und ¢ erhélt man, indem man die
Gleichung

nach x auflost.
Sind f und g lineare Funktionen (und die zugehorigen Graphen somit Geraden), so ist die Gleichung selbst
linear und kann einfach gelést werden.
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R Aufgabe A8 Steigungen senkrechter Geraden

Eine Gerade heisst Ursprungsgerade, wenn sie durch den Ursprung des Kooridatensystems, also den Punkt
(0,0) geht.
(a) Konkret mit Zahlen: Betrachte die Ursprungsgerade g mit Steigung my = % Sei h die zu g senkrechte
Ursprungsgerade. Was ist die Steigung my, dieser Geraden h?
Hinweis: Erstelle eine Skizze.
(b) Wenn eine Gerade die Steigung % hat, welche Steigung hat die dazu senkrechte Gerade?
(c¢) Abstrakt mit Parametern: Was ist in der Merkebox 10.4.5 einzutragen?

—— Merke 10.4.5 Orthogonalitit (= «Senkrechtheit» /«Rechtwinkligkeit») und Steigungen von Geraden —

Zwei Geraden (xeine davon vertikan) stehen genau dann aufeinander senkrecht (= sind orthogonal zueinander),
wenn

adas Produkt ihrer Steigungen —1 ist.

In Formeln: Fiir zwei nicht-vertikale Geraden g und h mit Steigungen m, und my, gilt &

gL h — mg - my = —1 — My = ———
mp,

Alternativ: Hat eine Gerade die Steigung m, so hat jede dazu senkrechte Gerade die Steigung &

10.5 Anwendungen

R Aufgabe A9 Die Entfernung (auf der Bahnstrecke) von Wattwil nach Kaltbrunn betragt 8 km.

Der Schnellzug von Wattwil nach Kaltbrunn fihrt mit der Geschwindigkeit 90 km/h. Er fahrt um 9:02 Uhr
in Wattwil ab. In Gegenrichtung fihrt der Regionalzug von Kaltbrunn nach Wattwil mit 60 km/h. Er fahrt um
9:00 Uhr ab. Wir vernachlissigen Beschleunigungs- und Abbremsphasen der Ziige.

(a) Zeichne ein Weg-Zeit-Diagramm (horizontale Achse ¢ = Zeit in Minuten nach 9:00 Uhr; vertikale Achse
Weg s in Kilometern, wobei etwa s = 0 Wattwil und s = 8 Kaltbrunn). Bestimme graphisch, wann sich
die Ziige begegnen.

(b) Bestimme rechnerisch, wann dies der Fall ist.

Hinweis: Finde (lineare) Funktionen s (Schnellzug) und r (Regionalzug) mit
o s(t) =«Position des Schnellzugs zur Zeit t» und
o 7(t) =«Position des Regionalzugs zur Zeit t».

Wenn wir Schnell- und Regionalzug durch lineare Funktionen beschreiben, tun wir so, als ob die Ziige stets mit derselben Geschwindigkeit fahren ...)

R Aufgabe A10  Ein Laptop-Bildschirm ist 1920 Pixel breit und 1080 Pixel hoch (mit quadratischen Pixeln),
das Verhéltnis von Breite zu Hohe ist also 4920- = 16 : 9.
Deswegen sieht das iibliche s-z- PO T G S S e S sy e e I S v
Koordinatensystem auf einem solchen ! :
Bildschirm wie folgt aus (in der Skizze
rechts rot dargestellt): 240
« horizontale Koordinate s (wie Spal- "
te), sie geht von 0 bis 1920, die s-
Achse zeigt nach rechts;

« vertikale Koordinate z (wie Zeile),
sie geht von 0 bis 1080, jedoch 720
zeigt die z-Achse nach unten! |
(Zeile 0 ist ganz oben, Zeile 1080
ganz unten). 900 -

840 -

1080 ~4
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Jemand will nun auf einem solchen Bildschirm das in der Skizze angegebene «normale z-y-Koordinatensystem»
verwenden (mit z-Koordinaten von -4 bis 12 und y-Koordinaten von -3 bis 6).

(a) Betrachte die Punkte U = (0,0), A = (12,6) und B = (—4,—3) im z-y-Koordinatensystem. Welche
Koordinaten haben sie im s-z-Koordinatensystem?

(b) Sei s(z) die lineare Umrechnungsfunktion, die aus der x-Koordinate = eines Punktes seine s-Koordinate
(= Spaltenkoordinate) berechnet. Zum Beispiel gilt s(12) = 1920.

o Was ist $(0)? Was ist s(—4)?

e Zeichne den Graphen von s = s(x) in ein z-s-Diagramm (x-Achse horizontal, s-Achse vertikal).
o Ermittle die Funktion s(z).

o Teste deine Funktion! Ist sie linear? Liefern s(12) und s(—4) die richtigen Werte?

(c) Ermittle die lineare Funktion z(y), die aus der y-Koordinate eines Punktes seine z-Koordinate (Zeilenko-
ordinate) berechnet!
Teste dein Ergebnis, indem du z(—3), z(0) und z(6) berechnest.

R Aufgabe A1l Gegeben sind die beiden linearen Funktionen f(z) = 2z — 1 und g(z) = 2z + 1.

(a) Zeichnen Sie die Graphen der beiden Funktionen.
(b) Messen Sie den Abstand der beiden Geraden (in Einheiten, nicht in cm!).
(¢) Berechnen Sie den exakten Abstand der beiden Geraden.
Hinweis: Verwenden Sie eine Gerade, die senkrecht zu den beiden gegebenen Geraden ist.
(d) K Berechnen Sie den Abstand zweier Geraden mit Steigung m und Unterschied der Achsenabschnitte Agq.

# Aufgabe A12 Analytische Geometrie (hierbei rechnet man im Gegensatz zur «klassischen Geometrie»
mit Koordinaten)

Gegeben ist ein Dreieck durch seine drei Eckpunkte A = (—3,2), B = (—1,—4) und C = (5,4).
(a) Zeichne das Dreieck und gib die folgenden Punkte moglichst genau an (durch Ablesen der Koordinaten;
wer mag, darf auch mit Geogebra arbeiten):
e Schwerpunkt S (= Schnittpunkt der Seitenhalbierenden)
e Umkreismittelpunkt U (= Schnittpunkt der Mittelsenkrechten)
e Hohenschnittpunkt H
Im Folgenden sollen die (Koordinaten der) Punkte S, U und H rechnerisch exakt bestimmt werden.

(b) Berechnung von S: Gehe wie folgt vor (alles ist rechnerisch zu erledigen; bitte niemals runden).

e Bestimme Mpc (= den Mittelpunkt von B und C).

¢ Die Seitenhalbierende s, ist die Gerade durch A und Mpc. Bestimme die Gleichung s,(z) = ...
dieser Geraden.

o Bestimme analog die Gleichung s,(z) der Seitenhalbierenden sy,.
e Berechne S als Schnittpunkt der beiden Geraden s, und s;.
(c) Berechnung von U: Gehe wie folgt vor.
¢ Bestimme die Steigung von a.
o Bestimme daraus die Steigung der Mittelsenkrechten mpc.
¢ Bestimme die Gleichung von mpc. Hinweis: Durch welchen Punkt geht mpc?
o Bestimme analog die Gleichung von m4p (oder mac).
e Bestimme U als Schnittpunkt zweier Mittelsenkrechten.

(d) Berechnung von H. Ermittle dazu &hnlich wie oben die Gleichungen zweier Hoéhen und dann deren
Schnittpunkt.

(e) Zeige rechnerisch:

e Die drei Punkte U, H und S liegen auf einer Geraden.

o Bonus: Der Punkt S liegt zwischen U und H und teilt die Strecke [UH| im Verhéltnis % teilt.
Bemerkung: Allgemein gilt in jedem Dreieck: U, H und S liegen auf einer Geraden, der sogenannten
Eulerschen Geraden, und S teilt [UH] im Verhéltnis -

(f) X Bonus: Berechne den Inkreismittelpunkt 1.
Hinweis: Satz iiber die Winkelhalbierenden
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10.6 Verstiandnisfragen

R Aufgabe A13 Betrachte die Funktion/Gerade ¢(z) = mz + q.
(Wer mag, kann zuerst mit einer konkreten Gerade wie {(z) = -5z + 1 arbeiten.)

(a)
(b)
)

(c

(d)

Wenn man diese Gerade an der z-Achse spiegelt, welche lineare Funktion beschreibt die gespiegelte Gerade?
Wenn man diese Gerade an der y-Achse spiegelt, welche lineare Funktion beschreibt die gespiegelte Gerade?
Wenn man diese Gerade an der ersten Winkelhalbierenden spiegelt, welche lineare Funktion beschreibt
die gespiegelte Gerade?

Wenn man diese Gerade um 90° in mathematisch positiver Richtung dreht, welche lineare Funktion be-
schreibt die gespiegelte Gerade?

® Aufgabe Al4 Wahr oder falsch? Begriinden Sie und korrigieren Sie — falls méglich — falsche Aussagen
zu sinnvollen wahren Aussagen.

Fiir zwei beliebige Punkte in der z-y-Ebene gibt es immer eine lineare Funktion, deren Graph durch diese
Punkte geht.

Haben zwei Geraden die gleiche Steigung, so sind sie parallel.
Haben zwei Geraden den gleichen y-Achsenabschnitt g, so schneiden sie sich auf der z-Achse.

Gegeben ist eine lineare Funktion f(z) = mx+¢. Ersetzt man sowohl m als auch ¢ durch ihre Gegenzahlen,
so wird der Graph an der y-Achse gespiegelt.

Die Steigung einer horizontalen Geraden ist nicht definiert.

Die Steigung der ersten Winkelhalbierenden ist 1.

Die Steigung einer vertikalen Geraden ist 2.

Das Produkt der Steigungen zweier orthogonaler (= senkrechter) Geraden ist —1.

Erhoht man die Steigung einer Geraden um 2, so verschiebt sich die Gerade um 2 Einheiten in y-Richtung.
Wenn f eine lineare Funktion ist, dann ist auch h(zx) = 2 - f(x) eine lineare Funktion.

Gegeben sind zwei lineare Funktionen f und g. Die Funktion h(z) = f(z) + g(z) ist dann ebenfalls eine
lineare Funktion.

Wenn f und g lineare Funktionen sind, dann ist auch h(z) = f(g(z)) eine lineare Funktion.

m) Wenn f eine lineare Funktion ist, dann ist auch g(z) = f(z) - f(x) eine lineare Funktion.

n)

o)

Die Graphen der Funktionen f(z) = 2% und g(z) = x+2 schneiden sich in den Punkten (—1,1) und (2,4).

Die Graphen der Funktionen f(z) = (z +1)? — 1 und g(z) = (z — 1)? + 1 schneiden sich in genau einem
Punkt.

Die Graphen der Funktionen f(z) = (x —1)? + 1 und g(x) = 1 — 2z schneiden sich in zwei Punkten.
Die Summe h(xz) = f(x) + g(x) zweier nicht-linearer Funktionen f und g ist nie linear.

Das Produkt h(z) = f(z) - g(x) zweier linearer Funktionen f und g ist nie linear.

Der Abstand zweier Geraden ist gleich dem Unterschied der y-Achsenabschnitte.

Fir beliebiges x liegt der Punkt (f(x),z) auf dem Graphen der Funktion f.

Die {ibliche Notenfunktion ist eine lineare Funktion der Punktzahl.

Die Zeit, die benotigt wird, um von einem Ort zu einem anderen zu gelangen, ist eine lineare Funktion
der Entfernung der beiden Orte.

R Aufgabe Al5 Finden Sie Beispiele aus dem Alltag fiir lineare Funktionen.
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10.7 Weitere Aufgaben

# Aufgabe A16 Gegeben sind die Punkte A = (—2,—1) und B = (3,1) sowie die Steigung m = % der
Geraden b durch den Punkt A. Gesucht ist der Punkt C auf b, fiir den das Dreieck AABC' rechtwinklig ist mit
rechtem Winkel bei C.

a) Konstruieren Sie das Dreieck und lesen Sie die ungefihren Koordinaten von C' ab.

b) Berechnen Sie die exakten Koordinaten von C.

R Aufgabe A17 Gegeben sind die Punkte A = (—2,1), B = (1,—2) und C' = (3,1).

a) Bestimmen Sie die Funktionsgleichungen fiir die Geraden a = BC, b = AC und ¢ = AB.

b) Gilt a L ¢?

c¢) Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Hohe h, (dies ist die Gerade durch A, die senkrecht auf a
steht).

d) Bestimmen Sie den Hohenfusspunkt H, (= a N hg).

R Aufgabe A18 Betrachte die beiden Doérfer A = (1,2) und B = (5,3). Wenn die a-Achse ein Fluss ist:
Wie lang ist der kiirzeste Weg von Dorf A nach Dorf B, bei dem man unterwegs den Fluss besucht?

Hinweis: Spiegle ein Dorf am Fluss.

Bemerkung: Die Aufgabe wird schwieriger, wenn die erste Winkelhalbierende (oder gar irgendeine andere
Gerade «zwischen A und B») der Fluss ist.

® Aufgabe A19 Indem Sie sich zuerst tiberlegen, wie der Funktionsgraph aussehen kann, bestimmen Sie
alle linearen Funktionen, die
a) die Zahl 1 auf 3 und die Zahl 4 auf 2 abbilden.
b) das Intervall [—1, 1] vollstandig auf das Intervall [0, 4] abbilden.
auf das Intervall [1, 6] abbilden.
) abbilden.

c¢) das Intervall [0, 1]

6] [0,1]
,1] auf das Intervall [a, b] abbilden (mit a < b, fiir a,b € R).
bl [0,1]

0] [

d) das Intervall

)

0
1, 6] auf das Intervall [0,
0

abbilden (mit a < b, fiir a,b € R).
auf das Intervall [c, d] abbilden (mit a < b und ¢ < d, fiir a,b,¢,d € R).

auf das Intervall [0,

[
[
e) das Intervall |
f) das Intervall [a,
[

g) das Intervall [a,

10.8 Repetition

R Aufgabe A20 Gegeben ist die lineare Funktion f(z) =2z — 1.

a) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f.

b) Zeichnen Sie die Senkrechte zum Graphen von f durch den Punkt (—2,2) und bestimmen Sie deren
Funktionsgleichung in der Form g(x) = mz + q.

¢) Wie gross ist die Steigung einer Senkrechten zu einer Geraden mit Steigung m = %?

21. April 2024 9 https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

::: Mathematik 1gNP
Funktionen — : @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

10.9 Lo6sungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvor-
bereitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

#¥ Diese Aufgaben sind wichtig, um das Verstéindnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und/oder die Theorie in einen
grosseren Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 1 cx-geraden-verschicdener-steigungen
Die Ursprungsgerade mit Steigung f% ist die Gerade durch den Ursprung (0,0) und den Punkt (1, f%) (oder
dquivalent durch den Ursprung und den Punkt (4, —1)). Die anderen gesuchten Ursprungsgeraden konstruiert
man analog.

R Losung zu Aufgabe 2 ccspeziclle-steigungen
Hinweis: In der Losung hier werden nur positive Steigungen berechnet. Spiegelt man die Geraden an der z-Achse
bleibt der Winkel gleich, die Steigung wird aber negativ. D.h. zu allen Aufgaben ist auch die entsprechend
negative Steigung eine Losung.

a) Die Steigung ist 0.
b) Man zeichnet ein 30°-60°-90°Stiitzdreieck, z. B. so, dass die Hypotenuse 1 ist. Dann sind die Katheten
— (y-Differenz) und # (z-Differenz). Die Steigung ist somit

1-vV3 V3
3

Ay 5

1
R BVE R

¢) Steigung 1.
d) Wie in b), einfach z und y vertauschen, also ist die Steigung v/3.

e) Die Steigung ist nicht definiert, denn Division durch Null ist nicht definiert. (Genau genommen hétte man
diesen Fall in der Definition der Steigung ausschliessen miissen.) Die Steigung wére quasi co.

DT ee
‘k LOSllng zZzu Aufgabe 3 ex-graphen-zeichnen-und-steigung-und-y-achsenabschnitt-bestimmen

R Losung zu Aufgabe 4 cxiineare-funktionen-ablesen

a) y-Achsenabschnitt ¢ = 1. Steigung m = -1~ (z.B. mit den Punkten (—1,0) und (1,1), ﬁz = -1. Also
flz)=tz+ 1.

b) y-Achsenabschnitt ¢ = f%. Steigung m = % (z.B. mit den Punkten (—1,—2) und (1,1), ﬁz = %
Also f(z) = 22— L.
¢) y-Achsenabschnitt ¢ = 1. Steigung m = f% (z.B. mit den Punkten (0,1) und (3,0), ﬁz = _Tl Also

fl@)=—Fz+1

d) y-Achsenabschnitt ¢ = —-3-. Steigung m = —2 (z. B. mit den Punkten (—1, 5-) und (1, —-L-), R = =+
Also f(z) = -2z — 3.

*Lb‘sung Zu Aufgabe 5 ex-gerade-mit-steigung-durch-punkt

*Lﬁsung Zzu Aufgabe 6 ex-gerade-durch-zwei-punkte
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R Losung zu Aufgabe 7 cxschnittpunkt
Wenn z die z-Koordinate des Schnittpunktes ist, gilt

f(z) = g(x)
1 3
—?x—1:7x+1 |- 6
—2r—6=9x+6 |+22—6
—-12 =11z |: 11
12
- =
Eingesetzt in eine der Funktionen: f (f%) = % —1= f%. Zur Kontrolle (nicht wirklich notig) eingesetzt
ing:g(—%) :—%—Fl:—%.
Und damit sind die Koordinaten des Schnittpunktes: (—%, —1—71)

R Losung zu Aufgabe 8 cxsenkrechte-geraden-steigung
R Losung zu Aufgabe 9 cxsug-begegnuns
R Losung zu Aufgabe 10 cx-bildschirm

R‘Lb‘sung zu Aufgabe 11 cxabstand-paralicler-geraden
c) Eine Moglichkeit besteht darin, die Konstruktion rechnerisch nachzuvollziehen. Dazu schneidet man eine
Gerade, die auf den beiden (parallelen) Geraden senkrecht steht, mit diesen beiden Geraden; als senkrechte
1

Gerade kann man zum Beispiel die Gerade mit der Funktionsgleichung k(z) = — -2 nehmen.

Man 16st die Gleichungen f(x) = k(z) und g(x) = k(z) und erhilt als Schnittpunkt mit f den Punkt
(%, —-) und als Schnittpunkt mit g den Punkt (—-2-, ). Der Abstand der beiden Punkte betréigt (%)2 + (%)2 =

5
20 22.5 2 ~
20 = /22 = 25~ 089443

d) Seien f(z) = mz und g(z) = ma — ¢. Die Gleichung einer Rechtwinkligen Gerade ist k(z) = ——-z. Der
Schnittpunkt mit f ist (0,0), der Schnittpunkt mit g ist ( me ,— quH ) Der Abstand der beiden Punkte

. 2 2 2 2 2(m2+1 /2
ist also \/( mf%) +(m2#+1) Z\/<W?;n+1) +(4mzq+1) = q(n(lT_s_ir)z) = quLJrTl = \/1-(sl-m2

{?Lﬁsung zu Aufgabe 12 ex-dreieck-ausgezeichnete-punkte-berechnen
*Lﬁsung zZzu Aufgabe 13 ex-gerade-transformieren

R Losung zu Aufgabe 14 cxwahrodertalsch

a) Falsch. Das gilt nicht wenn die Punkte vertikal {ibereinander liegen (gleiche z-Koordinate, unterschied-
liche y-Koordinaten). Um die Aussage wahr zu machen, kénnte man «...Punkte mit unterschiedlichen
z-Koordinaten. . . » schreiben.

b) Wahr. Der einzige Streitpunkt hier ist, ob man identische (iibereinander liegende) Geraden ebenfalls als
parallel bezeichnet.

o
~

Falsch. Sie schneiden sich auf der y-Achse.

o
—

Falsch. Die neue Funktion ist einfach g(z) = — f(x), also an der x-Achse gespiegelt.
Falsch. Die Steigung ist Null.
Wahr. 1 y-Einheit pro z-Einheit.

N RCH
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g)
h)
i)
i)
k)
1)

Falsch. Vertikale Geraden haben keine definierte Steigung (wire quasi unendlich).
Wahr. m - —% =—1.

Falsch. Richtig wére z. B. «Erhéht man den y-Achsenabschnitt um 2... ».

Wahr. h(z) =2 f(z) =2 (mz +q) =2m -z + 2q.

Wahr. f(xz) =mjsz + qy, g(x) = mgx + qq, also h(z) = (ms + mg)z + (g5 + qq)-

Wahr. Wie in k) erhdlt man h(z) = f(mgz + qg) = my - (mgx + qq) + g5 = mymg - + (Mmsqe + g5).

m) Falsch. Z.B. fiir f(z) =z und g(x) = x ist h(z) = 2? nicht linear.

n)

v)

Wahr. Uberpriifen durch einsetzen der z-Koordinaten in die Funktionen.

Wahr. Die Gleichung f(x) = g(z) vereinfacht sich auf eine lineare Gleichung (22 fillt weg) und die hat
genau eine Losung (der Koeffizient von x ist nicht Null).

Falsch. Man kann z.B. die Graphen zeichnen, oder die Gleichung f(z) = g(x) umformen, um 2% = —1
zu finden, was keine Losung hat.

Falsch. Z.B. f(z) = 22 und g(x) = z — 22. Die Summe ist h(z) = z linear.

Falsch. Das Produkt genau dann ein lineare Funktion, wenn in mindestens einer Funktion die Steigung
gleich Null ist (und damit der quadratische Term weg fillt).

Falsch. Das ist nur wahr, wenn die Geraden horizontal sind.

Falsch. Der Punkt (z, f(z)) liegt auf dem Graphen. Man kénnte auch noch monieren, dass = aus dem
Definitionsbereich kommen muss.

Falsch. Die Notenfunktion ist linear fiir Punktzahlen zwischen der Punktzahl 0 und der fiir die Note 6
benétigten Punktzahl. Dort macht der Graph einen Knick und wird horizontal, denn Noten {iber 6 werden
nicht vergeben. Die Funktion setzt sich genaugenommen aus drei linearen Funktionen zusammen. Sind
beispielsweise 40 Punkte fiir Note 6 notig, so ist die Notenfunktion

1 falls p < 0;
np)=q1+5- 5 =-p+1 falls 0 <p < 40;
6 falls p > 40

Falsch. Das wiirde eine konstante Durchschnittsgeschwindigkeit (=Steigung!) voraussetzen, was nicht
realistisch ist.

‘)Z‘Lﬁsung zu Aufgabe 15 ex-lineare-funktionen-alltagsbeispiele
Einige Beispiele:

Wenn eine Tonne Weizen 328 Franken kostet, so kosten x Tonnen Weizen f(x) = 3282 Franken.
Ist p der Kilopreis einer Ware in Franken, so kosten z Kilogramm dieser Ware f(z) = pxz Franken.

Betréigt die Anmelde-Gebiihr in einem Club 100 Franken und die monatliche Gebiihr 30 Franken, so zahlt

man fiir die ersten « Monate Mitgliedschaft insgesamt k(x) = 30z + 100 Franken.

Féhrt ein Velofahrer mit einer Geschwindigkeit v in kTm, so legt er in ¢ Stunden eine Strecke von s(t) = vt

Kilometern zuriick.

Ein géingige Formel zur Notenberechnung lautet n(p) = 1 + 5-2- = %p + 1, wobei m die maximal

erreichbare Punktzahl ist und p die erreichte Punktzahl.

#?Lﬁsung zu Aufgabe 16 cx-rechtwinkliges-dreieck-konstruieren
Vorgehen: Zuerst werden die Funktionsgleichungen der Geraden b und a = BC bestimmt. Dann wird der
Schnittpunkt bestimmt.

Geradengleichung von b (Steigung %) b(x) = %x + qp. Es gilt A € b: Setzt man die z-Koordinate von A
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in die Funktion b ein, erhédlt man die y-Koordinate von A:
b(—2) = —1
3
— =2 =-1
5 + @
—3+q=-1 |+3
Q=2
Die Gerade a ist rechtwinklig zu b, hat also die Steigung — —— = —%. Es gilt B € a, also
2
a(3) =1
2
——3+q. =1
g 0T
—2+q, =1 | +2
Ga = 3
Es ist also der Schnittpunkt der Geraden a(z) = —2-z + 3 und b(z) = 5-x + 2 zu bestimmen:
2
f?m+3:%m+2 | -2+ —=
13 6
1= =2 L
6 " 13
6 _
13

Die y-Koordinate des Schnittpunktes erhélt man durch Einsetzen (in a oder b):

S8y 2.6 .
13/ 3 13 N

Kontrolle (eigentlich unnétig):

6 3 6
b(13> > 13 "

Damit sind die Koordinaten von C' = (-, 35-) ~ (0.4615,2.6923).

13 7 13

R Losung zu Aufgabe 17 cx-geraden-durch-punkte

a) Steigungen m = AV, = my =0, m, = —1.

3
Ax 20

13

Achsenabschnitte: Ein Punkt auf der Geraden in die Funktionsgleichung mit unbekanntem ¢ einsetzen, nach

q auflésen. Beispiel fiir die Gerade a:

fa(l) =-2
Mg -1+¢q, =—2

3 3
= tg=-2 .
g T4 =3
7
Qo = 5
Entsprechend ¢, = 1, g. = —1 und damit
3 7
fa(z) = DAy fo(z) =1 fe(z) = -z -1
b) Nein, da m, # ———
c) fu(x) = myp -2+ qp mit my, = ——— = —%. qp, erhélt man durch Einsetzen der Koordinaten von A und
2
Auflosen nach g,. Resultat: fj,(z) = —% N %
d) Auflssen der Gleichung fo(z) = fu(z) & 32 — L = —2a — L liefert + = 43-. Eingesetzt erhélt man
— 19y _ 3 19 7 _ 34 _ _ 17
y=rfag3) =% 13 2 — T 26 — 13
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R Losung zu Aufgabe 18 cx-weg-a-fluss-b

R Losung zu Aufgabe 19 cxintervalle-abbilden

a) f(z)=—Fao+-3

b) f(x) =2x+2und f(z) = —2z+2

¢) f(x)=5x+1und f(z) = —-bxr+6

d) fla)=+o—-+=F@—-1) ud flz)=—Fr+ > =-1(6—1x)
e) fle)=(b—a)-z+aund f(z)=(a—b)-z+b

f) flo) =420 = 325 o — 5% und f(2) = 2o = —5 1w+ 52
g) f(z)= 4= (d—c)+cund f(x) = 3= (d—c) +c

Teilaufgabe g) kann wie folgt gelost werden bzw. das Ergebnis kann wie folgt verstanden werden:

(1) Intervall verschieben: Definiere fi(x) = x — a. Diese Funktion bildet das Intervall [a,b] auf das Intervall

[0,b— a] ab.

(2) Das verschobene Intervall [0,b — a] verkleinert man auf das Intervall [0, 1], indem man durch seine Lange
dividiert, also fo(x) = % = -7=2. Damit bildet man das urspriingliche Intervall auf das Intervall [0, 1]
ab.

(3) Man vergrossert das Intervall [0, 1] auf die endgiiltige Lange durch Multiplikation mit (d —c), also f3(x) =

== (d — ¢). Damit bildet man das urspriingliche Intervall auf das Intervall [0,d — c] ab.

(4) Am Schluss verschiebt man durch Addition von ¢ an die endgiiltige Lage: f4(z) = f(z) = 4=2--(d—c)+c.
Die zweite Losung erhilt man fast die gleiche Weise: Im ersten Schritt verwendet man die Funktion f; (z) = b—ux.
Dabei wird pe «—z» das Intervall [a,b] «umgedreht» auf das Intervall [—b, —a] abgebildet, dann wird letzteres
per «+by» auf [0,b — a] abgebildet.

*Lﬁsung zu Aufgabe 20 ex-rechtwinklige-geraden

b) g(z) = —%1‘ +1

¢) Fir eine Gerade mit Steigung % kann ein Stitzdreieck mit Katheten Ax = 3 und Ay = 4 gezeichnet

werden. Dieses Dreieck wird um 90 Grad gedreht. Das neue Stiitzdreieck der Senkrechten hat die Katheten

vertauscht, wobei eine noch das Vorzeichen wechselt. Die neue Steigung ist also —%.
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