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8 Gleichungen

8.1 Aufstellen und Losen von Gleichungen: Einfiihrung an einem Beispiel

R Aufgabe Al In einer Priifung gibt der Lehrer fiir 0 Punkte die Note 1 und fiir jeden weiteren Punkt 0.3
Notenpunkte. Mit welcher Punktzahl bekommt man die Note 47

8.1.1 (Losung von Aufgabe Al).

(1) Benennen der Variablen/Unbekannten: aSchreibe z fiir die Punktzahl.

(2) Ubersetzen der Textinformation: «Mit x Punkten erhalt man die Note 1 + 0.3x.

(3) Aufstellen der Gleichung: «Gesucht ist x mit 1 + 0.3z = 4.

(4)

4) Losen/Auflésen der Gleichung (nach z); «x isolieren»: Man tut so, als ob die Gleichung gilt, und versucht,

die Gleichung so umzuformen, dass am Ende ‘ x = (Term ohne x) ‘ dasteht. &

1+ 03z =4 -1

3 10
0.3x =3 | : 0.3 bzw. : 10 bzw. - —

3
r =10
(5) Antwort: Mit x = 10 Punkten erhéalt man die Note 4.
(6) Probe (empfohlen): 10 - 0.3 + 1 ; 4. Das stimmt!

8.2 Gleichungen, Losungen, Losungsmengen

—— Definition 8.2.1 Gleichung, Lésung einer Gleichung, Lésungsmenge

Eine Gleichung ist ein Ausdruck aus zwei Termen, zwischen denen ein Gleichheitszeichen steht:
T =T

Man nennt den Term T3 die linke Seite und den Term 75 die rechte Seite der Gleichung.

In den Termen diirfen Variablen vorkommen. Ersetzt man diese Variablen durch konkrete Zahlen, so wird
die Gleichung wahr (d.h. sie stimmt) oder falsch (d.h. sie stimmt nicht).

Jede Belegung der Variablen, fiir die die Gleichung wahr wird, heisst Losung der Gleichung.

Die Menge aller Losungen einer Gleichung heisst Losungsmenge und wird oft als L notiert.

Beispiele 8.2.2.
(a) Gleichungen ohne Variablen.
¢ Die Gleichung 6 - 7 = 42 ist wahr.
e Die Gleichung 1 = 0 ist falsch.
(b) Gleichungen in einer Variablen.
o Immer wahr: (z + 1) = 23 4 32% + 3z + 1 ist fiir alle z € R wahr. Jede reelle Zahl ist eine Losung
der Gleichung. Losungsmenge aL =R
e Immer falsch: x + 1 = x ist falsch fiir alle z. Die Gleichung hat keine Losung.
Losungsmenge al =0 = {}
« Die Gleichung 22 = —1 ist falsch fiir alle 7 € R (da Quadrate reeller Zahlen stets > 0 sind), hat also
keine Losung: Losungsmenge al =0 = {}

Sie hat aber genau zwei komplexe Lésungen,
némlich z =i und z = —i, d. h. L = {&i}.

e Nur fiir gewisse Belegungen der Variablen wahr: 2z 4+ 3 = 6 ist genau dann wahr, wenn x = % Die

Gleichung hat also genau eine Losung, ndmlich x = % Also &L = {%}
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(c) Gleichungen in mehr als einer Variablen:
o Die Gleichung a? — b? = (a + b)(a — b) ist stets wahr (dritte binomische Formel). Jedes Paar (a,b)
reeller Zahlen ist eine Losung, d.h. aL=R xR = RQ = Menge aller Paare reeller Zahlen

« Die Gleichung 22 4+ % = —1 hat keine reellen Losungen (da Quadrate reeller Zahlen stets > 0 sind),
lso %L — @ Sie hat aber unendlich viele komplexe Losungen,

a etwa (z,y) = (i,0) oder (z,y) = (%77 #7)
o Die Gleichung z2 +%? = 0 ist genau dann wahr, wenn 22 = 0 und y? = 0 gelten, d. h. wennx =y =0

gilt, d. h. das Paar (z,y) = (0,0) ist die einzige Losung: Losungsmenge all = {(0, 0)}

Konvention 8.2.3. Mit einer Gleichung meinen wir in diesem Kapitel eine‘ Gleichung in einer Variablen ‘ Die

Variable heisst meist .

—— Definition 8.2.4 Grundmenge

Oft ist man beim Losen einer Gleichung nur an Losungen in einer gegebenen Menge interessiert.

Diese sogenannte Grundmenge wird oft als G notiert.

Im Prinzip sollte man diese Grundmenge stets angeben, jedoch geschieht dies eher selten.

Ist die Grundmenge nicht angegeben, so ist mit G in der Regel die grosste Teilmenge von R gemeint, fiir
die beide Seiten der Gleichung definiert sind. abstrakt: G ist der Schnitt der maximalen Definitionsmengen beider Seiten.

Beispiele 8.2.5. e Wenn in einem physikalischen Problem die Variable x in einer Gleichung fiir die Masse
eines Korpers steht, so ist man nur an Losungen = > 0 interessiert, d. h. man sucht nur Lésungen in der
Grundmenge G == Rar. (ausser in gewissen Bereichen der theoretischen Physik)

¢ Bei einer Gleichung wie 2x 4+ 3 = 6 ist die Grundmenge G :%R, denn auf beiden Seiten darf
man beliebige reelle Zahlen einsetzen.

o Bei einer Gleichung wie “1_1 = 6 ist die Grundmenge G =R \ {—1}, denn fur z = —1 ist
die linke Seite nicht definiert. e cowms e« - -5

o Bei einer Gleichung wie 6 = v/z + 2 ist die Grundmenge G :Q[—2, OO), denn die rechte Seite
ist nur fur x > —2 definiert. suwiee Lo o = = 4.

Beispiele 8.2.6. Betrachte die Gleichung 2% = 2.
« Fall G = z: &D.h. nur ganzzahlige Losungen gesucht, also L = &

. Fall G = Q: D.h. nur rationale Losungen gesucht, also L = @
. Fall G =R: &D.h. nur reelle Lésungen gesucht, also L = {4+/2}

8.3 Umformen von Gleichungen

8.3.1 (Allgemeine Strategie zum Losen von Gleichungen). Um die Losungen einer Gleichung zu bestimmen,
versucht man, die Variable mit Hilfe von Umformungen («mit beiden Seiten der Gleichung dasselbe machen»)
zu isolieren.

—— Definition 8.3.2 Umformungen von Gleichungen

Eine Umformung einer Gleichung ist das Anwenden derselben « Operation» auf beide Seiten der Gleichung.
Wenn man zum Beispiel die Operation «addiere 7» auf beide Seiten anwendet, so schreibt man dies wie
folgt:

ESN T=S \ +7
— T+T7=S+7

Rechts des «Kommandostrichs» deutet man an, welche Umformung durchgefithrt wird.
Der Implikationspfeil /Folgerungspfeil = deutet an, dass aus der Giiltigkeit der oberen Gleichung die
Giltigkeit der unteren Gleichung folgt (fiir fixierte Variablenbelegungen).

Kommandostrich mit Angabe der Operation und Implikationspfeil werden nicht immer geschrieben.
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Merke 8.3.3

Beim (korrekten!) Umformen von Gleichungen bleibt die Losungsmenge gleich oder wird grosser.

Grund: Macht man mit Gleichem Gleiches, so kommt Gleiches heraus. (Annahme dabei: Die Grundmenge wird beibehalten.)

Beispiele 8.3.4. Die folgenden Umformungen sind «ziemlich dummy», d. h. man wiirde sie in der Praxis
hoffentlich nie durchfiihren. Sie illustrieren aber gut, dass die Losungsmenge grosser werden kann.

(a) x=3 &) (-)? dh. quadriere x = 3 einzige Losung
= ?=9 genau zwei Losungen z = +3
Keine Aquivalenzumformung! (im Sinne der folgenden Definition)
(b) x—2=0 |- (z+2) x = 2 einzige Losung
= (x—2)(x+2)=0 genau zwei Losungen x = +2
Keine Aquivalenzumfornlullg! (im Sinne der folgenden Definition)
(c) r—2=0 [-0 x = 2 einzige Losung

== 0=0 Losungsmenge L = R

Keine Aquivalenzumformung! (im sinne der folgenden Definition)

—— Definition 8.3.5

Eine Umformung einer Gleichung heisst Aquivalenzumformung, wenn sie die Losungsmenge nicht
verdndert, d. h. wenn die Gleichung und die umgeformte Gleichung dieselbe Lésungsmenge haben.
Aquivalenzumformungen werden oft mit einem «Genau-dann-wenn-Pfeil» <= notiert.

Die beiden Gleichungen sind also in dem Sinne dquivalent (= gleichwertig), dass sie dieselbe Lésungsmenge haben.

— Merke 8.3.6

Wenn man beim Lésen einer Gleichung durch Umformungen ausschliesslich Aquivalenzumformungen ver-
wendet, so muss man am Ende keine Probe durchfithren (es ist aber trotzdem empfohlen).

Verwendet man ein einziges Mal eine Umformung, bei der man nicht sicher ist, ob es sich um eine
Aquivalenzumformung handelt, so muss man eine Probe durchfiihren.

— Merke 8.3.7

Die wichtigsten Aquivalenzumformungen sind:

(a) Addition desselben Terms auf beiden Seiten:

T =T | +8
<~ Th+S=T+S

Die Lésungsmenge wird nicht verédndert, denn man kann diese Umformung riickgingig machen: Subtrahiere S auf beiden Seiten.

(b) Multiplikation beider Seiten mit demselben, von Null verschiedenen Term (meist einer Zahl):

T =T .S
< T, -S=T5-8S

Die Losungsmenge wird nicht verdndert, denn man kann diese Umformung riickgdngig machen: Dividiere beide Seiten durch S. Dies ist wegen S # 0

erlaubt.

(¢) Subtraktion und Division: Analog darf man denselben Term S auf beiden Seiten abziehen bzw. beide
Seiten durch denselben Term S # 0 dividieren.

Beachte: Die Variable darf beide Male im Term S vorkommen; beim Multiplizieren muss man jedoch sicherstellen, dass S fiir kein # € G Null wird (sonst muss man mit Fallunterscheidungen arbeiten, siche spiter).

8.3.8. Wir betrachten nun den «einfachsten» Typ von Gleichungen, némlich lineare Gleichungen. Diese haben
den Vorteil, dass man sie stets mit den beiden gerade angegebenen Aquivalenzumformungen 16sen kann.
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8.4 Lineare Gleichungen

—— Definition 8.4.1 Lineare Gleichung

Eine lineare Gleichung ist eine Gleichung, die man durch Aquivalenzumformungen auf die Form

ar =10 fiir geeignete reelle Zahlen a, b € R

bringen kann («Standardform einer linearen Gleichungy) und die Grundmenge G = R ist.
Gleichbedeutend kann man die Form ax 4+ b = 0 verlangen, d.h. «lineares Polynom gleich Null».

Grob gesagt: Kommt die Variable in einer Gleichung nur in der ersten Potenz vor, so handelt es sich um
eine lineare Gleichung. Jede Gleichung, bei der beide Seiten Polynome vom Grad kleiner-gleich Eins sind,
ist linear.

Beispiel 8.4.2. Die am Anfang dieses Kapitels betrachtete «Noten-Gleichung» 1 + 0.3z = 4 ist linear (die
linke Seite ist ein Polynom vom Grad 1, die rechte Seite ein Polynom vom Grad Null), denn wir haben sie mit
Aquivalenzumformungen zu 0.3x = 3 gebracht.

Beispiele 8.4.3. Die folgende Gleichung sieht auf den ersten Blick nicht linear aus, ist es aber doch: &
(x—1)*= (. +2)- (. —2) — 4o

= -2 +l=2"-4—4a | — 22
— —2r+1=-4-4z | — 144z 2 kommt nur in erster Potenz vor
1
= 2z =-5 | : (—2) bzw. - 5 also Gleichung linear
5 o .
= T = 3 einzige Losung

—— Losungsstrategie 8.4.4 fiir lineare Gleichungen, «Variable isolieren»

(1) Beide Seiten vereinfachen. In der Regel sind beide Seiten Polynome. Dann bringt man diese auf
Standardform (per Ausmultiplizieren, Zusammenfassen, Ordnen). pas ordnen lasst man oft wes.

(2) Alle Terme mit x auf eine Seite bringen und zusammenfassen, alle anderen Terme/Zahlen auf die
andere Seite und zusammenfassen, so dass die Gleichung die Form ax = b hat.

(3) Durch den Koeffizienten bei x dividieren, fais dieser nicht Nuit ist.

R Aufgabe A2 Welche Zahl hat jeweils die angegebene Eigenschaft? Gute Ubung: Aufgaben im Kopf 1osen!

(a) Ihr Fiinffaches ist um 36 kleiner als ihr Achtfaches.

(b) Vergrossert man die Zahl um ihr Drittel , so erhélt man 52. ( Vergrdssern = Vergrdssern durch Addition.)

(c) Subtrahiert man ihr Sechsfaches von 360, so erhélt man gleich viel, wie wenn man ihr Vierfaches von 280
subtrahiert.

(d) Ihr siebter Teil ist um 2 kleiner als ihre Gegenzahl.

R Aufgabe A3 Figt man auf beiden Seiten einer zweistelligen (natiirlichen) Zahl die Ziffer 5 hinzu, so
erhilt man das 75-fache der Zahl. Welche Zahl ist es?

R Aufgabe A4 Vierzig Personen unternehmen einen Ausflug mit den SBB. Erwachsene bezahlen fiir das
Ticket je 30 Franken, Kinder jeweils die Hélfte. Die SBB nehmen 1080 Franken ein. Wie viele Kinder nehmen
an der Reise teil?

R Aufgabe A5 «Meine Tante», sagt Simone, «ist jetzt 5-mal so alt wie ich. In 7 Jahren wird sie nur noch
3-mal so alt sein, wie ich dann alt sein werde. Wie alt bin ich heute?»

R Aufgabe A6 Losen Sie jeweils nach z auf (dabei werden Sie feststellen, dass die Gleichung linear ist).

iz —5 2z— -
p) Ar=5 23wy b) da(z—1) = (20 —1)2 — 1 R
3 6 2 8 3

=0
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R Aufgabe A7 Bestimmen Sie eine zweistellige natiirliche Zahl mit der folgenden Eigenschaft: Fiigt man
die Ziffer 3 einmal links und einmal rechts hinzu, so unterscheiden sich die beiden erhaltenen Zahlen um 333.
xR Aufgabe A8 Bitte melden, falls Prozentrechnung Probleme macht. Eigentlich ist es ganz einfach: Ersetze das ,komische®
Zeichen % durch ,Hundertstel“. Beispielsweise bedeutet 6 % einfach 6 - ﬁ = 1% = 0,06. Das Wort Prozent und das Zeichen %
haben sich iibrigens aus italienisch per cento (etwa ,,von Hundert*) entwickelt, siche etwa Wikipedia: Prozentzeichen.

Ein Teil eines Kapitals von 70350 Franken ist mit Zinssatz 6 % angelegt, der Rest mit Zinssatz 5 %. Der
Jahreszins des gesamten Kapitals betrdgt 4100 Franken. Wie gross sind die beiden Teile? (Taschenrechner
erlaubt)

R Aufgabe A9 Zu welcher Zeit (auf Hunderstelsekunden genau) zwischen 16 Uhr und 17 Uhr bilden die
Zeiger einer Uhr einen rechten Winkel? (Taschenrechner «am Ende» erlaubt)

R Aufgabe A10 Die Ortschaften A und B liegen 120 Bahnkilometer voneinander entfernt. Ein Zug verlésst
A um 15.00 Uhr in Richtung B; seine mittlere Geschwindigkeit betragt 72 km/h. Der Gegenzug verlisst B um
15.15 Uhr; seine mittlere Geschwindigkeit betrdgt 88 km/h. Wann begegnen sich die beiden Ziige?

— Satz 8.4.5 Struktur der Losungsmenge einer linearen Gleichung

Jede lineare Gleichung hat entweder genau eine Losung, keine Losung oder unendlich viele Losungen.
Fir die allgemeine lineare Gleichung axz = b (in Standardform) geben die drei Zeilen der folgenden Tabelle

alle moglichen Falle an. eventuell Beispiele angeben; Beweis klar per Entscheidungsbaum
Fall 1: a # 0 und b beliebig a-x=b |\ = % einzige Losung L :{%}
Fall 2.1: a=0und b#0 0-z=5b AN keine Losung L={}=0
Fall 2.2: a=0und b=0 0-2=0 & jede Zahl ist Losung L=G=R

Als «Entscheidungsbaumpy, der die Fallunterscheidung illustriert:

ar=1>b

a#0 a=0

Fall 1 Fall 2

b#0 b=0
Fall 2.1 Fall 2.2

L=yg L=R

8.5 Lineare Gleichungen mit Parametern

R Aufgabe A1l In einer Priifung verwendet der Lehrer die Notenformel 1+ 5 - —5-, wobei z die erreichte
Punktzahl ist.

(a) Mit welcher Punktzahl bekommt man die Note 47

(b) Mit welcher Punktzahl bekommt man die Note 57

(¢) Mit welcher Punktzahl bekommt man die Note 6?

8.5.1 (Losung von Aufgabe A11). Naives Vorgehen:

(a) Losen Sie die Gleichung 145 <5 =4 Standardrechnung fithrt sur L('jsung: r =18
(b) Lésen Sie die Gleichung 1 +5- -Z- =5 Losung: x = 24
(c) Losen Sie die Gleichung 1 +5- <5~ =6 LOSUHgI x =30
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Intelligenteres Vorgehen: Beobachtung: Die drei Gleichungen haben dieselbe «Bauart» /Struktur:

al+5- 39670 —n wobei der sogenannte n die gewiinschte Note ist

Stellt man sich n als fixierte Zahl vor, so kann man diese Gleichung wie iiblich 16sen: &

€T
1 45— = 30
Torgy T |

30+5-x=30n | — 30
5z = 30n — 30 |25

30n —30 30
5 5

Nun kann man fiir n konkrete Werte einsetzen und beispielsweise eine Tabelle erzeugen:
] Note n J1]15[2[25]3 [35]4 [45][5][55]6 |
| bendtigte Punktzahl 2 [[ 0] 3 [6] 9 [12] 15 [ 18] 21 [24 [ 27 [ 30 |

(A

€T =

(n—1)=6(n—1)

Damit hat man die urspriingliche Aufgabe (und diverse Variationen) «auf einmaly gelost.

Begriffserklirung 8.5.2

Parameter sind zuséitzliche Variablen (neben der «Losungsvariableny ), die dazu dienen, gewisse nume-
risch (noch) nicht bekannte oder bewusst nicht fixierte Grossen anzugeben, wie z.B. eine Geschwindigkeit
oder einen Zinssatz.

Auch in einer Formel wie A = %g - h fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks mit Grundseite g und zugehériger Hohe A mag man g und h als Parameter ansehen.

Konvention 8.5.3. Wenn nicht anders erwihnt, bezeichnen Buchstaben wie z, y oder z die Unbekannten (=
Losungsvariablen, also die Variablen, nach denen wir Gleichungen auflosen wollen). Parameter werden meist
mit Buchstaben wie a, b, ¢ vom Anfang des Alphabets bezeichnet, aber auch mit p oder q.

R Aufgabe A12 Ein Lehrer verwendet die Notenformel 1+ 5 - -, wobei = die Punktzahl ist und b die fiir
die Note 6 nétige Punktzahl (denn fiir z = b bekommt man die Note 1 +5 - 2 = 6).

(a) Mit welcher Punktzahl bekommt man die Note 4, wenn b = 100 gilt?
(b) Mit welcher Punktzahl bekommt man die Note 5, wenn b = 30 gilt?
(¢) Mit welcher Punktzahl bekommt man die Note 5.5, wenn b = 20 gilt?

Erwiinschtes Vorgehen: Stellen Sie eine Gleichung mit 2 Parametern auf; diese Gleichung dann nach z auflésen
und die angegebenen Werte einsetzen.

—— Losungsstrategie 8.5.4  zum Ldsen von in der Losungsvariablen linearen Gleichungen mit Parameter(n) ——

o Vereinfache beide Seiten der Gleichung (etwa durch Ausmultiplizieren).

o Bringe alle Terme mit der Unbekannten = auf die linke Seite und alle {ibrigen Terme auf die rechte
Seite (oder andersherum).

o Klammere x auf der linken Seite aus, so dass die Gleichung die Standardform ax = b hat.

¢ Verwende die Fallunterscheidung aus Satz 8.4.5, d. h.

— Fall 1: Im «Normalfally, dass der Koeffizient bei x nicht Null ist: Dividiere die Gleichung durch
diesen Koeffizienten.

— Fall 2: Im «Spezialfall», dass der Koeffizient bei = Null ist, unterscheide weiter die beiden Félle
* Fall 2.1: die rechte Seite ist nicht Null (keine Losung);
% Fall 2.2: die rechte Seite ist Null (jede Zahl ist Losung).
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Beispiel 8.5.5. Die folgende Gleichung ist nach der Losungsvariable x aufzulésen; a und b sind Parameter. &

a(r — b)= 2(ax — 2a® — bz) | ausmultiplizieren
ax — ab = 2ax — 4a* — 2bx | 4 ab — 247 + 2bTan rreme nacn v, vt mach e
—ax + 2bx = —4a* + ab |  ausklammern
x(—a + 2b) = a(—4a +b)
Die Gleichung hat nun die Form Az = B und wir fithren eine Fallunterscheidung durch (geméiss Satz 8.4.5).

« Fall 1, n—a + 2b # 0 oder gleichbedeutend a # 2b:

Division durch (—a + 2b) ist erlaubt und liefert | .. s v m obiser Grescnns:
a(—4a+b)  a(4a —0)

—a+2b a—2b

Tr =

e Fall 2, &—a + 2b = 0 oder gleichbedeutend a = 2b:
Obige Gleichung abschreiben und vereinfachen:

r(—a+2b) = a(—4a +b) | verwende a = 2b
0= 2b(—4-2b+b)
— 2h. (—T7h)
0= —14p"

— Fall 2.1: &—14b% # 0 oder gleichbedeutend b # 0
Die Gleichung hat keine Losung!

— Fall 2.2: s—14b* = 0 oder gleichbedeutend b = 0
Die Gleichung hat unendlich viele Losungen!

Qerginze Klammer bei Fall 2 mit «Diskussion der Spezialfilles und bei Fall 1 mit «Lésung ohne Diskussion der Spezialfilles

Fazit: Die Losungsmenge unserer Ausgangsgleichung hiangt wie folgt von den Parametern ab:

. a(4a—b
o Fall 1: : Dann gilt all = {(a%)}

« Fall 2.1: [a = 2b und b # 0| Dann gilt &L = &

o Fall 2.2: ‘a =2bund b= 0‘ (oder dquivalent ): Danmn gilt &L = R

Wenn man also fiir konkrete Werte von a und b die Losungsmenge bestimmen will, kann man den folgenden
,Entscheidungsbaum® durchlaufen:

°
7 X
_ (4a—b)
L—{%} .
2
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R Aufgabe A13 Losen Sie die folgenden Gleichungen ‘ ohne separate Diskussion der Spezialfille ‘

a) gr—x=¢>—1 b) 2(bz —cz) =z + bz — ¢ ) (y—3p)* =2y(y+3p)—y(y—1)

R Aufgabe Al14 Losen Sie die folgenden Gleichungen ‘ mit Diskussion der Spezialfélle ‘:

a) ax+b=3 b) pr —5=22+g¢ ¢) p’r —pr=p*>—1

R Aufgabe A15 Aufgaben mit Parametern aus der Physik (ohne Diskussion von Spezialfillen). Ziel ist
nur, sich an das Rechnen mit Parametern zu gew6hnen. motiviers durch: Woltgang Zeuge: Nittzliche und schéne Geometrie — eine ctwas

andere Einfiihrung

(a) Ein Velofahrer fihrt eine Strecke s mit Geschwindigkeit v und dann dieselbe Strecke mit Geschwindigkeit
vg. Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit ist er gefahren?
Berechnen Sie diese Durchschnittgeschwindigkeit fiir v1 = 40km/h, vo = 20km/h und s = 50km. Ist Ihr
Ergebnis plausibel?

(b) Ein Velofahrer fahrt wihrend einer Zeit(dauer) ¢ mit Geschwindigkeit v; und danach genauso lang mit
Geschwindigkeit ve. Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit ist er gefahren?
Berechnen Sie diese Durchschnittgeschwindigkeit fiir v; = 40km/h, v = 20km/h und ¢ = 1h. Ist Thr
Ergebnis plausibel?

(c) Welche der drei Mittelwerte (arithmetisch, geometrisch, harmonisch) tauchen in den vorhergehenden Teil-
aufgaben auf?

R Aufgabe A16 Losen Sie die folgenden Gleichungen. Dabei tauchen einige reelle Zahlen auf, deren Defi-
nition Sie vermutlich noch nicht kennen (etwa In(7), der natiirliche Logarithmus von 7). Rechnen Sie mit diesen
Zahlen wie mit Parametern. Die Zahlen sind nicht mit dem Taschenrechner ndherungsweise auszurechnen.

Die Aufgaben sind so gemacht, dass beim «normalen Lésen» nicht durch Null dividiert wird.

a) 2x— 1 = (L 16)-5 b) V3z +1In(7) = In(3)z + V6 ¢) L D —1y(3)x + V6

8.6 Ausblick: Andere Typen von Gleichungen

8.6.1. Neben linearen Gleichungen tauchen oft quadratische, kubische, quartische oder Gleichungen hoheren
Grades auf.
a1z +ag =0 lineare Gleichung oder Gleichung vom Grad 1
asx® + a1 + a9 =0 quadratische Gleichung oder Gleichung vom Grad 2
azx® 4+ azx® + a1z +ag =0 kubische Gleichung oder Gleichung vom Grad 3

aszt + a3z + asx® + a1z +ag =0 quartische Gleichung oder Gleichung vom Grad 4
ant"™ + ap_12" V4 ar+ag=0 allgemeine Gleichung vom Grad n
Dabei sind die Parameter ag, a1, ..., a, beliebige reelle Zahlen.

—ap
ay

Fir quadratische, kubische und quartische Gleichungen (also Gleichungen bis zum Grad 4) gibt es Losungs-
formeln; bald werden wir die sogenannte Mitternachtsformel fiir quadratische Gleichungen kennenlernen.

Wie man lineare Gleichungen 16st, haben wir gesehen: Die Losungsformel ist x =

Die Losungsformeln fir Gleichungen dritten und vierten Grades werden an Schulen selten erklart.

In diesen Losungsformeln kommen nur die Grundrechenarten (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Divi-
sion) und Wurzeln («Radikaley) vor.

Fiir Gleichungen vom Grad > 5 kann man beweisen, dass es solche «Losungsformeln durch Radikale» im
Allgemeinen nicht gibt (Satz von Abel-Ruffini, bewiesen vom bedeutenden norwegischen Mathematiker Niels
Henrik Abel im Jahre 1824). Losungen solcher Gleichungen konnen im Allgemeinen nicht exakt bestimmt
werden. Per Computer kann man die Losungen aber oft mit sehr hoher Genauigkeit angeben (etwa auf 100
Nachkommastellen genau).
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8.7 Einfache nicht-lineare Gleichungen

8.7.1. Im Folgenden studieren wir einige andere Arten von Gleichungen (z. B. Wurzel- und Bruchgleichungen),
die man mit gewissen Tricks 16sen kann. Beim Losen solcher Gleichungen verwendet man oft Umformungen, die

(eventuell) keine Aquivalenzumformungen sind; dann ist ‘ am Ende eine Probe durchzufiihren |.

Wurzelgleichungen

Beispiel 8.7.2. ®am Ende: Grundmenge ist € = {x € 2 [ 32 — 1 > 0 und 4o + 1 > 0} = [, %0).

V32 =1 Vizr 1 1=0 |+ VAT T 1

V3r —1=+4r +1 I(+)?
— 3r—1=4r+1 | — 3z —1
— —2==x

Bei der ersten Umformung handelt es sich eventuell nicht um eine Aquivalenzumformung. Folglich ist eine

Probe durchzufiithren. &

(linke Seite) = v3x — 1= /3 (=2) —1 = +/—7 nicht definiert!
(oder x = =2 ¢ G). Also ist © = —2 keine Losung, L = @.

Beispiel 8.7.3. ®am Ende: Grundmenge ist € = {z € B | 3z — 2 > 0} = [2-, o).

V3r —2—2=2 |+ 2
V3r—2=4 [0k
317 —2=16 |+ 2
37 =18 |:3

r =20

[

Quadrieren ist eventuell keine Aquivalenzumformung, also Probe: &

(linke Seite) = v/3-6 — 2 = v/16 = 4 = (rechte Seite) = 4
Losungsmenge L = {6}.

—— Merke 8.7.4 Lésen von Wurzelgleichungen; « Wegquadrieren von Wurzeln»
Taucht in einer Gleichung ein Wurzelausdruck auf, der die Losungsvariable enthélt, so fithrt das folgende
Vorgehen oft zum Ziel:

e Forme die Gleichung so um, dass ein Wurzelausdruck alleine auf einer Seite der Gleichung steht.
e Quadriere die Gleichung (d. h. beide Seiten quadrieren), um das Wurzelzeichen zu beseitigen.

A\ Da Quadrieren im Allgemeinen keine Aquivalenzumformung ist, ist am Ende eine Probe durchzufiihren.

Manchmal muss man auch mehrfach Quadrieren, um mehrere Wurzelzeichen zu beseitigen.

R Aufgabe A17 Bestimme jeweils die Losungsmenge.
a) V3xr+1=+4r -1 b) Vo —-5=7—x
c) 0=+8—5x—+2z—6 d) 1040 —z = 40/10 — x
e) Vr—3+1=yr+4 Hinweis: Quadrieren, Wurzel auf eine Seite, nochmals Quadrieren
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Bruchgleichungen

Beispiel 8.7.5. &

2x—1_ bx — 10

r—3  r—3 @=3)
— 20 —1 =5z — 10 | —2x+410
= 9 =3x | : 3 (und Seiten vertauschen)
<~ r =3

Ahnlich wie bei den Gleichungen mit Wurzeln miissen wir priifen, ob x = 3 eine
Losung der Ausgangsgleichung ist. Dies ist aber nicht der Fall, denn Division
durch 3 — 3 = 0 ist nicht definiert. Also L = @.

s Alternative: Bestimme zuerst die Grundmenge (= die Menge, in der man
Losungen sucht): G ={z € R | 2z — 3 # 0} = R \ {3}. Wenn man stets v € G

annimmt, sind alle Umformungen Aquivalenzumformungen (da = — 3 # 0). Die
letzte Gleichung x = 3 hat keine Losung in G.

Merke 8.7.6 Losen von Bruchgleichungen; « Durchmultiplizieren mit allen Nennerny

Kommt die Losungsvariable im Nenner eines Bruches vor, ist es oft sinnvoll, die Gleichung mit diesem
Nenner zu multiplizieren.
/\ Am Ende ist eine Probe durchzufithren. Alternativ kann man sorgfiltig mit Grundmengen arbeiten.

R Aufgabe A18 Bestimme jeweils die Losungsmenge.
5% 3z — 10 2v 2—10z 5x 5 — 10

) 923~ 2.3 L R VT © %23~ 25-3

«Produkt-gleich-Null-Regel»

Merke 8.7.7

Ein Produkt ist genau dann Null, wenn mindestens ein Faktor Null ist:

T -T5=0 <~ T, =0 oder T5=0

R Aufgabe A19

a) 22+7)-(5z—8)-(z2+1)=0 b) (z+4)(z®2—-4)=0 c) ¥ =222 +x =0
d) z-(x+6)=-9 e) V2z+1l=z+1

—— Merke 8.7.8 «Division durch einen Term»/Ausklammern
Einen Term auf beiden Seiten ausklammern (bzw. Division durch einen Term mit Fallunterscheidung):
RT = ST S R=S5 oder T=0

In Worten: Wenn man auf beiden Seiten einer Gleichung denselben Term 7" ausklammern kann, so gilt diese
Gleichung genau dann, wenn ,die durch 7" dividierte* Gleichung R = S gilt oder der Term T Null ist.

Beweis von — per Fallunterscheidung: Fall 1: T # 0: Man dividiere durch T und erhidlt S = R. Fall 2: T = 0: Die Gleichung gilt sicherlich und man muss
sich iiberlegen, was T = 0 fiir die Lésungsvariable bedeutet. Beweis von <= : Wenn R = S gilt, multipliziere man mit T und erhalt RT = ST. Wenn T = 0

gilt, gilt sicherlich RT = ST.
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Beispiel 8.7.9.

22 —3x=21—6 | Ausklammern
x(x—3)=2(z—3)

Nach der Merke-Box (mit T'=2 — 3 und R = xz und S = 1) gilt diese Gleichung genau dann, wenn

T =2 oder r—3=0
L; = {2} =3
L, = {3}

Fazit: Die Ausgangsgleichung hat die Losungsmenge L = Ly ULy = {2,3}.

R Aufgabe A20 Bestimme jeweils die Losungsmenge.
a) z(z+2) =2 — a2 b) (x +2)(7T—2z) = (z - 3)(x+2)
c) 1—a?=1-2z+2? d) #2122 -1=3-20—2?

Hinweis: Die linke Seite ist in offensichtlicher Weise ein Produkt. Versu-

che, die rechte Seite ebenfalls als Produkt zu schreiben.

— Merke 8.7.10 Korrektes Wurzelziehen

Korrektes ,,Wurzelziehen*:
S% =17 — S| = |T| — S=T oder S=-T

In Worten: Die Quadrate zweier Terme stimmen genau dann iiberein, wenn die Terme bis auf Vorzeichen
iibereinstimmen.
Bemerkung: |S| = |T| ist aquivalent zu S = T oder S = —T oder —S = T oder —S = —T. Je zwei dieser vier Gleichungen sind gleichbedeutend, weshalb

oben nur zwei davon aufgefithrt sind.

Beispiel 8.7.11. (x+4)? = (z —2)?
Nach der Merke-Box (mit S =2 +4 und T = z — 2) gilt diese Gleichung genau dann, wenn
r+4=x-2 oder r+4=—(x-2)
4= _9 r+4=—x+2
Li=o 2r = —2
rz=-1
Ly = {-1}

Fazit: Die Ausgangsgleichung hat die Losungsmenge L = Ly ULy = {—1}. Alternativ hatte man dies auch durch
Ausmultiplizieren sehen kénnen.

Beispiel 8.7.12. =16
Nach der Merke-Box (mit S = 2% und T = 4) gilt diese Gleichung genau dann, wenn

2 =4 oder 2 =—4
Die letztgenannte Gleichung 22 = —4 hat Losungsmenge @, da jedes Quadrat > 0 ist. Wir miissen also nur
22 = 4 16sen, was wiederum nach der Merke-Box auf = 2 oder & = —2 fiihrt.

Fazit: Die Ausgangsgleichung hat die Losungsmenge L = {—2,2}.

R Aufgabe A21 Bestimme jeweils die Losungsmenge.

a) (z+3)2=25 b) (x+3)? =-9
¢) (z+3)t=81 d) (z-3)2=(z+1)2
e) (z—22=22+6x+9 f) # (2 —-1)% (2 +2)% = (22 + Tz + 2)?
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« Aufgabe A22 Zeige, dass die beiden Regeln

o Korrektes Wurzelziehen* ‘Tz =52 «—= T'=Soder T =-S5 ‘ und

o ,Division durch einen Term* /Ausklammern | RT = ST <= R =S oder T =0
aus der ,Produkt-Null-Regel” ‘ ST =0 <= S=0o0derT =0 ‘ folgen.

8.8 Verstiandnisfragen

« Aufgabe A23

(a) Erkldren Sie die folgenden Begriffe: Losung einer Gleichung, Umformung, Aquivalenzumformung, lineare
Gleichung

(b) Welche Umformungen sind stets Aquivalenzumformungen?

(c) Zeigen Sie durch zwei Beispiele, dass Quadrieren eine Aquivalenzumformung sein kann, aber nicht muss.
(Meistens ist Quadrieren keine Aquivalenzumformung.)

Was ist die allgemeine Strategie beim Losen von Gleichungen?
Was ist die Strategie beim Losen von linearen Gleichungen?

Wie kann die Losungsmenge einer linearen Gleichung aussehen?

)

)

)

) Was ist ein Parameter?
) Was ist die Strategie beim Losen von Wurzelgleichungen?
) Was ist die Strategie beim Losen von Bruchgleichungen?
)

Welche drei «Tricks» zum Losen von nicht-linearer Gleichungen wurden im Skript erklart?

# Aufgabe A24 Kreieren Sie jeweils eine (gerne auch etwas kompliziertere) Gleichung, die folgende Bedin-
gungen erfiillt:

a) Die einzige Losung ist 42 und « kommt unter einer Wurzel vor.

b) Die einzige Losung ist 42 und  kommt im Nenner eines Bruchs vor.

c¢) Die Gleichung hat genau die Losungen 1 und 2.

d) Die Gleichung hat genau die Losungen 1, 5 und -10.

e) Die Gleichung hat genau eine Losung, ausser wenn der Parameter a = 23 ist.

f) Die Unbekannte x kommt unter einer Wurzel vor und die Gleichung hat keine Losung; die durch Quadrieren
beider Seiten erhalten Gleichung hat aber die Losung 42.

8.9 Repetitionsaufgaben

R Aufgabe A25 Losen Sie die folgenden Gleichungen ‘ mit Diskussion der Spezialfille ‘

a) a(r—1)=6(b+ Tx) b) a(z —3) = zb—2 c) plap+1) =2(1 4 2x)
d) Fiir welche Werte des Parameters p hat die Gleichung p(z +3) =5(p —z) genau eine Losung?

R Aufgabe A26 Losen Sie folgenden Gleichungen ohne Diskussion der Spezialfélle (falls solche Auftreten).

W) VI-Zr=a-1 b) F=b - S =0 0) alz —2) =P
d) Vvz+1=2 e) Vvr+1=0 f) Bz=Za _ Sa-2r

R Aufgabe A27 Ein Quadrat und ein Rechteck haben dieselbe Fliche. Die eine Seite des Rechtecks misst
18 cm, die andere ist um 4 cm kiirzer als die Quadratseite. Wie lang ist die Quadratseite?

Hinweis: Gleichung aufstellen, auf die Form «Term = O» bringen und die linke Seite faktorisieren, indem
man eine Nullstelle errét.
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8.9.1. Es folgen einige Aufgaben zur Wiederholung aus einer alten Version des Algebra-Aufgaben-Buchs und
direkt danach die Losungen. Dies sind alles ®-Aufgaben.

Ich schlage die rot markierten Aufgaben vor - selbsténdiges intelligentes Auswahlen ist aber ausdriicklich
erlaubt und erwiinscht. Welcher Aufgabentyp (Textaufgaben, Wurzelaufgaben, Bruchaufgaben, Ausmultiplizier-
aufgaben) macht mir noch Probleme?

9% a)Vztb=vi-z @Db)V2Z-z=z-38
96 a) \/z(z —4) =2/1—z ®b) 10,40 —z = 40/10 — =
97 a)Vi-a=35 b) vV +8=v2+6
98 a) £2+g:g b) v/z(2—v3)=3—-+3

9 @®a) V3z—v3+z=0

100 a) 449,/22 +9=49
101 a) /32° —50=—g

b) 6/ +7 =8z —9

b) \fo+243— [z =/
b) 2\/£m3—m22m+1

c) \Je?—10z+25=5—=x

102 a) r=23./2° —64 b) 2 +5=1+2 .c)m—d:,!sz—Bﬂf
3 1 1 3 5 11 z-20 2z-1
172 Z = b) ———+2=0 ¢) — — =
6) ¢ 2z oh) 2z 4z l 6 % 5 2z 3z
3 il 11 14 &— 14
178 @ o = — b = =
L g | =B~ 2=3 © = i
2r + 19 47 2x T — 24 T—T z+ 7T
179 = I = ; —
) %2 " +6 Y1 5 5-2 ©) 5216 8z18
T r+1 10 z+3 T —2 x
180 - } - _
al r—3 9-3z ®b) dr+3 422+ 3x )$2—.’r 2 — 1
46 @a) 222 — (2 +3)(z—3)=(z+1)>—22+8

(z+2(x—3)-32x—3)=(z—6)2+2
¢) (x—3)(2zx—5)+4(2—z)+12=2(1 —x)?
d) 2z(x — 5) — (z — 5)% = (z — 10)% + 20z — 125

47 a) (22-32 - (2—5)2-3z(z—-T)+17=0
®Ohb) 5z(z—1)—(2z+3)2—(z—5)(z+3)—6=0
c) (5z —1)? — z[10z — 3(x — 4)] = 182% — 21
d) (22 —3)(3+2z) — [4 —5(z — 1)] - & = 9z?
48 a) (z—D(z—-2)(z—3) - (z — )z —2)(z — 4) = 22
b) (z - 5)(z—4){z—2) — (z —5)(x —6)(zx — 2) = 2z(z — 1)
c) =3P (z+4)—(z—3)(z+4)(z—7) —4dz(z—-1)=0

d) (2z —3)® — (2z — 3)2(2z — 7) = (42 — 8)?
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£
i

129  Eine Treppe hat 22 Stufen. Wiirde jede Stufe um 1.6 ¢m héher gebaut, kdnnten zwei
®  Stufen eingespart werden. Wie hoch ist eine Stufe?

149  Ein Pfosten ist 10.5 m lang. Von seiner Linge befindet sich viermal so viel im Wasser
@ Wie in der Erde und halb so viel iiber dem Wasser wie in diesem. Wie lang ist der aus
dem Wasser herausragende Teil des Pfostens?

166  Flussabwiirts fihrt ein Ledischiff in 12 Stunden ans Ziel. Fiir den Riickweg benétigt es bei
gleicher Leistung drei Stunden mehr. In stehendem Gewiisser wiirde die Geschwindigkeit
18 km/h betragen. Berechne die Geschwindigkeit des Flusses.

139  Patrick und Isabelle haben 600 Niisse gesammelt. Isabelle sagt: “Wenn du mir die Hilfte
@®  deiner Niisse gibst und ich dir darauf einen Drittel der Niisse gebe, die ich dann habe, so
besitzen wir schliesslich gleich viele Niisse.” Wie viele Niisse besassen beide am Anfang?

147 Im Bazar von Istanbul wird um einen Ledermantel gefeilscht. Der Hindler verlangt
umgerechnet 590 Franken, wéhrend der Kéufer nur 410 Franken bezahlen will. Die beiden
einigen sich so, dass der Hindler den Preis um gleich viele Prozente senkt, wie der Kiufer
sein Angebot erhiht. Welches ist der Verkaufspreis und um wie viele Prozente sind beide
von ihren Forderungen abgewichen?

wes)R )7 ¢)3 d)R 5 3
5 172 a) 8 eb) T c) —10
47 a) -is ®b) 0 ¢ 1l d -1
2 ] 7
8 93 by 98 I lﬂon}g b)% ¢) 28, 0
5
. .)_; b () 179 &) —; b)8 c) 49
% a) 2 ohL)s 180 &) —% eb) % c) -2
97 a) —24 b) 4v/3 (6.928)
120 @ 16cm
3
9% o b) 6
* 45 ) 149@ 3m
Wea) 2 b) 64
168 ® 2km/h
100 &) +4 b) 81
139 @ je 300 Niese
101 a) -6 b) 7% c) z<5
147 Fr. 483.80; 18%
102 =) 6v2 (8.485) b) i ec{}
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8.10 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvor-

bereitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

#¥ Diese Aufgaben sind wichtig, um das Verstéindnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und/oder die Theorie in einen

grosseren Kontext zu stellen.

® Losung zu Aufgabe 1 cxnote
Siehe Lehrerversion des Skripts.

‘R‘Lﬁsung Zu Aufgabe 2 ex-lineare-gleichungen-texaufgaben-algebral-s66f-124

(bitte melden, falls ausfiihrliche Losung gewiinscht)

a) 12 b) 39

(4)

c) 40 d) -1,75=-=

> T o2
.k Losung zZzu Aufgabe 3 ex-lineare-gleichungen-texaufgaben-algebral-s66ff-127

7
(bitte melden, falls ausfiihrliche Losung gewiinscht)

> T o2
'k Losung Zzu Aufgabe 4 ex-lineare-gleichungen-texaufgaben-algebral-s66ff-132

8
(bitte melden, falls ausfiihrliche Losung gewiinscht)

R Losung zu Aufgabe 5 cxiinearc-gleichungen-texautgaben-algebral-s668-138
Simones Alter heute: © (gemessen in der Einheit Jahre). In 7 Jahren: « + 7.

Alter Simones Tante heute: 5z. In 7 Jahren: 5x + 7.

(x4+T7)=5x24+7

3x+21=5x+47 | -3z -7
14 =2z [:2
T==x
Simone ist heute 7 Jahre alt.
R Losung zu Aufgabe 6 cx-komplexere-lineare-gleichungen
a) do—5 2w-3_x 6
3 6 2
24z —5)— (2 —3)=3x—6
8¢ —10—-2x4+3=3x—6
6r—T=3x—6 | —3x+7
3r =1 |:3
1
r=—
3
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b) dr(z — 1) = (20— 1) — 1
4o — 4o =42® —dr +1 -1 | — 42 + 4z
0=0
AlsoL=R
c) 83:—3_8—!—31‘:0 .24
8 3

38z —3)—8(8+3x)=0
24x — 9 — (64 +24x) =0
24r —9—64 —24x =0
-73=0

AlsoL =9

> T o2
x Losung zu Aufgabe 7 ex-lineare-gleichungen-texaufgaben-algebral-s66ff-128

Unbekannte Zahl: z, Grundmenge G = N.
Ziffer 3 links hinzufiigen ergibt: 300 + z
Ziffer 3 rechts hinzufiigen ergibt: 10z 4+ 3
Unterschied der Zahlen ist 333, also zwei Moglichkeiten:

300+ z — (102 + 3) = 333 102+ 3 — (300 + z) = 333
297 — 9z = 333 | — 297 9z — 297 = 333 | + 297
-9z =36 |:(=9) 9z = 630 [:9
y=—4 z="70

L = @ (da —4 nicht natiirlich ist). L = {70}. Da nur Aquivalenzumformungen durch-
gefiihrt wurden, ist keine Probe nétig. Um Rechen-
fehler zu entdecken, ist die Probe aber trotzdem
sinnvoll: 703-370=333.

*Lﬁsung zu Aufgabe 8 ex-lineare-gleichungen-texaufgaben-algebral-s66ff-144
Erster Teil des Kapitals in Frankeng: « [Franken]. Jahreszins davon: 0.06zx.

Zweiter Teil des Kapitals: 70350 — x [Franken]. Jahreszins davon 0.05(70350 — ).

0.06z + 0.05(70350 — x) = 4100

0.01z 4+ 3517.5 = 4100 | —3517.5
0.01z = 582.5 | : 0.01
T = 58250

Der zu 6% verzinste Teil betragt 58250 Franken, der zu 5% verzinste Teil 12100 Franken.

R Losung zu Aufgabe 9 cxiincarc-gleichungen-texaufgaben-algebral-s66f-163
Gesuchte in Uhrzeit in Minuten nach 16 Uhr: 2 [min]

Winkel des Minutenzeigers: 6z [°] (da eine Minute einem Winkel von %O = 6° entspricht; Winkelweite ab
Zeigerstellung senkrecht nach oben)

Winkel des Stundenzeigers: 120 + %x [°] (16 Uhr oder 4 Uhr entspricht 120°, pro Stunde 30°, also pro
Minute 0.5°.)

Unterschied der Winkel muss 90 [°] sein. Es gibt also zwei Moglichkeiten:
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Gleichungen

1
62 — (120 + —2) = 90
v = (1204 --x) 120+%m—6z:90

11
120 = 90 | 4120 11 11
2 —— 2 4+ 120 = 90 | =90+ —=
1 910 oA ? 11 11 ?
— = [
2 2 30=—0uz |
420 2 2

= —~b4d
T 11 5.455

Der rechte Winkel entsteht ungefiahr zur Zeit D hte Winkel b fih e
16:38:10.91 (denn 420 = 38 + 2 und 2 - 60 = 166.1(");;; ;;’ inkel entsteht ungefahr zur Zeit
10.90). e

*Lﬁsung zu Aufgabe ].0 ex-lineare-gleichungen-texaufgaben-algebral-s66ff-165
Fahrzeit des Zugs A bis zur Begegnung: x [h]

Fahrzeit des Zugs B bis zur Begegnung:  — - [h]
Zuriickgelegte Strecke von A (s = v - t): 72z [km]
Zuriickgelegte Strecke von B (s = v - ¢): 88 (z — ) [km]

1
T2x + 88 (ac — 4) =120

160z — 22 =120 | +22
160z = 142 | : 160
x = 0.8875h = 53.25 min

Die Ziige begegnen sich nach 53 Minuten und 15 Sekunden, also um 15:53 Uhr und 15 Sekunden.

*Lﬁsung zZu Aufgabe ].]. ex-note-parameter
Siehe Lehrerversion des Skripts.

R Losung zu Aufgabe 12 cxnote-swei-parameter
Gesucht ist in jeder Teilaufgaben eine Punktzahl z, so dass die Gleichung 1+45- 5~ = n fiir die angegebenen Para-
meter «Note» n und «fiir Note 6 nétige Punktzahl» b gilt. Wir 16sen diese Gleichung nach der Losungsvariablen
z auf:

1+5~%:n
b+ 5z =bn
5z =bn —b=b(n—1)
b
xzz(n—l)

Nun l6sen wir die drei Teilaufgaben:
(a) Fiir n =4 und b = 100 ist die benétigte Punktzahl z = %(n —1) =12 (4-1) = 60.
b) Fiir n =5 und b = 30 ist die benétigte Punktzahl z = £ (n — 1) = 3% (5 — 1) = 24.
5 5
(¢) Fiir n = 5.5 und b = 20 ist die benétigte Punktzahl z = & (n — 1) = 22-(5.5 — 1) = 18.

~52‘]'_165111’1g zu Aufgabe 13 cx-gleichungen-mit-parametern-ohne-diskussion

a) qx—x=q2—1
z(¢g—1)=(¢+1)(¢—1) l:(g—1)
r=q+1

19. Marz 2024 14-iii https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

::: Mathematik 1gNP
Gleichungen e ) @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schnarer

b) 2(bz —cz)=z+bz—c
20z —2cz=z+bz—c —z—bz
20z —2cz — z — bz = —
z2(2b—2¢c—1—-0) = —

z(b—2c—1)=—c |: (b—2c—1)
”— C
T hb—2c—1
) (y—3p)* =2y(y+3p) —yly—1)
y? — 6py + 9p* = 2y* + 6py — (y* — )
y? — 6py + 9p> = y* + 6py + y | —y* — 6py —y — 9p°
—12py —y = —9p°
y(=12p — 1) = —9p* |1 (=12p—1)
_ 9w
Y= 9op+1

R Losung zu Aufgabe 14 cx-gleichungen-mit-parametern-mit-diskussion

a) ar+b=3
ar=3—b

Fall 1: Normalfall a # 0. Losung z = =2

Fall 2: Spezialfall a = 0. Unsere Glelchung lautet dann 0 =3 —b.
Fall 2.1: b £ 3. L = 2.
Fall 2.2: b =3. L =R.

b) pr—5=2x+¢q | — 22 +5
pr—2x=q+5
x(p—2)=q+5

Fall 1: Normalfall p — 2 # 0. Losung « = g+g

Fall 2: Spezialfall p — 2 = 0, also p = 2. Unsere Gleichung lautet 0 = g + 5.
Fall 2.1: ¢ # —5. L = @.
Fall 2.2: ¢=—-5. L =R.

c) pPr—pr=p*—1
2 _ .2
z(p” —p)=p~ -1

Fall 1: Normalfall p> —p # 0, d.h. p(p — 1) # 0, d.h. p # 0 und p # 1.

Lésung z = 52 L (D=l _ p+1

p(p—1)
Fall 2: Spezialfall p = 0. Unsere Glelchung lautet 0 = —1, also L = @.
Fall 3: Spezialfall p = 1. Unsere Gleichung lautet 0 = 0, also L=R.

R Losung zu Aufgabe 15 cx-dareimittelwerte-beispicle

(a) Bei Geschwindigkeit vy bendtigt der Velofahrer die Zeit ¢; = - fiir die Strecke s.
Bei Geschwindigkeit v benétigt der Velofahrer die Zeit to = USQ
Insgesamt benétigt er fiir die Strecke 2s also die Zeit t1 +ty = vsl
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betréigt also
2s 2s

2
ti+te =+ L4+ L vg + V1 vy + V2

v2 U1 v2

UDurchschnitt =

Dies ist das harmonische Mittel von v; und vs.

Diesen Ausdruck kann man auch als T i T schreiben, also als Kehrwerte des arithmetischen Mittels
TR
2

der Kehrwerte von v; und vs.

(b) Wéhrend der Fahrt mit Geschwindigkeit v; legt er die Strecke s; = vyt zurilick, wihrend der Fahrt mit
Geschwindigkeit vy die Strecke so = vot. Da er insgesamt die Strecke s; + s in der Zeit 2t zuriicklegt, ist
die Durschschnittsgeschwindigkeit

S1 + 8o o Ult+’l)2t - V1 + Vg

UDurchschnitt = 2t = 2t = 9

Dies ist das arithmetische Mittel von v; und vs.

(c) Antworten stehen bereits oben.

~52‘]:;65111’1g zu Aufgabe 16 ex-gleichungen-mit-wurzeln-und-logarithmen

(a)
%x—%:(%+6)~5 1523
122 — 105 = (102 + 180) - 5
122 — 105 = 50z 4 900
795 = 38z
795
W =X
(b)
V3z +In(7) = In(3)z + V6
V3z —In(3)z = V6 — In(7)
z(V3—1n(3)) = V6 — In(7)
V6 —In(7)
T V3-m@3)
(c)
V3 In(7 3
—T ;) =1In(3)z + V6 |-5-2

2v/3z — 5In(7) = 101n(3)x + 10v/6
2v/3z —101n(3)z = 10v/6 + 51n(7)
(2v3 — 101n(3))z = 10V/6 + 51In(7)
10/6 + 51n(7)
(2v/3 —101n(3))

R Losung zu Aufgabe 17 cciincare-wurzel-gleichungen

a) 3z 1=z -1
3r+1=4r—1 | -3z +1
2=z
Probe:

(linke Seite) = v/3-2+1 =7 < (rechte Seite) = v4-2 — 1 = V/T.
Die fragliche Gleichheit gilt, d.h. L = {2}.
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b) Ve—b=T-u ()
x—5=T-x |+z+5
2r =12 |:2
r =06

Probe: 6 —1=+1=7—6=+1. Also L = {6}.

©) 0=+8—5x—+2xr—6 |+v22 -6
V2r —6=+/8— 5z |()?
2 —6=8—5x |+ 5246
7 =14 |:7
=2

Probe: Die linke Seite v/2-2 —6 = /4 — 6 = +/—2 ist nicht definiert (dasselbe gilt fiir die rechte Seite).
AlsoL={}=2.

d)
10v/40 — z = 4010 — z |: 10
V40 — 2 = 4y/10 — z I(+)?
40 — z = 16(10 — z)
40 — x = 160 — 162 | — 40 + 162
152 = 120 |:15
r =38

Probe: Linke Seite = 104/40 — 8 = 10/32 = 10 - /16 - v/2 = 40+/2, rechte Seite = 40v/2. Also L = {8}.

R Losung zu Aufgabe 18 cxiineare-bruch-gleichungen

a) 5 3z — 10
2% -3 223 |- (22 =3)
S5z = 3z — 10 | — 3z
2z = —10 |2
T = -3

Um zu testen, ob dies auch eine Losung der Ausgangsgleichung ist, miissen wir den Nenner 2z — 3 aus-
rechnen: 2 - (—=5) —3 = —13 # 0. Also L = {-5}.

b) 20 2-10z
= . 2 . - 1
Te—1 1z —2 -2 (fe = 1)
2.-20=2-10z | + 10z
ldz =2 |: 14
L1
7
Nenner-Probe: 7 - % —1=0, alsoist z = % keine Losung der Ursprungsgleichung und damit L = @.
c) 50 5z —10
203 20-3 |- (22 =3)
5z = bz — 10 | — 52
0=-10
L=o
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R Losung zu Aufgabe 19 ex-spesielle-nichtlineare-gleichungen

a)

2z +7)- (52 —8)- (2 +1)=0

Damit das Produkt Null ist, muss einer der Faktoren Null sein:

20+ 7=0
ce_L
)
7
Li={-51}

Und damit: L = {— 1, 5

b)

5 —8=0 oder
L8
5
3
L ={+}

(x+4)(x? —4)=0

Damit das Produkt Null ist, muss einer der Faktoren Null sein:

z+4=0

Und damit: L = {—4, -2, 2}.

c)

oder 22— 4

-2 =0
z(z? =22 +1) =0
r(z—1)>=0

224+1=0
22 =—1
Ly=o2

=4

Damit das Produkt Null ist, muss einer der Faktoren Null sein (wobei ein Faktor zweifach vorkommt):

z=0 oder r—1=0
Und damit: L = {0,1}.
d) z-(z+6)=—9 | +9
> +62+9=0
(x+3)2=0
rz+3=0
T =-3
¢) Varfi=z+1 ()
2o +1=a?+2r+1 | -2z —1

Probe: /T +2-0=0+1, also /1 =1, also 1 = 1, wahre Aussage. Also ist . = {0}.

‘R‘Lﬁsung Zu Aufgabe 20 cx-ausklammern-und-dann-linear
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a) r(x+2) =z —2? | rechts x ausklammern
z(x+2)=z(1l—x)

Nach der Merke-Box vor der Aufgabe (mit 7=z und R =2z +2 und S =1 — z) ist dies gleichbedeutend

zu:
(Man kann es sich auch so merken: Wenn man beide Seiten durch z teilt, kommt =z + 2 = 1 — z heraus; jedoch muss man den Fall x = 0 gesondert
betrachten, denn man darf nicht durch Null teilen.)

r+2=1—-2z oder =0
20 = —1 oder z=0

1
x:—? oder =0

Also L = {—%,O}.
b) (z4+2)(7T—2)=(x—-3)(z+2)
Nach der Merke-Box vor der Aufgabe (mit T =2 +2und R =7 — 2z und S = = — 3) ist dquivalent:

(Per Division durch = + 2 erhalten wir die erste der folgenden Gleichungen, jedoch unter der Bedingung @ + 2 # 0; den Fall * + 2 = 0 muss man separat

betrachten.)

T—x=x-3 oder z+2=0
—2x = —10 oder r=-2
z=25 oder r= -2
Also L = {-2,5}.
c) 1—2?=1-22+2" | links dritte und rechts zweite binomische Formel verwenden

1—2)1+2z)=(1-2x)?

Merke-Box mit T=1—zund R=1+zund S=1— x:

l+z=1-x oder 1—-2=0
2z =0 oder l==x
z=0 oder r=1
Also L ={0,1}.
d) 22 —1=3—-2z— 22 | links dritte binomische Formel, rechts kann (1 — ) ausklammern!

(z4+Dz-1)=01-2)3+=x)
z+1)(-1)l-a)=1-2)3+x)
(—z—1)(1—-2)=1-2)3+ )

Merke-Box mit T=1—zund R=—-2—1und S =3+ z:

—r—1=34+=x oder 1—z=0
—2r =4 oder l==x
r=-2 oder rz=1

Also L ={-2,1}.

*Lﬁsung zu Aufgabe 21 ex-wurzelziehen-und-dann-linear
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b)

(x+3)>=25
(z+3)* =52

Dies ist nach der Merke-Box vor der Aufgabe (mit S =z + 3 und T = 5) gleichbedeutend zu:

r+3=5 oder r+3=-5
r =2 oder r=-8
Also L = {-8,2}.
(x+3)*=-9

Fiir jeden Wert von z ist (z + 3)? als Quadrat nicht-negativ und somit nie —9. Also gibt es keine Losung,
d.-h. L=g2.

(x+3)* =81 | Potenzgesetz links
(e 48 =97
Dies ist nach der Merke-Box mit S = (z + 3)% und T = 9 fquivalent zu:
(x+3)*=9 oder (x+3)?=-9 (rechte Gleichung hat keine Losung)
(z +3)% = 3
Merke-Box mit S =z +3 und T = 3:
z+3=3 oder z+3=-3
z=0 oder T = —6.
Also L = {-6,0}.
(x—3)%=(z+1)?

Geht auch direkt durch Ausmultiplizieren und Ausrechnen, denn dann kann man links und rechts den Term 22 abziehen.

Merke-Box mit S=z -3 und T'=x + 1:

r—3=x+1 oder x—3=—(z+1)
0=14 oder r—3=-x-1
0=1 oder 2 =2
0=1 oder =1

(Die linke Gleichung hat keine Losung.) Also L = {1}.

Geht auch durch Ausmultiplizieren links und ausrechnen, denn die beiden 22 heben sich auf.

(x—2)* =246 +9 | rechts erste binomische Formel

(x—2)* = (z+3)

Merke-Box mit S =2 —2und T = x + 3:

r—2=2x+3 oder r—2=—(z+3)
—-5=0 oder r—2=-x-3
1=0 oder 2r = —1
1
1=0 d -
oder T 5

Also L = {—--} (da links keine Lésung).
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£) (x—1)% (2 +2)? = (2% + Tz + 2)? | Potenzgesetz links
2
((x—1)~(:1c+2)> = (2% + Tz + 2)2

Merke-Box mit S = (z — 1)(z + 2) und T' = 22 + Tz + 2.

(x—1)(z+2) =2+ T +2 oder (x—1)(z+2) = (2% + Tz +2)
P4 —2=a4Tr+2 oder P4 —2=—2%>—Tr -2
—4 = 6z oder 22% + 81 =0
6r = —4 oder 2?2 +4x=0
r=—% oder z(x+4)=0

Auf rechte Gleichung wende die Merke-Box ,,Produkt Null <= einer der Faktoren Null* an:

oder x=0 oder r+4=0

oder z=0 oder T =—4
Also L = {—4,-2,0}.

© .o
X Losung zu Aufgabe 22 cx-konsequenzen-produkt-null

a) ,Korrektes Wurzelziehen®:

7% -5*=0
(T-9)(T+S8)=0
T—S=0oderT+S=0

T2 = 5?2 —
—

Produkt-Null-Regel
—

— T=SoderT=-S
b) ,Division durch einen Term*:
RT =S5T = RT -ST=0
= (R—S)T=0

Produkt-Null-R 1
rocu e R—S=0o0derT=0

— R=SoderT=0

© T .0
X Losung zu Aufgabe 23 cxgleichungen-verstaendnis

# Losung zu Aufgabe 24 ccgicichungen-kreieren
Die vorgeschlagenen Losungen sind moglichst einfach gehalten. Die Gleichungen konnen durch Term- und
Aquivalenzumformungen beliebig “verkompliziert” werden.

a) Va — 42 = 0; Alternative: /z = /42 b) 2 =1 oder dquivalent - = —L-.
Oder %‘Q:Oodcrx—mz -

¢) (z—1)(z—2)=0oder 17(z — 1)?°%*(z — 2)42 =0 d) Naheliegendstes Beispiel (x—1)(x—5)(x+10) =0

e) z(a—23)=1 f) Vo =-v42

[=&

> T oo
R Losung zu Aufgabe 25 cx-glcichungen-mit-parametern-mit-diskussion2
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a) a(z —1) = 6(b+ 7x)
ar —a = 6b+ 42z | —42x +a
ar —42x = 6b+ a
x(a—42) =6b+a
Fall 1: Normalfall a # 42. Lésung = = Slfz% .
Fall 2: Spezialfall a = 42. Eingesetzt: x - 0 = 6b 4 42.
Fall 2.1: 6b4+ 42 =0, d.h. b= —7. Dann L = R.
Fall 2.2: b # —7. Dann L = 2.
b)

a(r —3)=ab—2
axr —3a =xb—2 | 4+ 3a —xb
ar —xb=3a—2
z(a—b) =3a—2
Fall 1: Normalfall a # b. Losung z = 2¢=2-

T
Fall 2: Spezialfall a = b. Eingesetzt: - 0 = 3a — 2.

Fall 2.1: 3a —2 =0, d.h. a = % In diesem Fall: L=R
Fall 2.2: a # % Dann L =@

c) pxp +1) = 2(1 + 2z)
pr4+p=2+4x | —p—4x
p’r—4dr=2—p
a(p® —4)=2-p
Fallllz Normalfall p? — 4 # 0, d.h. p # —2 und p # +2. In diesem Fall ist & = 22 = (p;g;’(f_)m =

~pt2
Fall 2: Spezialfall p = —2. Eingesetzt: -0 =2 — (—2), also 0 = 4, und damit L = &.
Fall 3: Spezialfall p = +2. Eingesetzt: 2 - 0 = 2 — (+2), also 0 = 0, und damit L = R.

Q) pla +3) = 5(p - 2)
px + 3p = 5p — bz | + 52— 3p
pr +bx = 2p
z(p+5)=2p

Diese Gleichung hat genau dann genau eine Loésung, ndmlich ﬁ%, wenn p + 5 # 0, also wenn p # —5.

(Im Fall p = =5 lautet die Gleichung x - 0 = —10, was keine Losung hat.)

*Lﬁsung zu Aufgabe 26 ex-gleichungen-vermischt

a) VI— 2z =x-1 (2 A
1-2z=2>-2zx+1 |+ 2z —1

0=z

z=0

Probe: v/1—-2-0 Zo- 1, also v/1 . —1,also 1 L —1; dies ist falsch. Also L = {} = @.
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b _ _
) 2;_; - ix_“f —0 -2 -1) A
(22 —1)2—4(2—-2)*=0

42* —4x +1— (16 — 16z + 42?) = 0

122 — 15 =0
122 =15 |12

5

Ty

Probe: Einsetzen (miihsam) oder festellen, dass im ersten Schritt mit einer Zahl ungleich Null multipliziert
wurde (jetzt wo man x kennt), und es so tatséichlich eine Aquivalenzumformung war. Also L = {-3-}.

c) a(z —2) = b’z
ar — 2a = b*x | 4+ 2a — bz
ax — b*r = 2a
z(a—b%) = 2a |: (a—b?)
_ 2a
a—b?

(Spezialfall a — b? = 0 nicht diskutiert.)

¢ VVz+1=2 ()2 A

Vr+1=4 | -1
Vi=3 0?2 A
r=9

Probe: VvV9+1=+3+1=+4 29 Das stimmt, also L. = {9}.

° JVi+1=0 (7 A

Vr+1=0 | —1
Ve =-1 [ORN
=1

Probe: v V1 + :\/1+1:\/§750. Also L = @.
Eigentlich hitte man schon bei der vorletzten Gleichung aufhéren kénnen, da eine Wurzel immer eine
positive Zahl oder Null ergibt und diese Gleichung somit keine Losung hat.

) 3i762La _ 3;17(2133 | (z—a) A
3r —2a =3a — 2z | + 2a + 2z
5z = ba |:5
r=a

Probe: Man erhélt in der Ausgangsgleichung eine Division durch Null. Also L = @.

R Losung zu Aufgabe 27 ex-fiacche-quadrat-rechteck
Sei x die Lange der Quadratseite. Das Rechteck hat dann die Seitenlingen 18 und z — 4 (in Zentimeter). Da
Quadrat und Rechteck dieselbe Fliche haben, gilt 22 = 18(x — 4). Ausmultiplizieren und alle Terme auf eine
Seite bringen ergibt
P~ 182 +72=0

Durch Ausprobieren der ganzzahligen Teiler von 72 erhélt man die Losung = 6. Damit kann man die linke
Seite faktorisieren und erhélt
(x—6)(x—12)=0
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Die beiden Lésungen sind als x = 6 und = = 12.
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