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2 Planimetrie Grundlagen

2.0.1. Die Planimetrie («ebene Geometrie», «Geometrie der Ebene») ist die Lehre der in der Ebene liegenden

Figuren. Die Ebene wird als eine Menge von Punkten aufgefasst.

2.1 Definitionen und Notationen

2.1.1. Beachten Sie, dass die Notationen in der Geometrie nicht standardisiert sind. In verschiedenen Lehrmit-

teln werden verschiedene Notationen verwendet.

Wir vereinbaren die folgende Schreibweisen fiir Objekte in der Ebene.
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Punkt (ohne Ausdehnung, bezeichnet mit grossen Buchstaben)

Gerade (beidseitig unbegrenzt, bezeichnet mit kleinen Buchstaben)
Durch zwei verschiedene Punkte gibt es genau eine Gerade.
Eine Gerade ist eine Menge von Punkten.

Der Punkt A liegt auf der Geraden g. D.h. A ist Element der Punktemenge g.
Der Punkt B liegt nicht auf der Geraden g. D.h. B ist nicht Element von g.

Gerade (Punktemenge) durch die Punkte A und B. Z.B. g = AB
(Hier ist vorausgesetzt, dass A und B voneinander verschieden sind.)
Strecke (Punktemenge) zwischen A und B, inklusive der Punkte A und B.

Linge (relle Zahl) der Strecke [AB] (gemessen als Vielfaches einer definierten Einheitslange).
Abstand von P zu g, definiert als die kiirzeste Entfernung von P zu einem Punkt von g.

Zwei Geraden, die keinen Punkt gemeinsam haben, heissen parallele Geraden.
Zu einer Geraden g und einem nicht auf ihr liegenden Punkt P gibt es genau
eine Parallele p durch den Punkt P.

Schnittpunkt S der Geraden g und h. Lies «g geschnitten mit h».

(Hier ist vorausgesetzt, dass die Geraden nicht parallel sind.)

g und h schneiden sich nicht (also g || k). Das Symbol & ist dic leere Menge.
Die beiden Geraden g und h sind identisch.

Manchmal werden identische Geraden ebenfalls als parallel betrachtet.

Halbgerade, die beim Punkt A beginnt und sich durch B ins Unendliche erstreckt.
Winkel mit Scheitel S und Schenkeln [SA und [SB.
Bezeichnung mit kleinen griechischen Buchstaben: z.B. «, S, v, 4, €, ¢, w.

Winkel zwischen g und h, wobei der Winkel mit 0° < <(g, h) < 90° gemeint ist.

Lies: «g senkrecht h»
(g, h) =90°.

Mittelsenkrechte zu den Punkten A, B.
Mittelpunkt der Strecke [AB].

Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r.

Wil’lkelhalbiel‘ende zZu den Geraden g7 h. Da es zwei Winkelhalbierende gibt, muss erkldrt werden, welche gemeint ist.

Paar von Winkelhalbierenden zu den Geraden g, h. Beachten Sie, dass w;h 1 wzh.
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2.2 Grundkonstruktionen mit Zirkel, Lineal und Geodreieck

geometrisches Objekt Grundkonstruktion
mag Gegeben: Punkte Aind B.
1. Wahle r > %AB =7
2. k(A, r) — Kk
3. k’(B, 7“) — ko
4. k‘l N ]{ig — Pl; P2
5. P1P2 — MAB
Map Gegeben: Punkte A und B.

1. ABNmap — Map

Senkrechte (Lot) p zu g Gegeben: Gerade g, Punkt P.

durch P 1. Mit Geodreieck — p
oder
1. Wihler >Pg —r
2. k(P,r)Ng — A, B
3. MmuaB —p

Parallele p zu g durch P Gegeben: Gerade g, Punkt P.

1. Mit Geodreieck (parallele Linien) — p
oder

1. Senkrechte zu g durch P — h

2. Senkrechte zu h durch P — p

Wyh, bzZW. w;h und wsh Gegeben: Sich schneidende Geraden g, h.
1. gnh - S
2. Waibhle einen Radius — 7
3. k(S,r) — k
4. kNng, kNh — (G, H (jeweils ciner der Schnittpunkte)
5. mgn — Wgh, bzw. w;h
6. Optional: Senkrechte zu w;h durch S — wgh

Parallelen py, p2 zu g mit | Gegeben: Gerade g, Lange d.

gegebenem Abstand d 1. Wiahle Peg — P

2. Senkrechte zu g durch P — h

3. k(P d)nNh — Hy, Hy

4. Parallelen zu g durch Hy, H, — p1, p2
Winkel « iibertragen Gegeben: Winkel «, Scheitel S, Schenkel g, h,

zwei Punkte A # B, die eine Halbgerade i = [AB liefern.

1.  Wahle einen Radius —r

2. k(S,r), k(A7) — k1, ko

3. klﬂg,klﬂh *)G,H

5. k’([,@)ﬂk‘g — J1, Jo

6. Ubertragener Winkel « — <BAJy, <BAJ>

R Aufgabe A1l Fiithren Sie alle oben aufgefithrten Grundkonstruktionen durch.

R Aufgabe A2 Erstellen Sie eine Konstruktionsbeschreibung fiir die Konstruktion des Abstands eines
Punktes P zu einer Geraden g.

R Aufgabe A3 Erstellen Sie eine Konstruktionsbeschreibung fiir das Abtragen einer Strecke.

R Aufgabe A4 Konstruieren Sie ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenlénge s = 5 cm und erstellen Sie eine
Konstruktionsbeschreibung.
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R Aufgabe A5 Konstruieren Sie ein regelmassiges Funfeck ABC'DFE gemaéss der folgenden Konstruktions-
beschreibung:

Gegeben: Punkt Z und Radius r (alias Mittelpunkt und Umkreisradius des zu konstruierenden Fiinfecks)

1. k(Z,r) — k

2. Wihle A€k — A

3. Senkrechte zu ZA durch Z =g

4. kng — (G (Wihle einen der beiden Schnittpunkte.)

5. k(MZG7 Mng) Ng — F' (Nimm denjenigen Schnittpunkt, der niher bei Z liegt.)

6. AF von A aus auf k 4 mal abtragen — B, C, D, E
Dass das Ergebnis wirklich ein regelméssiges Fiinfeck ist, wird hier geglaubt.

R Aufgabe A6 «Ubersetzen» und verkiirzen Sie die Konstruktionsbeschreibung « Konstruktion mit Zirkel
und Lineal bei gegebener Seitenlinge», die im Wikipedia-Artikel «Fiinfeck» zu finden ist, in die hier vorgestellte
Kurzschreibweise fiir Konstruktionsbeschreibungen.

2.3 Koordinatensystem

2.3.1. Um ein (rechtwinkliges) Koordinatensystem in der Ebene zu definieren, miissen 3 Dinge festgelegt werden:
o Ein Ursprung (auch Nullpunkt genannt) O (der Buchstabe 'O’).
o Eine Einheitslédnge.
 Eine Richtung fiir die erste Achse (z-Achse).

Die letzten zwei Dinge kénnen z.B. durch die Wahl eines weiteren Punkts X festgelegt werden. Die Einheitsldnge
ist dann OX. Normalerweise erhélt man die y-Achse durch eine Drehung der 2-Achse um 90° im Gegenuhr-
zeigersinn. Die z-Achse OX wird normalerweise horizontal mit positiver Richtung nach rechts und die y-Achse
nach oben eingezeichnet.

# Aufgabe A7  Zeichnen Sie auf kariertem Papier ein Koordinatensystem mit Mittelpunkt in der Blattmitte,
Einheit 2 Hauschen und z-Achse nach rechts, y-Achse nach oben. Zeichnen Sie (in der gegebenen Reihenfolge)
die folgenden Objekte ein:
(a) Punkte A = (8,2), B=(2,-6), C = (—4,—-4)
b) Mittelsenkrechten m 45 und mpce
¢) Schnittpunkt D = map N'mpc. Schitzen Sie die Koordinaten von D ab.
d) Strecke AB, Angabe der Linge ¢ = AB (in Einheitslingen!). Kénnen Sie die Linge auch berechnen?
e) Kreis k1 = k(D, DA). Was stellen Sie fest? Kénnen Sie Thre Feststellung beweisen?

o~ TN —~

f

—~

) E = Map und ko = k(E, EA).

) Messen Sie die Dreieckswinkel o = <CAB, § = <ABC und v = <BCA. Berechnen Sie deren Summe.
Was sollte das Ergebnis sein? Warum ist dem eher nicht so?

Strecken a = BC, b= AC, c= AB

) F=mapnec. Gilt F € ko7 Ist das Zufall oder kénnen Sie das beweisen?

j) Ist DF = AF? Gilt das auch, wenn man die Punkte A, B, C etwas anders withlt?

—~
o

—
—_
Nas

~
—

« Aufgabe A8 Gegeben sind zwei verschiedene Punkte A und B der Ebene.
Erinnerung: Die Mittelsenkrechte m 4 p ist definiert als die Senkrechte zur Geraden AB durch den Mittelpunkt M = My p.
Sei P ein beliebiger Punkt der Ebene. Zeige (jeweils mit dem Satz des Pythagoras):

(a) Gilt P € mag, so folgt PA = PB.

(b) Gilt PA = PB, so folgt P € map.
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2.4 Geometrische Orte (auch geometrische Orter)

2.4.1. Ein geometrischer Ort ist eine Menge von Punkten, die eine bestimmte «geometrische» Figenschaft
haben, bzw. eine bestimmte «geometrische» Bedingung erfiillen. In der konstruktiven Geometrie sind geometri-
sche Orte normalerweise Geraden oder Kreise.

Objekte der konstruktiven Geometrie als geometrische Orte

Die folgende Tabelle zeigt, wie man Mittelsenkrechte, Winkelhalbierende etc. als geometrische Orte verstehen
kann.

geometrisches Objekt Beschreibung als geometrischer Ort

Mittelsenkrechte m 4 p Gegeben sind zwei Punkte A # B.
map ist die Menge aller Punkte P, fiir die gilt: PA = PB.

Kurz: map = {P | ﬂ = ﬁ} Beweis: Siehe Aufgabe 8.

o Kreis ]{(M, T) Gegeben sind ein Punkt M und eine Lange r.

S5 k(M, 7“) ist die Menge aller Punkte P, fiir die gilt: MP = r.
Kurz:%k(M,T) = {P ‘ PM = 7“}

& Winkelhalbierendenpaar Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden g # h.
W, Wy,
& w;h U wgh ist die Menge aller Punkte P, fiir die
gilt: Pg = Ph.

Kurz: & w;h U wgh = {P| Pg= Ph}.

AN Mittelparallele Mgh Gegeben sind zwei parallele Geraden g # h.

= mygp, ist die Menge aller Punkte P, fir die gilt:
Pg = Ph.

Kurz: & Mgp = {P | Pg = Ph}.

Parallelenpaar zu g im Abstand d | & Gegeben:&erade g, Lénge d
Kurz: {P | Pg =d}

2.4.2. Geometrische Orte werden sehr oft zur Konstruktion von Punkten (oder Punktemengen) verwendet, die
mehrere Bedingungen erfiillen sollen.

Beispiel 2.4.3. Gegeben sind zwei Punkte A, B mit AB = ¢ = 5. Gesucht ist ein Punkt C mit AC = b = 4
und BC = a = 3.

1. k(Ab) — ki: 1.g.0.f. C  Erster geometrischer Ort fir C

2. k(B,a) — k3:2.g01£C

3. kiNky — Cqp, Co

Der Punkt C muss gleichzeitig zwei Bedingungen erfiillen. Konstruktiv geht man so vor, dass man alle Punkte

konstruiert, die eine Bedingung erfiillen (in diesem Fall je ein Kreis), die geometrischen Orte. Der Schnitt dieser
Orte ergibt dann die Punkte, die beide Bedingungen erfiillen.

R Aufgabe A9 Zeichnen Sie ein Koordinatensystem mit Einheit 2 Haduschen und mindestens je 6 Einheiten
nach oben und unten.

Gegeben sind die Punkte A = (—4,—-3), B = (2,0) und C' = (0, 2). Daraus ergeben sich die Geraden g = AB
und h = BC.

a) Konstruieren Sie alle Kreise, die g und & berithren und durch C' gehen.

b) Konstruieren Sie die Punktemenge {P | AP = C'P und Pg < Ph} und heben Sie diese farblich hervor.

¢) Konstruieren Sie die Punktemenge {P | PB < PC und Pg > Ph} und heben Sie diese farblich hervor.
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R Aufgabe A10 Auf einer Wiese ist eine Ziege am Punkt P = (1,—2) mit einer Leine der Lange ¢ = 6.5
angebunden. Auf der Wiese steht ein Haus mit quadratischem Grundriss der Seitenldnge 3 mit je einer Seite
auf einer positiven Achse.

Konstruieren Sie die Menge aller Punkte, die die Ziege erreichen kann.

R Aufgabe A1l Gegeben sind die Geraden g durch A = (4,—2) und B = (7,2) und die Parallele h zu g
durch den Punkt C(—1, —0.5). Weiter ist der Punkt P(6,3.5) gegeben. Konstruieren Sie alle Kreise, die g und
h beriihren und durch P gehen. Schétzen Sie die Koordinaten der Mittelpunkte der Kreise ab.

R Aufgabe A12 Gegeben sind die Gerade ¢ = G1G2 mit G; = (—1,-1) und G5 = (4,1) und der Punkt
A = (0,2). Konstruieren Sie alle Kreise, die g in G beriihren und durch A gehen.

R Aufgabe A13  Gegeben sind
o der Kreis k = k(M,r) mit M = (1,—1) und r; = 3 und
o die Gerade g = G1G2 mit G; = (—1,—1) und G5 = (4,1).
(a) Konstruieren Sie alle Kreise mit Radius ro = 1.5, die k& und g beriihren.
(b) #Welche Anzahl Losungen sind moglich, je nach Wahl der Lage und Grossen der gegebenen Objekte?

R Aufgabe A14 Zeichnen Sie ein Koordinatensystem mit 7 Einheiten nach oben und 1 Einheit nach unten.
Gegeben ist der Punkt B = (0,2). Wir bezeichnen die z-Achse mit £.
(a) Konstruieren Sie alle Punkte P, fiir die PB = Pl = 6 gilt.
(b) Konstruieren Sie alle Punkte P, fiir die PB = P{ = 5.5 gilt.
(c) Fiir jeden halbzahligen Wert d zwischen 1 und 5 (also d =1,d = 1.5, ..., d = 4.5, d = 5): Konstruieren
Sie alle Punkte P, fiir die PB = Pl = d gilt.
(d) Beschreiben Sie die folgende Menge in Worten:

{P € Zeichenebene | PB = P(}

(e) Skizzieren Sie diese Menge.

R Aufgabe A15  Gegeben sind By = (—4,0) und By = (4,0).
(a) Fiir jeden ganzzahligen Wert von d zwischen 1 und 9 (also fird=1,d=2,d=3, ..., d=09):
Konstruieren Sie alle Punkte P, fiir die gilt:

PB;+ PBy =10 und PB; =d

(b) Skizzieren Sie die Punktemenge
(P | PB; + PB; = 10}

(¢) Beschreiben Sie diese Punktemenge in Worten.
(d) Mit welchen Hilfsmitteln konnte man diese Punktemenge relativ einfach zeichnen?

R Aufgabe A16 Sie stehen auf dem Punkt Q@ = (—2,-1), die Strecke [ByBs] mit B; = (—3,0) und

By = (3,0) ist eine uniiberwindbare Mauer. Welche Punkte hinter der Mauer (d.h. oberhalb der Geraden B Bs)

haben die Eigenschaft, dass sie von @) gleich weit entfernt sind, egal, ob man die Mauer bei B; oder By umgeht?
Waéhlen Sie das Koordinatensystem mit mindestens 2 Einheiten nach unten und 6 Einheiten nach oben.

(a) Konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal (ohne Verwendung von Massangaben auf dem Lineal oder Geo-
dreieck) denjenigen Punkt X auf [ByBs], der die obige Eigenschaft hat.

(b) Konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal mindestens 5 weitere Punkte oberhalb der Geraden B By mit der
obigen Eigenschaft.

(c) Skizzieren Sie, wie die Menge aller Punkte mit der obigen Eigenschaft aussieht.

(d) Geben Sie die Menge aller Punkte mit der obigen Eigenschaft in beschreibender Form an (mit moglichst
wenig Text).

R Aufgabe A17 Gegeben sind A = (—6,0) und B = (0,0).
(a) Skizzieren Sie den geometrischen Ort (= die Menge) aller Punkte P in der Zeichenebene, die von A doppelt
so weit entfernt sind wie von B.
(b) Geben Sie diese Menge in beschreibender Form an.
(¢) Haben Sie eine Vermutung, wie man diesen geometrischen Ort alternativ beschreiben kann?
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— Definition 2.4.4 Parabel

= Gegeben ist eine Gerade ¢, genannt Leitlinie, und ein Punkt B, genannt
Brennpunkt.

Dann ist die zugehorige Parabel p der geometrische Ort aller Punkte P, die
denselben Abstand zu der Leitlinie wie zu dem Brennpunkt haben.

p={P|PB=rit}

Der Scheitel der Parabel ist der Schnittpunkt S der Parabel mit dem Lot
zu ¢ durch B.

P
P BP
B _
P/l
S
4 n ul

Ausblick 2.4.5. Die Wurfbahn eines Balles ist eine Parabel (wenn man vom Luftwiderstand absieht).

Ausblick 2.4.6. Eine Parabel hat die Eigenschaft, dass alle Strahlen, die senkrecht (in unserer Abbildung
von oben) zur Leitlinie einfallen, zum Brennpunkt reflektiert werden. Dreht man eine Parabel um ihre Symme-

trieachse, entsteht ein Paraboloid. Parabolantennen (Satellitenschiisseln) sind Paraboloide mit der Antenne im
Brennpunkt.

—— Definition 2.4.7 Ellipse

= Gegeben sind zwei Punkte B und Bs, die man als Brennpunkte bezeich-
net, und eine Entfernung d (mit d > B Bs).

Dann ist die zugehorige Ellipse e der geometrische Ort aller Punkte P,
fir die die Summe der beiden Abstdnde zu den Brennpunkten d betragt
(«konstante Abstandssummey ).

¢ ={P|PB; + PB, =d}
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Ausblick 2.4.8. Eine Ellipse hat die Eigenschaft, dass alle Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen, auf
den anderen Brennpunkt reflektiert werden.

Ausblick 2.4.9. Umlaufbahnen von Planeten sind in sehr guter Ndherung Ellipsen, wobei die Sonne in einem

Brennpunkt steht. Dasselbe gilt fiir viele Kometen; beispielsweise hat der Halleyschen Komet, dessen Umlaufzeit ca. 75 Jahre betrigt, eine extrem

langgestreckte Ellipsenbahn.

—— Definition 2.4.10 Hyperbel

Gegeben sind zwei Punkte By und Bs, die man als Brennpunkte bezeichnet, und eine Entfernung d (mit
d< BlBg).

Dann ist die zugehorige Hyperbel h der geometrische Ort aller Punkte P, fiir die die Differenz der beiden
Abstéinde zu den Brennpunkten betragsmaéssig d betrdgt («konstanter Abstandsunterschiedy).

h:{P"PBl—PBQ|:d}:{P|PBl—PBQZdOderPBQ—PBl:d}

Verlangt man nur die Bedingung PB; — PBy = d bzw. PBs— PB; = d, so erhilt man einen Hyperbel-Ast.

Ausblick 2.4.11. Eine Hyperbel hat zwei Asymptoten, d.h. zwei Geraden (in der Skizze oben gestrichelt),
denen sich die Kurve immer mehr annahert.

Ausblick 2.4.12. Eine Hyperbel hat die Eigenschaft, dass alle Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen,
so reflektiert werden, als kéimen sie vom anderen Brennpunkt.

Ausblick 2.4.13. Die Bahn eines Himmelskorpers, der zu schnell unterwegs ist, um in eine (ellipsenformige)
Umlaufbahn einzuschwenken, ist eine Hyperbel.

R Aufgabe A18 Gegeben ist eine Strecke [AB] und eine Lange . Was ist der geometrische Ort aller Punkte
C, fiir die der Umfang des Dreiecks AABC' gleich ¢ ist? Was fiir Bedingungen muss ¢ erfiillen?

K Aufgabe A19 Gegeben ist eine Gerade g und ein Punkt P. Was ist der geometrische Ort der Kreiszentren
Z all derjenigen Kreise, die g beriithren und durch P gehen,

(a) wenn P ¢ g gilt?

(b) wenn P € g gilt?
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# Aufgabe A20 Beim Drucken einer Parabel p und ihrer Leitlinie ¢ ging durch einen Druckfehler ein Teil
der Parabel verloren (siehe Skizze unten). Konstruieren Sie direkt auf dieses Blatt den Brennpunkt der Parabel
und den Scheitelpunkt S der Parabel (der Punkt der Parabel, der am néichsten an ¢ ist).

# Aufgabe A21 Gegeben ist eine Ellipse e sowie ihre Symmetrieachsen g und h (siehe Skizze unten).
Konstruieren Sie die Brennpunkte der Ellipse e direkt auf dieses Blatt.

Hinweis: Die Konstruktion ist extrem einfach. Die Schwierigkeit dieser Aufgabe liegt darin, die ndtigen
geometrischen Uberlegungen zu fiihren und sauber zu dokumentieren..

Zusammenfassung Kegelschnitte

2.4.14. Der Schnitt eines Doppelkegels mit einer Ebene ist entweder eine Parabel, eine Ellipse oder eine Hy-
perbel (abgesehen von Spezialfillen). Deswegen nennt man diese Gebilde Kegelschnitte. Ich erkléare dies gerne
mit Hilfe geometrischer Modelle, die unsere Schule besitzt (vgl. Wikipedia: Dandelinsche Kugel).

Kurve gegeben geometrischer Ort Reflexionseigenschaft
Parabel Brennpunkt B, Leitlinie £ {P ‘ PB = Pg} Senkrecht zur Leitlinie einfallende Strahlen werden
zum Brennpunkt hin reflektiert.
Ellipse Brennpunkte B;, Ba, Ab- {P ‘ PBl + PB2 = d} Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen, wer-
standssumme d > Bj By den zum anderen Brennpunkt hin reflektiert.
Hyperbel Brennpunkte B, B2, Ab- {P ‘ |PB1 — PBQ| = d} Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen, wer-
standunterschied d < B1 Ba den so reflektiert, als kimen sie vom anderen Brenn-
punkt.
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2.5 Winkel

Die Schreibweise <ASB meint den Winkel mit Scheitel S und den B A son. Drelsinn
Halbgeraden [SA und [SB als Schenkeln, den man erhélt, wenn <ASB

man den Strahl [SA im Gegenuhrzeigersinn (= dem mathe- C
matisch positiven Drehsinn) dreht, bis man beim Strahl [SB

ankommt.

<BSA

Scheitel- und Nebenwinkel

Axiom:

Scheitelwinkel sind & gleich gross:
a=~und  =9.

Folgerung:
o.
Nebenwinkel ergéinzen sich zu & 180°:

a+B=B+7=7+0=0+a=180°

Winkel an Parallelen

Axiom:

Stufenwinkel sind & gleich gross:
a=c¢, =, v=1und § = w.
Erginzungswinkel ergéinzen sich zu & 180°:
a+p=a+w=180°,

e =+ =180°,
p=v4+w= 1800,

e =0+ = 180°.

+ 4+ +

B
7
Y

Wechselwinkel (= Scheitelwinkel von Stufenwinkeln) sind gleich gross, z.B. o = 1.

Folgerung:
Kriterium fiir Parallelitit von Geraden

Sei eine Gerade h gegeben, die zwei Geraden g und
¢’ schneidet, und seien o und o’ zwei «sich entspre-
chende» Winkel wie in der Skizze rechts.

Dann folgt aus « = o', dass die beiden Geraden g
und ¢’ parallel zueinander sind.

Standard-Bezeichnungen in Dreiecken

Wenn nicht explizit anders vereinbart, verwenden wir in
einem Dreieck die folgenden Bezeichnungen:

A B, C Eckpunkte, normalerweise im Gegenuhrzeigersinn
(= mathematisch positivem Drehsinn) benannt

a, b, c Seiten, gegeniiber von A liegt a etc.

a, B,y Innenwinkel an den entsprechenden Eckpunkten.

We, WG, Wey Winkelhalbierende der entsprechenden Winkel.

ha, hy, he Hohen auf die entsprechenden Seiten

(nicht eingezeichnet)

M,, My, M, Seitenmittelpunkte (nicht eingezeichnet)

Mg, mp, m.  Mittelsenkrechten der entsprechenden Seiten
(nicht eingezeichnet), z.B. m, = mpc

Sa, Sb, Se Seitenhalbierende oder Schwerlinien der
entsprechenden Seiten (nicht eingezeichnet),
z.B. s, = AM,
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R Aufgabe A22 Beweisen Sie mit Hilfe der oben genannten Eigenschaften von Neben-, Scheitel-, Stufen-
und Ergénzungswinkeln, dass die (Innen-)Winkelsumme in jedem Dreieck 180° betragt.

Hinweis: Zeichne eine geeignete parallele Gerade zu einer Seite ein.
Gleichschenklige Dreiecke

Ein Dreieck heisst genau dann gleichschenklig, wenn zwei B
Seiten gleich lang sind. Die gleich langen Seiten nennt man '
Schenkel, die dritte Seite heisst Basis. Die beiden Winkel c

zwischen Basis und Schenkeln sind dann gleich gross (also
a = (3 in der Zeichnung rechts).

Umgekehrt gilt auch: Wenn in einem Dreieck zwei Winkel
gleich gross sind, so ist das Dreieck gleichschenklig.

<

A

Gleichseitige Dreiecke

Ein Dreieck heisst genau dann gleichseitig, wenn seine drei Seiten gleich lang sind. Dann sind auch alle
Winkel gleich 60°. Umgekehrt gilt auch: Sind alle Winkel in einem Dreieck gleich gross (nédmlich 60° wegen der
Winkelsumme im Dreieck), so ist das Dreieck gleichseitig.

® Aufgabe A23 Wie gross ist jeweils der Winkel «?

Hinweis: Die Kreisbogen sollen andeuten, dass gewisse Absténde gleich sind (etwa DA = DC in Teilaufgabe
(a) und DA = DB = DC in Teilaufgabe (c)).

Bemerkung: Die angegebenen Winkel stimmen teilweise micht, damit Sie nachdenken, anstatt Winkel mit
dem Geodreieck zu messen.

a) D C b) c) D, ¢ 4

92°

Il T
AI i IB AI 1 IB A\’/B

R Aufgabe A24 Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden. Zeigen Sie, dass die beiden zugehorigen
Winkelhalbierenden senkrecht aufeinander stehen.

R Aufgabe A25 Gegeben ist ein gleichschenkliges Dreieck mit o« = 8 (unter Verwendung der Standard-
Bezeichnungen). Finde in jedem der folgenden vier Félle heraus, wie gross « ist.

a)y=40° b)y=3a ¢)f+y=140° d)a=x

R Aufgabe A26  Beweisen Sie: In jedem AABC gilt <(wa,wp) = 90° — - bzw. <(wa, wg) = 90° + -

Die zwei méglichen Wahlen dieses Winkels ergidnzen sich zu 180°.

® Aufgabe A27

Ein Lichtstrahl wird an den beiden Schenkeln eines Winkels o
reflektiert. Dabei gilt das Reflexionsgesetz aus der Physik:

Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel.

Unter welchem Winkel ¢ schneiden sich der einfallende und der
ausfallende Lichtstrahl? Hinweis: Fihren Sie die Hilfswinkel 5 und
v @m Dreieck mit dem Winkel o ein.
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R Aufgabe A28

Gegeben ist eine Strecke [AB] und ein Winkel 8 mit Scheitel B und
Schenkeln AB und a. Es wird folgende Konstruktion ausgefiihrt:

1. MAB — M
2. k(M,MA)  —t
3. ant = C

4. k(C,CM)nt — D
a) Berechnen Sie v = <BCD in Abhingigkeit von .
Hinweis: Untersuchen Sie das Dreieck AMCD.
b) Fiir welchen Winkel g gilt CD || AB?
Hinweis: Dies benotigt das Kriterium fiir Parallelitdt von Geraden.

® Aufgabe A29

Gegeben ist eine Strecke [AB] und ein Winkel 8 mit Scheitel B und
Schenkeln AB und a. Es wird folgende Konstruktion ausgefiihrt:

1. Map — M

2. k(M,MA) =t

3. ant - C

4. 1l zuadurch M —p

5. pNt — D
a) Berechnen Sie v = <BCD und p = <DMC in Abhingigkeit A M |B
von f.

2.6 Kreiswinkelsitze

R Aufgabe A30 Entdecke die Aussagen der unten erkliarten Kreiswinkelsétze selbst!

(a) Wahle zwei Punkte A und B, deren Abstand 10 cm betrigt.
(i) Markiere mindestens 10 Punkte P, fiir die <APB = 90° gilt.
Empfohlenes Vorgehen: Stelle dir vor, dass sich zwei Stecknadeln an den Punkten A und B befinden.
Nimm dein Geodreieck als «Schablone fiir einen 90°-Winkel» und bewege es so, dass sich seine beiden
Katheten entlang der Stecknadeln bewegen.
(ii) Stelle eine Vermutung auf, wie die Menge { P € Zeichenebene | <APB = 90°} aussieht.
(b) Wéhle nun zwei Punkte A und B mit Abstand 7 cm.
(i) Markiere mindestens 10 Punkte P, fiir die <APB = 45° gilt.
Empfohlenes Vorgehen: Verwende wieder das Geodreieck als «Schablone fiir einen 45°-Winkel».

(ii) Stelle eine Vermutung auf, wie die Menge { P € Zeichenebene | <APB = 45°} aussieht.

(iii) Falls du bei der vorigen Teilaufgabe einen Kreis oder Kreisbogen vermutet hast: Konstruiere sei-
nen Mittelpunkt M. (Hinweis: Aus drei verschiedenen Punkten eines Kreises kann man leicht den
Mittelpunkt konstruieren.) Miss den Winkel <AM B. Fallt dir etwas auf?

(c) Wahle einen beliebigen Winkel « zwischen 10° und 80° (mit o # 45°). Ersetze in der vorigen Teilaufgabe
den Winkel 45° durch den Winkel o und 16se die Aufgabe.

Hinweis: Du kannst dir entweder eine Kartonschablone fiir deinen Winkel « basteln oder die entsprechen-

den Punkte P auch wie folgt ermitteln: Lass von A einen Strahl ausgehen. Finde auf diesem Strahl einen

Punkte P mit <APB = «; Hinweis zu Letzterem: Winkelsumme im Dreieck ABP. Alternative: Trage

in einem beliebigen Punkt des Strahls den Winkel v ab und konstruiere die Parallele zu seinem anderen

Schenkel, die durch B geht.

Thales-Kreis (bzw. Thales-Halbkreis)

—— Definition 2.6.1 Thales-Kreis bzw. Thales-Halbkreis

Sind zwei verschiedene Punkte A und B gegeben, so heisst
der Kreis k(Map; $AB) Thales-Kreis. Seinen Kreisbogen von
B nach A (im mathematisch positiven Drehsinn) nennen wir
Thales-Halbkreis tiber der Strecke [AB], vgl. die Zeichnung

reChtS. Letztere Bezeichnung habe ich bisher nirgends gelesen, obwohl sie mir sehr niitzlich

erscheint. AI MAB ' B
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—— Satz 2.6.2 von Thales samt Umkehrung

Gegeben ist ein Dreieck ABC. Dann gelten:
(a) Satz von Thales: Wenn der Punkt C' auf dem Thales-Halbkreis iiber der Strecke [AB] liegt, so hat das
Dreieck einen rechten Winkel bei C'.
(b) Umkehrung des Satzes von Thales: Hat das Dreieck bei C' einen rechten Winkel, so liegt C' auf dem
Thales-Halbkreis iiber der Strecke [AB], d.h. mit anderen Worten ist M4p der Umkreismittelpunkt
des Dreiecks ABC.

Beweis. (a) Beweis von C € (Thales-Halbkreis) = v = 90°.
= Gelte C' € (Thales-Halbkreis).

MA=MB=MC
= NAMC und AM BC' gleichschenklig.
3 =v=a+p.

a 0° Winkelsumme

Al M =Map B =18 = atf+y=7+7=27.
Division durch 2 liefert 90° = ~.

(b) Beweis von v = 90° = C € (Thales-Halbkreis).

Gelte <ACB = 90° (Zeichnung bewusst falsch).

Sei C’ der Schnittpunkt des Thales-Halbkreises mit der Ge-
raden AC. Zeichne [BC'] ein.

Satz von Thales: <AC’'B = 90°.

Die Gerade AC schneidet BC und BC' im selben Winkel
90°, also sind BC und BC’ parallel (Kriterium fiir Par-
allelitdt von Geraden, siehe Abschnitt 2.5); genauer gilt
A\ }B BC = BC’, da beide Geraden durch den Punkt B gehen.
Es folgt C = C’ (da beide Punkte auf AC und auf BC = BC’ liegen). Nach Konstruktion liegt C’ auf
dem Thales-Halbkreis. Also hat auch C' = C’ diese Eigenschaft.

[
Satz 2.6.3 Umformulierung des Satzes von Thales samt Umkehrung als Gleichheit von Mengen

Sind zwei beliebige, aber verschiedene Punkte A und B gegeben, so ist der zugehorige Thales-Halbkreis der
geometrische Ort aller Punkte P, von denen aus die Strecke [AB] unter einem Winkel von 90° erscheint, in
Formeln

Thales-Halbkreis = {P € Zeichenebene | <APB = 90°}

Beweis. Die Inklusion C ist Teil (a) von Satz 2.6.2, die Inklusion D ist Teil (b). O

Merke 2.6.4

Gegeben ist Kreis k = k(Z,7) und ein Punkt B auf diesem Kreis. Die Tangente an k im Punkt B ist die
Senkrechte zu ZB durch B; diese Gerade hat die Eigenschaft, dass sie k in genau einem Punkt, ndmlich
B, schneidet; in anderen Worten ist die Tangente diejenige Gerade, die k im Punkt B beriihrt (lateinisch
tangere = beriihren).

R Aufgabe A31 Gegeben ist ein Kreis k = k(Z,r) und ein Punkt P ausserhalb von k. Konstruieren Sie
alle Tangenten an k durch P.

# Aufgabe A32 Anschaulich: Eine Leiter lehnt fast senkrecht an einer Wand (= der y-Achse) und rutscht
dann langsam ab, bis sie am Boden (= der z-Achse) liegt. Welche Kurve beschreibt der Mittelpunkt der Leiter?

Abstrakt: Wahlen Sie einen beliebigen Punkt A auf der a-Achse (A ist der Fusspunkt der Leiter) und (falls
moglich) einen Punkt B auf der y-Achse mit AB = 6 (= Léinge der Leiter) und markieren Sie M4p. Wenn
A variiert, was ist der geometrische Ort aller Punkte M 4p, die man auf diese Weise erhélt? Stellen Sie eine
Vermutung auf und beweisen Sie diese.
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R Aufgabe A33 Gegeben sind zwei Kreise k; = k(Z1,r1) und ko = k(Z2,79) mit Z; = (—=3,1) und r; = 3
und Z; = (4, —3) und ro = 1.5. Konstruieren Sie alle 4 Geraden, die beide Kreise beriihren.

Hinweis: Vergréssert oder verkleinert man die Radien beider Kreise um die gleiche Ldinge, so verschieben
sich gemeinsame Tangenten parallel. Vergrissern, bzw. verkleinern Sie einen Kreis so, dass der andere zum
Punkt wird. Machen Sie erst eine Skizze, um die Situation zu verstehen.

# Aufgabe A34 In einem allgemeinen Dreieck AABC sei H, bzw. H; der Hohenfusspunkt der Hohe h,
bzw. hy auf der (Verlangerung der) Seite a bzw. b. Zeigen Sie, dass das Dreieck AM 4p H, H}, gleichschenklig ist.

Sitze iiber Zentri-, Peripherie- und Sehne-Tangente-Winkel

—— Definition 2.6.5

Seien A und B zwei verschiedene Punkte auf einem Kreis k& mit
Mittelpunkt M. Dann bezeichnen wir
o den Kreisbogen von A nach B (im mathematisch positiven

[
DrehSlnn) alS ‘(4.B7 blau gefarbt; gebogener Pfeil iiber AB dort zu ergédnzen

e den Kreisbogen von B nach A als BmA. rot gefarbt
Wir nennen
o die Strecke s = [AB] eine Sehne im Kreis k. Allgemein
heisst jede Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten eines
Kreises Sehne.
o den Winkel 4 = <AMB Zentriwinkel (oder Mittel-

m
punktswinkel) tiber dem Kreisbogen AB (oder iiber der
Sehne [AB]).

e fiir jeden Punkt P € BAA den Winkel ¢ = <APB Periphe-
riewinkel (oder Umfangswinkel) bei P {iber dem Kreisbo-

gen AB (oder iiber der Sehne [AB]).
In der Zeichnung sind ausserdem die Tangente t4 an den Kreis k im Punkt A und die Tangente ¢t an den

Kreis k im Punkt B eingezeichnet. Interessant sind die beiden Winkel zwischen Sehne s = [AB] und diesen
Tangenten. Wir nennen den Winkel

¢ 74 Sehne-Tangente-Winkel bei A zum Kreisbogen AB;

e 7B Sehne-Tangente- VV inkel bei B zu AB Gemeint ist beide Male der Winkel, der den blauen Kreisbogen Ar}a «enthélty.

— Satz 2.6.6 Kreiswinkelsitze

Gegeben seien zwei beliebige Punkte A # B auf einem beliebigen Kreis k mit Mittelpunkt M.

Sei P € BA ein beliebiger Punkt und seien p = <AM B, ¢ = <APB und 74 und 75 wie in Definition 2.6.5.

Dann gelten

1
p=SH=Ta=Tp oder gleichbedeutend w=2p=2714 =27p

In Worten:
(1) Peripheriewinkel-Satz: Alle Peripheriewinkel tiber einem fixierten Kreisbogen sind gleich gross,
némlich halb so gross wie der entsprechende Zentriwinkel. (Denn unabhéngig von der Wahl des Punktes

Y%
P e BA gilt <APB =y = %u und der Zentriwinkel p hangt offensichtlich nicht von P ab.)
(2) Sehne-Tangente-Winkel-Satz: Die beiden Sehne-Tangente-Winkel sind gleich gross und genauso
gross wie jeder Peripheriewinkel iiber dem zugehérigen Kreisbogen.

(3) Zentriwinkel-Satz: Der Zentriwinkel iiber dem Kreisbogen AB ist doppelt so gross wie jeder Peri-
pheriewinkel /wie jeder der beiden Sehne-Tangente-Winkel.

2.6.7. Beachte: Der Peripheriewinkel-Satz liefert den Satz von Thales 2.6.2.(a) als Spezialfall: Wenn die Sehne
[AB] ein Durchmesser ist (also durch den Mittelpunkt M des Kreises geht), so betrégt der Zentriwinkel 180°
und somit jeder Peripheriewinkel % = 90°.
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Beweis. Zu zeigen ist

w=2p =214 =278
Wir verbinden P mit M und verwenden die Winkel ¢, w2, ¢!, ©5, 01 und 02 (siehe Zeichnung).
= Offensichtlich gilt

© = @1+ P2
Gleichschenklige Dreiecke:
NABM, NAMP, ANBPM
Also
01=10s,  p1=¢1, 2=

Winkelsumme in den Dreiecken ABM
und ABP:

§1400+1 B 180° 2 481409+ +01+0o

Subtrahiere d; und do auf beiden Seiten:

siche oben siehe oben

p=oi+ e+ o+ =" oot o1+ T oo =2p

Damit ist der Peripheriewinkel-Satz bewiesen.

Die Tangente t4 bzw. tp steht senkrecht auf dem Radius M A bzw. M B:

01+ 74 = 90° bzw. 09 + 78 = 90°
Wegen 6; = 4§ folgt
TA:900—(51:900—52:TB

d.h. die beiden Sehne-Tangente-Winkel sind gleich.

Nochmals Winkelsumme im Dreieck ABM:

,LL:1800—51—52:900—51+900—52:TA+7—B:27_A:27_B

:TA:TB :TB:TA

O

2.6.8. Genaugenommen muss man die Kreiswinkelsédtze noch in den beiden folgenden Fillen beweisen. Die
Argumentation geht fast genauso wie in dem obigen Beweis.
Das Dreieck Der betrachte;‘gve

ABM ist nicht Kreisbogen AB
im Dreieck ist linger als der
ABP enthalten. halbe Kreisum-
fang; mit ande-
ren Worten ist
der Zentriwinkel
w > 180°.
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— Illustration 2.6.9 der Kreiswinkelsitze

Die folgenden drei Bilder illustrieren die Kreiswinkelséitze in den Féllen, dass der Zentriwinkel iiber dem

betrachteten blauen Kreisbogen AB kleiner als 180° bzw. gleich 180° (Thales-Fall, Kreisbogen ist Halbkreis,
Sehne ist Durchmesser) bzw. grosser als 180° ist. Jeweils gelten:

o Alle roten Winkel sind gleich gross (Peripheriwinkelsatz und Sehne-Tangente-Winkel-Satz).

¢ Der blaue Winkel ist doppelt so gross wie jeder rote Winkel (Zentriwinkel-Satz).

Ortsbogen

Satz 2.6.10 Umkehrung des Peripheriewinkel-Satzes

Gegeben sind zwei Punkte A # B und ein fixierter Winkel 0 < ¢ < 180°.
Ist P ein beliebiger Punkt der Zeichenebene mit <APB = ¢, so liegt P auf dem (in der nachfolgenden
Definition 2.6.11 definierten) ¢-Ortsbogen tiber [AB].

Beweis. Der Beweis geht vollkommen analog zum Beweis der Umkehrung des Satzes von Thales (Teil (b) von
Satz 2.6.2): Man ersetze den dortigen Winkel 90° durch ¢, das Wort «Thales-Halbkreis» durch das Wort «¢-
Ortsbogen» und verwende statt des Satzes von Thales den Peripheriewinkel-Satz. O

—— Definition 2.6.11 Ortsbogen zu einem Winkel ¢

p-Ortsbogen Gegeben sind zwei Punkte A # B und ein fixierter Winkel 0 < ¢ < 180°.
Beachte: Es gibt genau einen Punkt M der Zeichenebene mit (vel. auteabe 35)
BA MA=MB und <AMB =2¢
k A Dann ist der p-Ortsbogen iiber der Strecke [AB] definiert als der Kreis-
A v B bogen BA des Kreises k = k(M, r) mit Radius r = MA = MB.

Statt des rot geschriebenen BA sollte in der Zeichnung BA stehen.

— Satz 2.6.12 Umformulierung des Peripheriewinkelsatzes samt Umkehrung als Gleichheit von Mengen ——

Gegeben sind zwei Punkte A # B und ein fixierter Winkel 0 < ¢ < 180°. Dann ist der ¢-Ortsbogen {iber
[AB] der geometrische Ort aller Punkte P, von denen aus die Strecke [AB] unter dem Winkel ¢ erscheint,
in Formeln

(p-Ortsbogen) = {P € Zeichenebene | <APB = ¢}

Daher der Name @-Ortsbogen: Es handelt sich um einen geometrischen Ort und dieser ist ein Kreisbogen.

Beweis. Die Inklusion C (d.h. die linke Menge ist in der rechten enthalten) ist der Peripheriewinkel-Satz 2.6.6,
die Inklusion D (d.h. die rechte Menge ist in der linken enthalten) ist seine Umkehrung, Satz 2.6.10. O
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R Aufgabe A35 Wihlen Sie zwei beliebige Punkte A und B, die mindestens 8 cm voneinander entfernt
liegen.
(a) Gegeben ist der Winkel ¢ = 65°. Konstruieren Sie den Punkt M, der die beiden Bedingungen M A = M B
und <AM B = 2y aus Definition 2.6.11 erfillt.
Zeichnen Sie damit den 65°-Ortsbogen iiber der Strecke [AB].
(b) Losen Sie dieselbe Aufgabe mit ¢ = 115°.
Achtung: Der Punkt M liegt nicht «oberhalb» der Strecke [AB], der 115°-Ortsbogen aber schon!

2.7 Aufgaben zu den Kreiswinkelsitzen (inklusive Ortsbogen)

R Aufgabe A36
Gegeben ist ein Dreieck ABC samt Umkreis mit Umkreismittel- C
punkt im Inneren und Tangenten an den Umkreis in den Eck-
punkten wie in der Skizze angedeutet. Welche der neun markier-
ten Winkel sind gleich gross? Markieren Sie gleich grosse Winkel
mit derselben Farbe. +

A M B
R Aufgabe A37  Sie befinden sich auf einem Boot auf dem Bodensee und sehen die Strecke Arbon-Rorschach
unter einem Winkel von o = 70° (d.h. <(Arbon)(Boot)(Rorschach) = 70°) und die Strecke Rorschach-Staad

unter einem Winkel von § = 45°. (Solche Winkel-Messungen fiihrt man wohl mit einem Sextanten durch.)
Konstruieren Sie in die folgende «Seekarte» des Bodensees den Punkt, an dem sich Thr Boot befindet. cerne durfen

Sie die Seekarte durch die ungefdhre Uferlinie ergdnzen.

A =Arbon+

i +S =Staad

R =Rorschach

R Aufgabe A38 Wenn von einem Dreieck ABC' die folgenden Daten bekannt sind, konstruieren sie jeweils
das Dreieck oder die Dreiecke mit diesen Daten (Einheit jeweils 2 Hiuschen oder lem).

(a) c=5,7=060° h, =4

(b) ¢=5,v7=060° 0 =<<ACM4p = 40°

(c) # c=5,h,=3,v="10°
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R Aufgabe A39 Definition: Ein Viereck ABCD heisst Sehnenviereck, wenn es einen geeigneten Kreis k
gibt, so dass die vier Eckpunkte A, B, C', D in dieser Reihenfolge auf dem Kreis liegen. Der Name Sehnenviereck
kommt daher, dass die vier Seiten des Vierecks Sehnen des Kreises k sind.

(a) Zeigen Sie: Ist ABCD ein Sehnenviereck, so ergénzen sich gegeniiberliegende Winkel zu 180° (d.h. a4+~ =
180° und g3 + § = 180°).
Hinweis: Peripheriewinkel-Satz oder Sehne-Tangente-Satz; betrachte die Sehne AC und die beiden Kreisbogen
AC und CA.

(b) # Zeigen Sie: Ist ABCD ein nicht-iiberschlagenes Viereck, dessen gegeniiberliegende Winkel sich zu 180°
ergénzen, so ist ABC'D ein Sehnenviereck.
Hinweis: Betrachte den Umkreis des Dreiecks ABC und verwende die Umkehrung des Peripheriewinkel-
Satzes.

Ein «iiberschlagenes» Viereck ist ein Viereck mit zwei gegeniiberliegenden Seiten, die sich schneiden. Beispiel: Ist W XY Z ein Quadrat oder Rechteck, so

sind WXZY und WY X Z iiberschlagene Vierecke.

Bemerkung: Dies liefert die folgenden Charakterisierung von Sehnevierecken: Ein nicht-iiberschlagenes Vier-
eck ist genau dann ein Sehnenviereck, wenn sich gegeniiberliegende Winkel zu 180° ergénzen (dies muss man
nur bei einem Paar sich gegeniiberliegender Winkel checken).

# Aufgabe A40 Gegeben sind zwei unterschiedlich grosse Kreise k1 und ko, die sich in einem Punkt B
von aussen berithren. Durch den Punkt B wird eine Gerade g gelegt, die keine Tangente an die Kreise ist. Die
Gerade g schneidet den Kreis k1 bzw. ko in einem weiteren Punkt 77 bzw. T5. Sei t; bzw. to die Tangente an
k1 bzw. ko im Punkt T bzw. Ts.

a) Machen Sie eine saubere Skizze der Situation.
b) Beweisen Sie, dass t; || t2.

R Aufgabe A41 Berechnen Sie den Winkel a:

D i c ﬁ\

8] /.

# Aufgabe A42 Gegeben sind zwei unterschiedlich grosse Kreise k1 und ks, die sich in zwei Punkten A
und B schneiden. Weiter ist eine beliebige Gerade g durch A gegeben, die jeden der beiden Kreise in einem
weiteren Punkt schneidet. Sei C' der ,neue” Schnittpunkt von g und k7 und sei D der ,neue” Schnittpunkt von
g und kso.

a) Machen Sie eine saubere Skizze der Situation.
b) Beweisen Sie, dass der Winkel <C'BD immer gleich gross ist, egal wie g durch A gelegt wird.

# Aufgabe A43 Diese Aufgabe kann mit GeoGebra gelost werden.

Gegeben sind ein Kreis k& und vier beliebige Punkte A, B, C, D € k, so dass sich die Sehnen [AB] und [C'D]
nicht schneiden.

Hinweis: Die Sehne [CD] soll mit gleichbleibender Linge auf dem Kreis wandern konnen. Definieren Sie
darum in GeoGebra die Sehne [C D] mit Hilfe eines Kreises mit Mittelpunkt C auf k und gegebenem Radius.
Der Punkt D ist dann ein Schnittpunkt der beiden Kreise.

Sei X der Diagonalenschnittpunk des Vierecks ABCD.

Wenn die Sehne [CD], ohne ihre Liange zu dndern, auf k& wandert, wo liegen dann alle Punkte X7 Stellen
Sie eine Vermutung auf und beweisen Sie diese.

R Aufgabe A44 Gegeben ist ein allgemeines Dreieck AABC. Im Punkt A wird die Tangente ¢ an den
Umkreis gelegt. Berechnen Sie den Winkel § = <((¢, a), wenn «, 5 und 7 gegeben sind. Machen Sie eine saubere
Skizze der Situation. Hinweis: Anzugeben ist § in Abhdngigkeit von zwei beliebigen der drei Winkel o, B und ~y.
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R Aufgabe A45

a) Berechnen Sie die Winkel v, 6 und ¢ aus « und 8: b) Wie hingen « und 8 zusammen? Hinweis: A und

B sind beliebig auf den Kreisen gewdhlt.
D

# Aufgabe A46 Gegeben sind zwei Kreise k1 und ks, die sich nicht schneiden und nicht ineinander liegen.
Es gibt also zwei dussere gemeinsame Tangenten t; und ¢ und zwei innere gemeinsame Tangenten t3 und t4.
Jede innere Tangente schneidet jede dussere Tangente; dies ergibt vier Schnittpunkte. Zeigen Sie, dass diese vier
Schnittpunkte auf einem Thaleskreis tiber der Strecke [Z; Zs] liegen.

Machen Sie dazu eine gute Skizze mit Zirkel und Lineal, die gemeinsamen Tangenten brauchen aber nicht
konstruiert zu werden.

A Aufgabe A47  Beweisen Sie: In jedem Dreieck ABC gilt wyNMmap € u, wobei u der Umkreis des Dreiecks
ist.

f Aufgabe A48 Gelernt aus Rademacher-Toeplitz, Von Zahlen und Figuren, Seite 20f.

Ist ABC ein beliebiges Dreieck, so hat das aus den Hohenfusspunkten gebildete Dreieck EFG die Refle-
xionseigenschaft = Billard-Eigenschaft: Der Strahl von jedem Hdohenfusspunkt zu jedem der beiden anderen
Hohenfusspunkte wird von der entsprechenden Dreiecksseite zum dritten Hohenfusspunkt reflektiert.
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2.8 Repetitionsaufgaben zum Konstruieren und zu Kegelschnitten

Ab hier Aufgaben, die eher zum Anfang des Planimetrie-Skripts (bis zum Themengebict Kegelschnitte (Parablen, Ellipsen, Hyperbeln)) gehoren. Sie sollten als

eigenstindige Serie von Repetitionsaufgaben ans Ende des ersten Teils!

R Aufgabe A49  Zeichnen Sie ein spitzwinkliges (= alle drei Winkel < 90°) Dreieck ABC und konstruieren
Sie einen Halbkreis mit Mittelpunkt auf der Seite ¢ so, dass die Seiten a und b Tangenten des Halbkreises sind.

R Aufgabe A50 Gegeben sind jeweils zwei Objekte:

(a) zwei sich schneidende Geraden g und h mit <t(g, h) = 60°;

(b) zwei sich schneidende Kreise k1 = k(M7,7r1 = 3) und kg = k(Ma,r2 = 2.5) mit My My = 4;

(c) eine Gerade g und ein Kreis k = k(M,r = 3) mit Mg = 1.
Konstruieren Sie jeweils alle Kreise mit Radius 1, die beide Objekte berithren. Wie gross ist jeweils die Anzahl
der Losungen?

R Aufgabe A51 Physikalische Beobachtung: Ein Lichtstrahl g wird von einer Kurve k so reflektiert, als ob
der Lichtstrahl von der Tangente im Schnittpunkt g N k reflektiert wiirde.

Gegeben ist ein Kreis um Z = (1,—2) mir Radius 7 = 4 und die Punkte A = (—6,4) und B = (—4,3).
Konstruieren Sie die Reflexion am Kreis des von A durch B gehenden Lichtstrahls.

R Aufgabe A52  Von einer Ellipse kennt man den einen Brennpunkt By = (2,0) und zwei Punkte P; = (0,2)
und P, = (—1,1) auf der Ellipse.

a) Gegeben ist die Abstandssumme d = 5. Konstruieren Sie den (die) zweiten Brennpunkt(e) und skizzieren
Sie die Ellipse(n).
b*) Wenn die Abstandssumme nicht gegeben ist, beschreiben Sie den geometrischen Ort aller zweiten Brenn-
punkte Bs.

R Aufgabe A53 Gegeben sind zwei Kreise k; und ko mit Zentren Z; und Z5 und unterschiedlichen Radien
r1 und 9.

a) Beschreiben Sie, wie man die Kreiszentren Z3 eines Kreises k3 mit gegebenem Radius r3 konstruiert,
so dass ks beide Kreise k1 und ko beriihrt. Wie viele Losungen kann es maximal geben? Kann es gar keine
Losungen geben?

In den beiden restlichen Teilaufgaben nehmen wir an, dass Z;Zy > r1 + 7o gilt (und somit k1 N ke = @).
b) Beschreiben Sie, wie man den Kreis mit kleinstmoglichem Radius konstruiert, der beide Kreise k1 und ko
beriihrt.

c) Was ist der geometrische Ort aller Kreiszentren der Kreise, die beide gegebenen Kreise von aussen
beriihren?

R Aufgabe Ab54 Von einer Parabel kennt man zwei Punkte auf der Parabel P, = (—4,0) und P» = (4,2)
sowie den Brennpunkt B = (—1, —3). Konstruieren Sie alle moglichen Leitlinien und die entsprechenden Schei-
telpunkte der Parablen (Punkte, die am néchsten an der Leitlinie sind) und skizzieren Sie die entsprechenden
Parabeln.

® Aufgabe A55 Zeigen Sie, dass sich eine Ellipse und eine Hyperbel mit gemeinsamen Brennpunkten senk-
recht schneiden. Verwenden Sie dazu die Reflexionseigenschaften der beiden Kurven. Hinweis: Der Schnittwinkel
zweier Kurven bei einem Schnittpunkt ist per Definition der (kleinere der beiden) Winkel zwischen den beiden
Tangenten im Schnittpunkt.

21. September 2023 19 https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

Mathematik 1gNP
Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

YLy,

Planimetrie ® BY-SA

2.9 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvor-
bereitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

#¥ Diese Aufgaben sind wichtig, um das Verstéindnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und/oder die Theorie in einen
grosseren Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 2 cx-xb-abstand-p-g

1. Wihler >Pg —r

2. k(P,r) — k
Gegeben: Gerade g, Punkt P (mit P ¢ g). 3. kNg — A, B

4. Map — Q

5. PQ — Pg

R Losung zu Aufgabe 3 cxib-strocke-abtragen o
1. AB —r

Gegeben: Strecke [AB], Gerade g mit Punkt P €g. 2. k(P,r) —k
3. kng - C, D
*Lﬁsung zu Aufgabe 4 ex-kb-gleichseitiges-dreieck
1. Punkt A wahlen — A

2.  Gerade ¢ durch A widhlen — ¢
s . 3. svon A auf g abtragen — B, By
Gegeben: Linge s = 5 cm. 4 k(A s) Sk
5. k(Bi,s) — ko
6. kl n ]{12 — Cl; 02

Losung: AAB,C1.

R Losung zu Aufgabe 6 cciv-penta-ausseite
Gegeben: Punkte A, B.
1. Senkrechte zu AB durch A — h

3. kinNh — H
4. /{J(MAB,MABH) NAB —J
5. k(B,BJ) Sk
6. kiNks — F
7. mapNks — D
8. k(D,DE)N k(B,AB) Ny

#Lﬁsung Zzu Aufgabe 7 ex-koordinaten-system-einfuehrung
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108.43°

(¢) D=(1,1) (sogar exakt).
(d) 10 Einheiten (bei 8mm Einheit: 80mm/8mm = 10)
Berechnung mit Pythagoras: Betrachte das rechtwinklige Dreieck mit den Eckpunkten A, B und (8, —6).

Seine Katheten haben die Lingen 6 und 8, somit hat die Hypotenuse die Linge v62 + 82 = /36 + 64 =
V100 = 10.

(e) Feststellung: A, B,C € k;. Mit anderen Worten ist D der Umkreismittelpunkt des Dreiecks AABC.
Begriindung: Wegen D € mup gilt DA = DB; wegen D € mpc gilt DB = DC. Insgesamt folgt
DA = DB = DC, d.h. die drei Punkte A, B, C liegen alle auf dem Kreis k; = k(D, DA).

(g) a~ 26.57°, B~ 108.43°, v = 45°.

Das Ergebnis sollte 180° sein (Winkelsumme im Dreieck). Da man die Winkel nicht ganz exakt messen
kann, betrégt die berechnete Summe ungefihr 180°.

(i) Ja, es gilt F € ko. Wegen <DF A = 90° liegt F auf dem Thaleskreis {iber der Strecke [DA].

Beachte: Der Thaleskreis {iber einer Strecke besteht genau aus denjenigen Punkten, von denen aus die
Strecke unter einem rechten Winkel erscheint.

(j) In dieser speziellen Situation gilt das.

Wiirde man den Punkt C etwas in Richtung B verschieben, wiirde sich [DF] &ndern, [AF] aber nicht.

KL Losung zu Aufgabe 8 cxbeweisesur-geom-orte-tabelle
Sei M = M sp der Mittelpunkt von A und B. Per Definition ist m4p die Senkrechte zu AB durch M.

(a) Wir nehmen an, dass AM = BM gilt. Pythagoras auf die rechtwinkligen Dreiecke AM P und BM P
angewendet ergibt

ﬁ _ /mZ + WQ verwende éM = BM /WQ + W2 _ ﬁ

(b) Wir nehmen an, dass PA = PB gilt. Fille das Lot von P auf die Gerade AB und nenne den Fusspunkt
des Lots S (das ist der Schnittpunkt des Lots mit der Geraden AB). Die beiden Dreiecke ASP und BSP
sind rechtwinklig und Pythagoras liefert

wegen @ =PB

A5° + 5P° = PA° PB’ =BS5S + 5P
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Zieht man auf beiden Seiten SP- ab, so folgt A5- = BS- und daraus AS = BS. Also gilt § = M und
somit P € map.

R Losung zu Aufgabe 9 cx-geometrische-oerters

ky A
+6
1 2.g.0.1.
Z3
mac
+3
Hy
2
w;h 1.g.0.f. T!
t t t t } t il } t t t t t -
-8 - -6 -5 -4 -3 3 -1 O 1 5 6 7 8
= —1
)
A + -3
—
mpc w?, 1.810,f.Z
+ -6

(a) Fiir das Kreiszentrum Z gilt: Zg = Zh (Kreis beriihrt die Geraden) und ZC' L h (beriihrt h in C). Das
ergibt 2 geometrische Orter fiir Z.

1. w;h, wgh — 1.g.0£Z

2. L1 zuh durch C — 2.g.0£7

3. Schnitt der beiden geom. Orte fir Z7 — Zy, Z5

4. k(Z1,21,C), k(Zs, Zs,C) — zwei Kreise, Losungen zu a)

(b) Der erste geometrische Ort ist mac. Der zweite geometrische Ort ist die ganze Fliche zwischen w;h und

U’Sh in der g enthalten ist. Deren Schnitt ergibt eine Strecke.

1 2
1. mAcﬂwgh, mAcﬂwgh —>L1,L2]

2. [Ly,Ls] — Verbindungsstrecke, Losung zu b)

(¢) Der erste geometrische Ort ist die Halbebene, die B enthélt und durch die Gerade mpc, begrenzt ist. Der
zweite geometrische Ort ist die ganze Fliche zwischen w;h und wgh in der h enthalten ist. Deren Schnitt
ergibt eine Fléche.

1. mpcnN w;m mpc N wgh — Hy, Ho
2. Schraffierte Flache — Losung zu c)

R Losung zu Aufgabe 10 cx-geometrische-oerter-zicge-ums-haus
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Die Eckpunkte des Hauses werden vom Nullpunkt aus im Gegenuhrzeigersinn mit Hy, Hs, H3z und H,
bezeichnet.

1. k(P,6.5) — ky

2. k‘lﬁPHl undklﬂPHg %Ll U.DdL2
3. k(Ho,HlLl) und k(Hl,HlLQ) — kg und k3
4. k2 N H1H4 und kg n H2H3 — L3 und L4

R Losung zu Aufgabe 11 cx-geometrische-oertera

Es wird zuerst das Kreiszentrum Z konstruiert. Es gilt Zg = Zh. Der Kreisradius muss %gih sein, und
damit ZP = %gih

21. September 2023 19-iv https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

::: Mathematik 1gNP
Planimetrie - — : @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schnarer

1. Mittelparallele mgp, — 1.g.0.£Z
2. k=k(P, %gih) — 2.g.0.£7
3. Mgh Nk — Zl, Zo

4. k(Zy, %gih), k(Za, %gih) — 2 Losungen

R Losung zu Aufgabe 12 cx-geometrische-oertert

Man konstruiert zuerst das gesuchte Kreiszentrum Z, das folgende Bedingungen erfiillen muss: ZA =7G,
und Zg = ZG4, bzw. ZGy L g (damit der gesuchte Kreis die Gerade g im Punkt G; beriihrt).

1. mg,a — 1.g.0£7
2. 1 zugdurch Gy, — 2.g0.f7
3. k(Z,ZGy) — 1 Losung

R Losung zu Aufgabe 13 cxgeometrische-oorter2

a)

Man konstruiert das gesuchte Kreiszentrum Z:
1. ki =k(M,r1 —re) und kg = k(M,r1 + 1) — 180127
2. Parallelenpaar py, p2 zu g im Abstand ry — 2.g.0£7
3. (k1Uka) N (p1 Upa) — 6 Losungen.

b*) Es kann zwischen 0 und 8 Lésungen geben.

0 Losungen wenn kg > 2r, wobei kg = Mg — 7.

1 Losung wenn kg = 2r.
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2 Losungen wenn kg < 2r und g Nk = @.

3 Losungen wenn g Tangente an k und ro > 7.

4 Losungen wenn g Tangente an k ist und 7o < 71, oder wenn Mg < r; und 79 > 71.
5 Losungen wenn Mg = r; — rp (und damit 71 > 73).

7 Losungen wenn 7o < 2r; und gM + ry = 71.

8 Losungen wenn 7o < 2r; und gM + ry < 71.

6 Losungen sonst.

R Losung zu Aufgabe 14 cxgeometrische-oerter-parabel-entdecken

f
>

)
7 6 -5 -4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 5 g 7

(a)-(c) Fir alle halbzahligen d zwischen 1 und 6 wird folgende Konstruktion durchgefiihrt:
1. Parallele zu g im Abstand d — p
2. k(B,d)np — Py, P, (nur ein Schnittpunkt fiir d = 1)
(d) «Die Menge alle Punkte der Zeichenebene, die von B und ¢ denselben Abstand haben.» oder: «Der
geometrische Ort aller Punkte der Zeichenebene, die von B und ¢ denselben Abstand haben.»
(e) Siehe Zeichnung. Die gesuchte Punktmenge ist eine «gekriimmte Kurvey, die nirgends einen Knick hat.
Diese Kurve ist ein Beispiel einer Parabel.

*Lﬁsung Zzu Aufgabe ].5 ex-geometrische-oerter-ellipse-entdecken

A

+5
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(a) Fiir alle ganzzahligen d von 1 bis 9 wird folgende Konstruktion durchgefiihrt:
1. k(B1,d)Nk(B2,10 —d) — 2 Punkte (ausser fiir d =1 und d =9)

(b) Siehe Zeichnung. Die gesuchte Punktmenge ist eine «gekriimmte Kurve» und heisst Ellipse. Sie hat
nirgends einen Knick!

(c¢) «Die Menge aller Punkte der Zeichenebene, fiir die die Summe der Abstdnde zu den Punkte By und Bs
genau 10 betragt.» oder «Der geometrische Ortaller Punkte der Zeichenebene, fiir die die Summe der
Absténde zu den Punkte B; und By genau 10 betrégt.»

(d) Schldgt man bei By und By zwei Négel ein und legt eine Fadenschlaufe der Liange 10+ B1 By = 10+ 8 = 18
um die Négel, kann mit einem Stift, der die Schlaufe spannt, die Ellipse gezeichnet werden.

Diese Konstruktion heisst auch Gdrtnerkonstruktion der Ellipse (Gartner verwenden zwei Pflocke und ein

Seil).

R Losung zu Aufgabe 16 cx-geometrischo-oerter-hyperbel-entdecken
A

\J

+ -2

(a) Zuerst wird der Punkt D auf [ByBs] konstruiert, der via By so weit von @ entfernt, wie der Punkt Bs
von @ entfernt ist. Der Mittelpunkt von D und Bs ist dann X:
L kQ.QB)N[QB  —C
2. k(Bl, BlC) N [BlBQ] — D
3. MBQD — X
(b) Fir alle halbzahligen d von 0.5 bis 4 wird folgende Konstruktion durchgefiihrt (es gibt auch andere
Konstruktionsmoglichkeiten):
1. k(Bi,d+ B1X)Nk(Bg,d+ ByX) — 1 Punkt oberhalb von BBy
(c) Siehe Zeichnung. Die entstehende Kurve (ein halber Hyperbelast) hat keinen Knick! Die Tangente an
die Hyperbel in X steht senkrecht zur Mauer.

(d)

{P € Zeichenebene | PB; + B1Q = PBy + B2Q}
Alternative (ziehe auf beiden Seiten der geforderten Gleichung B1@Q) und PBy ab):

{P € Zeichenebene | PBy — PBy = ByQ — B1Q }
—_————
diese Zahl ist konstant

Beachte, dass der unterklammerte Ausdruck nur von B, By und @ abhéngt. Er stimmt auch mit X By —
X By iiberein.

R Losung zu Aufgabe 17 cxgeometrische-orte-apollonius

(a) (Zeichnung zu ergénzen)

(b) {P € Zeichenebene | PA = 2PB}.

(c) Eshandelt sich um einen Kreis mit Mittelpunkt (—2,0) und Radius 8, den sogenannten Apolloniuskreis.
(Der Beweis, dass es sich wirklich um ein Kreis handelt, folgt spéter.)
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R Losung zu Aufgabe 18 cx-geometrische-oerter-cllipsel
Damit iiberhaupt ein Dreieck gezeichnet werden kann muss ¢ > 2AB sein. Ansonsten ist der geometrische Ort
die leere Menge @.

Es gilt also AB + BC +CA =/, bzw. AC + BC = { — AB und damit ist der geometrische Ort aller Punkte
C eine Ellipse mit Brennpunkten A und B und Abstandssumme ¢ — AB.

R Losung zu Aufgabe 19 ccgeometrische-oerter-parabelt

(a) Fiir die Kreiszentren Z gilt: ZP = Zg. Damit ist der gesuchte geometrische Ort eine Parabel mit Brenn-
punkt P und Leitlinie g.

(b) Da g Tangente an die Kreise ist und der Beriihrungspunkt P auf g ist, ist der geometrische Ort die
Senkrechte zu g durch P.

‘&Lﬁsung zu Aufgabe 20 ex-geometrische-oerter-parabel2
Zuerst wird die Symmetrieachse a der Parablel konstruiert. Es gilt: B € a. Danach wird ein Punkt @ € p
gewdhlt und die Bedingung Q¢ = QB genutzt.

ma,G, 1.g.O.f.B

A\

S = Map

/¢ A
1. Wahle Gy auf p — Gy
2. Parallele zu £ durch G;, — g
3. gnp — Ga
4. ma,Gs — l.g.O.f.B
5. k(Go,Gol) — 2.¢.0.L.B
6. mg,g, N / — A
7. Mygp — Scheitel S

#¥ Losung zu Aufgabe 21 cxgeometrische-oerter-ellipse2
Seien A, B die Schnittpunkte e N g, und C, D die Schnittpunkte e Nh und M = gnNh.

Seien B; und By die unbekannten Brennpunkte auf ¢, symmetrisch zu M = g Nk, d.h.
AB; = BB,.
Fiir jeden Punkt P € e gilt:
B1P + ByP =5 (konstante Abstandssumme)

Insbesondere gilt dies fiir den Punkt A, also

S = ABl +ABQ = AB1 +AB1 +B1BQ = AB1 +BQB+BlBQ :E

Damit ist die Abstandssumme s bekannt. Aus Symmetriegriinden gilt C'B; = C'By und damit CB; = %s =
AM.

Damit ist die Konstruktionsbeschreibung wie folgt:
1. k(C,MA)Og — Bl, By
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D

*Lﬁsung zu Aufgabe 22 ex-winkelsumme-dreieck
(zu ergénzen)

R Losung zu Aufgabe 23 cxwinkelsactze-geradent
a)
<DAB = 88° (Ergidnzungswinkel an Parallelen).
AACD ist gleichschenklig damit ist <DAC = <ACD = (180° — <CDA)/2 = (180° — 92°)/2 = 44°.
Damit ist <CAB = <DAB — <DAC = 88° — 44° = 44°.
dABC ist gleichschenlig und damit oo = (180° — <CAB)/2 = (180° — 44°)/2 = 136° /2 = 68°.
Antwort: oo = 68°.
b)
0 = 180° — 82° = 98° (Ergédnzungswinkel).
~v = 180° — 40° = 140° (Erginzungswinkel).
o =180° — 46 — v = 180° — 49° — 70° = 61°. (Winkelsumme im A).

Antwort: o = 61°.

c)

<BDC = 42° (Stufenwinkel).
<SADB = 180° — 2 - 42° = 96° (gleichschenkliges AABD mit Basis [AB]).
<ADC = <ADB + <BDC = 96° + 42° = 138°.
<ACD = - - (180° — <ADC) = - - (180° — 138°) = —-42° = 21°. (gleichschenkliges AAC'D mit Basis [AC]).
<DFC =180° — «FDC — <FCD = 180° — 42° — 21° = 117° (Winkelsumme im ADF(C).
a=180° — <DFC = 180° — 117° = 63°

Antwort: o« = 63°.

Alternative: o« = <ABD + <DCF. Man denke sich eine dritte Parallele durch F' und « als Summe zweier
Stufenwinkel.

k~f‘]—_Jijsl.lllg zu Aufgabe 24 ex-winkelsaetze-geraden2
Seien g, h zwei sich schneidende Geraden mit <((g,h) = a. Sei § = 180° — e der Nebenwinkel von «. Damit gilt

£
2

(07
<I(w;h7g) = 7 und <I(w§h;g) =

und damit 5
1 2, _ @
Uwgp, wyp,) = 5 + 5

Es gilt a + 8 = 180° und damit 5- + % = 90°, was zu beweisen war.

R Losung zu Aufgabe 25 cxwinkelsactze-geradens
a) a = (180° — v)/2 = 70°.
b) 180° = a + f+ v = a+ a+ 3a = 5a also o = 36°.
c) a=180° — (8 + ) = 40°.
d)180° =a+8+v=a+a+a=3«xalso a = 60°.
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R Losung zu Aufgabe 26 cx-winkelsactze-geradens
Sei I = wy Nwg. Es gilt:
p

<AIB = 180° — % — 5 Innenwinkelsumme im A

Der gesuchte Winkel ¢ ist der Nebenwinkel von <AI B, also

1 [e] 1 [e] 3
d = 180° — (180 Ty ——2)———2 +—2
Man hétte dies auch direkt aufschreiben kénnen, da der Aussenwinkel in einem Dreieck immer die Summe der

gegeniiberliegenden Innenwinkel ist.
In jedem Dreieck gilt:

w‘m

p °
2 _—90° —
+2

a+fB+~y=180° < %Jr —90° o

gl
* 2

w‘@

x
2

Und damit ist § = <(wa,ws) = 90° — 3-.

R Losung zu Aufgabe 27 cx-winkelsactze-geradens
Fiir den Aussenwinkel § gilt:

d=¢ec+1
Mit € = 180° — 28 und ¢ = 180° — 2~. Und damit
0 =¢e+1 =180° — 28+ 180° — 2y = 360° — (20 + 2v)

Es gilt

a+f+y=180° << 2042642y =360° <& 25+2y = 360°—2«
Oben eingesetzt erhédlt man
0 =360° — (360° — 2c) = 2«

R Losung zu Aufgabe 28 cxwinkeisactze-geradens
a) Das Dreieck AM BC ist gleichschenklig, also ist <M CB = f.

Es gilt

CD=CM=MA=MD

und damit ist AMCD gleichseitig und alle Innenwinkel gleich 60°.
Somit gilt:
<MCD = +v=060° & v =60°— 5.

b) Wenn /5 = v sind dies Wechselwinkel (Scheitelwinkel zu Stufenwinkel) und damit CD || AB. Eingesetzt
in obige Gleichung;:
B=60°—-8 o  28=60° o  [=30°

R Losung zu Aufgabe 29 cxwinkelsactze-geraden?
Das Dreieck AM BC' ist gleichschenklig und damit ist <M CB = . Damit ist p die Mittelsenkrechte zu BC
und Winkelhalbierende vom <CM B. Damit ist Mcp = a N p. Im Dreieck ACM Mpc gilt

p=180° —90° — B = 90° — j3

Das Dreieck AMCD ist gleichschenklig mit Basis [C'D]. Damit ist <M DC = (180° — p)/2 = (180° — (90° —
B3))/2 = (90° + B)/2 = 45° + 2-.
Im Dreieck ACMpe D gilt:

B

7 = 180° — 90° — <MDC = 90° — (45° + ) = 45° - s

2
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R Losung zu Aufgabe 30 ecx-kreiswinkelsactze-selbst-entdecken

R Losung zu Aufgabe 31 ex-tangenten-an-kreis-durch-punkt
(zu ergénzen)

# Losung zu Aufgabe 32 cxinatesircistciter

Mg ist der Mittelpunkt der Stecke [AB], iiber der
der Nullpunkt des Koordinatensystem einen rechten
Winkel bildet. D.h. O liegt auf dem Thales-Kreis
iiber [AB], d.h. OM = AMap = 3.

Damit ist bewiesen, dass alle Punkte M 4p auf dem
Kreis £(O, 3) liegen.

—

k?‘]—_Jijsl.lllg zu Aufgabe 33 ex-tangenten-an-zwei-kreise

1. Thaleskreis tiber [Z; Z5] —t

2. k(Zl,Tl—TQ)ﬂt —)T{,TQ/
3. [ZlT{’Q N kq — Tl’g
4. ki(Zl,’I“l +’I"2)ﬂt — Té, Ti
5. [ZlTéA N kq — T374

6. Paralellen zu ZQT{,27374 durch T1727374 — t1727374
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ﬁ*Lﬁsung zu Aufgabe 34 ex-thaleskreis-hoehenfusspunkte
H, und H, sind Scheitel von rechten Winkeln iiber der Strecke [AB], also liegen beide auf dem Thaleskreis tiber
[AB]. Somit gilt MapH, = MapH, = MapA, was zu beweisen war.

R Losung zu Aufgabe 35 cxzcom-ort-ortsbogeno

(a) Konstruiere die Mittelsenkrechte m 4p.
Trage den Winkel 90° — ¢ = 25° vom Strahl [AB in mathe- maB
matisch positiver Richtung ab (der Scheitel des abgetrage- BA
nene Winkels soll der Startpunkt A des Strahls sein). Der
«neue» Strahl schneidet m4p in einem Punkt, den wir M
nennen.

Wir behaupten, dass dies der gesuchte Punkt ist: Wegen
M € map gilt sicherlich MA = MB. Insbesondere ist
das Dreieck ABM gleichschenklig. Also gilt <M BA =
<BAM = 90° — ¢. 190" — ¢ []

Per Winkelsumme im Dreieck ABM erhalten wir
JAMB = 180° — <M BA — <BAM = 180° — (90° — ¢) — (90° — ) = 2¢p

wie gewiinscht. (Wer mag, kann auch mit dem rechtwinkligen Dreieck AM 5 M argumentieren.)
Der gesuchte 65°-Ortsbogen ist nun der rote Kreisbogen in der Zeichnung (statt des rot geschriebenen BA

sollte dort BA stehen).
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(b) Die Konstruktion geht analog, jedoch beachte man, dass
das Abtragen des Winkels 90° — ¢ = 90° — 115° = —25° in BA
mathematisch positivem Drehsinn nun dem Abtragen des
Winkels ¢—90° = 25° in mathematisch negativem Drehsinn

bedeutet. A '\(%_ Mapg B

M

MAB

Per Winkelsumme im Dreieck ABM erhalten wir

<BMA =180° — <MAB — <ABM = 180° — (¢ — 90°) — (¢ — 90°) = 360° — 2¢.
—_—— =
©—90° ©—90°
Wie gewiinscht gilt somit

TAMB = 360° — <BMA = 360° — (360° — 2¢) = 2.

Der gesuchte 155°-Ortsbogen ist nun der rote Kreisbogen in der Zeichnung (statt des rot geschriebenen
BA sollte dort BA stehen).

R Losung zu Aufgabe 36 ecx-sehne-winkelsactze-faerbe-gleiche-winkel
Fiir die Sehne [BC| sagen Sehne-Tangente-Winkel-Satz und Peri-
pheriewinkelsatz, dass o/ = o’/ = a. Analog gelten 8 = ' = 3"
und v =+" =+".

R Losung zu Aufgabe 37 ccnavigation
Da sich der Bodensee grob gesagt «oberhalb» des Streckenzugs Arbon-Rorschach-Staad befindet, muss sich
auch das Boot in diesem Bereich befinden. Da sowohl « als auch § kleiner als 90° sind, befinden sich auch die
Mittelpunkte der Kreise, auf denen die gesuchten Ortsbogen liegen, oberhalb der Verbindungsstrecken Arbon-
Rorschach bzw. Rorschach-Staad. Nun gilt es, diese Ortsbogen zu konstruieren. Das Boot muss sich auf einem
ihrer Schnittpunkte befinden, wobei der Schnittpunkt Rorschach wohl nicht der gesuchte ist.

21. September 2023 19-xiii https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

Mathematik 1gNP
@ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schnarer

Planimetrie

=Rorschac

*Lﬁsung Zzu A.ufgabe 38 ex-geom-ort-ortsbogenl

a)
2.2.0.£.C
Gy M \CQ
i
1r / B / B
v
1. Ortsbogen zu v iiber [AB] — 1.g.0.£.C
1. || z2u AB im Abstand h.. — 1.g.0.1.C 2. Ortsbogen zu ¢ iiber [AMap] — 2.g.0.£.C
2. Ortsbogen zu « iiber [AB] — 2.g.0.£.C Es gibt 1 Losung (die an AB gespiegelte Losung mit
Es gibt 2 Losungen (die 2 an AB gespiegel- anderem Umlaufsinn nicht mitgezéhlt).
ten Losungen mit anderem Umlaufsinn nicht mit-
gezahlt).

)
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Zuerst wird der Hohenfusspunkt H, konstruiert, wo-
mit man die Lage der Seite a erhilt.

1. Thaleskreis iiber [AB] —t

2. tNk(A hy) — H,

3. BH, 5 1.8.0.£C
4. Ortsbogen zu v iiber [AB] — 2.g.0.£.C

Es gibt 1 Losung (die an AB gespiegelte Losung mit
anderem Umlaufsinn nicht mitgezéhlt).

R Losung zu Aufgabe 39 cxcehnenviereck

(a) Der Zentriwinkel zu « ist 2a, der Zentriwinkel zu ~ ist 27. Diese beiden Zentriwinkel ergéinzen sich zu
360°. Also gilt 360° = 2a. 4+ 2. Division durch 2 liefert 180° = . 4+ 7. Analog fiir S + 9.
Man kann auch mit den Sehne-Tangenten-Winkeln argumentieren (vgl. Teilaufgabe (b) von Aufgabe 45).
Auch geht es mit dem Peripheriewinkelsatz wie in der Losung von Teilaufgabe (a) von Aufgabe 45.

(b) Sei k der Umkreis des Dreiecks ABC. Der Winkel 8 ist ein Peripheriewinkel iiber dem Kreisbogen cA
mit Zentriwinkel 23. Der Kreisbogen ZC’ hat den Zentriwinkel 360° — 23 und somit ist der Kreisbogen
8A der (180° — B3)-Ortsbogen iiber [AC]. Wegen § = 180° — 8 muss D auf diesem Ortsbogen, also auf
dem 8A, liegen. Also ist ABCD ein Sehnenviereck.

¥ Losung zu Aufgabe 40 cxortsbogen-autsabe-beweisen
Sei ¢ die gemeinsame Tangente an k; und ko im Punkt B. Der Winkel o = <(¢, g) ist ein Sehnen-Tangenten-
Winkel fiir beide Kreise iiber den Sehnen [BT7] und [BT3]. Der andere Sehnen-Tangenten-Winkel <((¢1, g) bzw.
<(t2,9) ist gleich gross wie . Damit haben wir in den Punkte 77 und T5 Wechselwinkel an der Geraden g und
damit sind 1 || to.

R Losung zu Aufgabe 41 exortsbogen-winkel-berechnen-formell
a)
Der Zentriwinkel ist doppelt so gross wie der entsprechende Peri-
pheriewinkel. M S halbiert die Winkel 4o und «a.
Im AMST gilt: 180° = 90° + 2a + -, also 2-a = 90° und

2 damit a = % -90° = 36°.
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<TCB = 3« (Peripheriew. zum Sehnen-Tangenten-W.in T'.)
<CTB = 90° (Thaleskreis iiber [BC]).

<CBT = = 180° — 3a — 90° = 90° — 3«

<ATB = 180° — 3a (Nebenwinkel).

Im AATB gilt: 180° = a + (180° — 3ar) + (90° — 3ar) = 270° — 5«
Nach « aufgelost erhalt man o = 18°.

<PMC = 2a (Zentriwinkel zum Peripheriewinkel a)

APMB ist gleichschenklig mit Basis [M B] und Basiswinkeln
(180° — 28°)/2 = 76°.

AM BC ist gleichschenklig mit Basis [BC] und damit ist der Win-
kel an der Spitze <BMC = 28°.

Somit gilt <PMB = 76° = 2a + 28°. Also 2av = 76° — 28° = 48°
und damit o = 24°.

# Losung zu Aufgabe 42 ccorsbogen-aufsabe-beweisen?
Hinweis: Dieser Beweis geht davon aus, dass [AB] innerhalb des Dreiecks ABDC liegt. (Die anderen Fille gehen
hoffentlich analog.)

Sei ¢’ eine weitere Gerade wie g mit Schnittpunkten C’ und D’.

Die Winkel <ACB = <DCB und <AC'B = <D'C’'B sind als Peripheriewinkel tiber [AB] gleich gross.
Ebenso sind die <BDA = <BDC und <BD'A = «BD’'C" als Peripheriewinkel iiber [BA] gleich gross. Daraus
folgt (Winkelsumme im Dreieck), dass auch die beiden Winkel <CBD und <C'BD’ gleich gross sind.

#Lﬁsung zu Aufgabe 43 ex-ortsbogen-aufgabe-beweisen3-geogebra
Annahme: [AC] und [BD] sind die Diagonalen (andernfalls sind C und D zu vertauschen).

Der Winkel <CAD bzw. <ADB ist ein Peripheriewinkel iiber der Sehne [DC] bzw. [AB]. Diese Winkel sind
immer gleich gross, auch wenn die Sehne [C'D] auf k wandert. Diese Winkel sind Innenwinkel im AAX D. Somit
ist der Winkel <DX A auch immer gleich gross, und dasselbe gilt fiir seinen Erganzungswinkel <AX B. Damit
liegen alle moglichen Punkte X auf einem Ortsbogen iiber [AB].

R Losung zu Aufgabe 44 o ortsbogen-winkel-berechnen-formell2
Fall 8 >~:Sei T =tNa.
ST AB = 7 (Sehnen-Tangenten-Winkel zum Peripheriewinkel ).
B ist Aussenwinkel im AAT B und damit 8 = v+ ¢ und somit 6 = 3 — ~.

Wegen a + 8+ = 180° kann man den gesuchten Winkel alternativ auch in Abhéngigkeit von o und 5 oder
in Abhéngigkeit von « und v angeben.

Fall v = : Es gibt keinen Schnittpunkt und der Winkel zwischen den dann parallelen Geraden ist nicht
definiert (man konnte definieren, dass der Winkel zwischen parallelen Geraden 0° ist).

Fall v > §: Dann gilt 6 = v — § mit d&hnlicher Herleitung.

R Losung zu Aufgabe 45 cx-ortsbogen-winkel-berechnen-formells
a) Sei X = AD N CFE der Diagonalenschnittpunkt.

Es gilt: <DEC = 8 (Peripheriewinkel iber [C'D]) und <AEC = 90° — a (Innenwinkelsumme im AAEX).
Und damit:

e=90°—a+p

Analog erhalt man v = 90° — 5 + «.

Im AEDC ist der Winkel bei E gleich gross wie 8 und der Winkel bei C gleich gross wie a (Periepheriewinkel
tiber gleichen Sehnen). Damit ist

0 = 180° — a — . (Dies folgt auch aus der Aufgabe tiber Sehnenvierecke.)
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b) Der Winkel <DZC = 28 ist Zentriwinkel zum Peripheriewinkel 5 iiber der Sehne [DC] im kleinen
Kreis. Dieser Winkel ist aber auch Peripheriewinkel iiber [DC] im grossen Kreis. Peripheriewinkel auf ge-
geniiberliegenden Seiten der Kreissehne ergéinzen sich zu 180° (die entsprechenden Sehnen-Tangenten-Winkel
sind Nebenwinkel; das folgt auch aus der Aufgabe iiber Sehnenvierecke). Also gilt folgende Beziehung zwischen
o und S:

28 =180° — «

Hinweis: Die obige Beziehung kann natiirlich auch umgeformt und nach « oder S aufgelést werden.

# Losung zu Aufgabe 46 cxihalesireis-schnistpunkte-gemeinsamer-tangenten

~ ! Der Beweis wird hier exemplarisch fiir den Punkt
P =ty Ntg gefithrt. Da t; und t3 Tangenten an k;
sind, halbiert Z; P den Winkel <((¢2, t3). Analog teilt
auch ZQP den Winkel <I(t2,t3). D.h. le und ZQP
sind ein Winkelhalbierendenpaar und somit recht-
winklig aufeinander, was beweist, dass P auf dem
Thaleskreis {iber [Z; Z5] liegt.

XL Losung zu Aufgabe 47 cxortsbogen-aufzabe-beweisend
Sei X = w, Nwu, der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden w, mit dem Umkreis. Zu zeigen ist also, dass
X €Emayp.

Wegen X € w, gilt <ACX = <XCB = %’y. Da beide Winkel Peripheriewinkel im Umkreis sind, miissen
die entsprechenden Sehnen [AX] und [BX] gleich lang sein (das braucht ja wohl noch ein Argument, siche
unten), d.h. X € msp, was zu beweisen war.

Zu beweisen ist noch folgendes (Formulierung zu verbessern): Gegeben ist ein Kreis k& und ein beliebiger
Winkel v. Ist ABC ein beliebiges Dreieck mit A, B, C' € k (d.h. k ist der Umkreis des Dreiecks) und Winkel
~ bei C, so ist die Lénge ¢ fiir all solche Dreiecke konstant. Man kann den Punkt C' so verschieben, dass die
Seite a ein Durchmesser ist. Dann ist klar, wie man ¢ aus « konstruiert (Thaleskreis). Also ist ¢ durch v und
den Kreisdurchmesser festgelegt.

© T .0
X Losung zu Aufgabe 48 cxnochenfusspunkte-billard-rademacher-toeplitz
(zu ergénzen)

R Losung zu Aufgabe 49 o« gcom-ort-winkemaibicrende
Ein Kreis, der zwei Geraden beriihrt, muss sein Zentrum Z auf der Winkelhalbierenden haben. Die Konstruktion
des Kreiszentrums und des Kreises ist wie folgt:

1. ¢ — 1.g.0.£7Z

2. wy — 2.8.0.£7

3. cNwy —Z

4. Lot/Senkrechte zu b durch Z — g

5. gNb — Berithrungspunkt P
6. k(Z,ZP) — 1. Losung

R Losung zu Aufgabe 50 ex-geometrische-oerters
2) 1. w;h, wgh - — 1.g.0£Z
2. Parallelenpaar zu g im Abstand 1 — 2.g.0.f£.7
Es gibt 4 Losungen.
b) 1. Kreise k(M1,3£1) — 1.g.0£7
2. Kreise k(My,25+1) — 2g.01£7
Es kann bis zu 8 Losungen geben. Im konkreten Fall gibt es 6 Losungen.
1. Kreise k(M,3+£1) — 1.g.0£7
) 2. Parallelenpaar zu g im Abstand 1 — 2.g.0.f.2
Es kann bis zu 8 Losungen geben. Im konkreten Fall gibt es 7 Losungen.
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R Losung zu Aufgabe 51 ex-refiexion-an-kreis

t
- N
+ -3
1. gnk — T
2. Senkrechte zu ZT durch T — Tangente ¢
3. ¥=<g,t) — Einfallswinkel 6 (theta)
4. Y ant bei T abtragen — Losung r

R Losung zu Aufgabe 52 cx-geom-ort-kegelschnittel
a) Es gilt B1 Py + P1 By = d also PyBy; = d — B1 P;. Analog dazu gilt PyBy =d— B Ps.
1. k(Pi,d—BP;) — ki, 1g0£B,
2. k(PQ, d— Blpg) — k27 2gOfBQ
3. kiNks — 2 Losungen
b)

B1Py + P1By = B1 P> + P2 Bs = PiBs — 2By = B1P> — B1 Py

Die rechte Seite ist konstant, die linke Seite die Differenz der Abstéinde von Bs zu zwei gegebenen Punkten Py
und Ps. Alle Punkte Bs liegen also auf einem Hypbel-Ast mit Brennpunkten P, und P, und Abstandsunterschied
B1P, — B1Py.

R Losung zu Aufgabe 53 ccgeom-ort-kegetschnitie
a) Der 1.g.0.f.Z3 ist ein konzentrisches Kreispaar k1 1 = k(Z1,71+r3) und k1 2 = k(Z1,r1 —r3), wobei letzterer
nur existiert, wenn ry > rs.

Der 2.g.0.f.Z3 ist ein konzentrisches Kreispaar ko 1 = k(Z2,72+13) und kg o = k(Z3, 72 —13), wobel letzterer
nur existiert, wenn ro > rj3.

Die Schnittpunkte dieser beiden geometrischen Orter ergeben die moglichen Kreiszentren. Es kann zwischen
0 und 8 Losungen geben (jeder Kreis kann mit den anderen beiden zwischen 0 und 4 Schnittpunkte bilden).

b) Die Kreise k1 und ko schneiden sich nicht und liegen nicht ineinander. Der kleinste Kreis liegt also genau
zwischen den beiden Kreisen. Das Kreiszentrum liegt also auf Z; Z> und zwar genau in der Mitte zwischen den
Schnittpunkten der Kreise mit [Z; Z2].

c) Es gilt Z3Z7 = r3 + 1 und ZsZy = r3 + ro. Man kennt zwar rs nicht, aber fiir die Differenz gilt:
Z3Zy — ZsZy = (r3 +r1) — (r3 +r2) = 11 — ro. Damit ist die Abstandsdifferenz zu zwei Punkten konstant, die
Punkte Z3 liegen also auf einem Hyperbelast mit Brennpunkten Z;, Zs und Abstandsdifferenz ry — ro.

R Losung zu Aufgabe 54 ex-zcom-ort-kegelschnittes
Es gilt P1B = P¢ und damit muss ¢ den Kreis k(P;, P, B) beriihren. Analog dazu fiir P,. Die Leitlinien sind
also gemeinsame Tangenten an diese beiden Kreise. Da sich die Kreise schneiden (in B), gibt es nur zwei solche
Tangenten und damit 2 Losungen.
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Mathematik 1gNP
@ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schnarer

Planimetrie

1. kj(Pl, P B — k1
2. k(PQ,@ — ]{32
3. k(P27PQB_‘P17B — kl2
4. Thaleskreis iiber [P1Py] —t
5. tNk, — T!, T}
6. [PQT{ n k’g — T1
7. [PQTQ/ n kg — T2
8. || zu AT} durch Ty —
9. || zu ATy durch T — U
10. Zng1 — St
11. ]\43@2 — Sy

R Losung zu Aufgabe 55 cxgecom-ort-kegerschnitiea
Seien By und B; die gemeinsamen Brennpunkte und
P ein Schnittpunkt der beiden Kurven.

Aus der Reflexionseigenschaft (Winkel «) in der El-
lipse folgt, dass die Tangente an die Ellipse in P die
dussere Winkelhalbierende vom <(B; PBs ist.
Analog bei der Hyperbel (Winkel 3) folgt, dass die
Tangente an die Hyperpel in P die dussere Winkel-
halbierende vom <ByPX ist.

Da die Geraden B{P und PX identisch sind, bilden
die Tangenten das Winkelhalbierendenpaar zu den
Geraden B; P und B3P und stehen somit senkrecht
aufeinander, was zu beweisen war.
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