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Vorbemerkungen: Scherungen von Dreiecken und Parallelogrammen

Wiederholung an der Tafel: Flicheninhalt der folgenden Figuren: Rechteck, rechtwinkliges Dreieck, beliebiges Dreieck (Wenn das Lot von einem Punkt die Grundseite trifft: Zerlegung in zwei rechtwinklige Dreiecke; sonst: Differenz zweier rechtwinkliger Dreiecke), beliebiges Parallelogramm

—— Merke Scheren von Dreiecken

Sei ABC' ein beliebiges Dreieck.

o C o4

Ist C’ ein beliebiger Punkt auf der Parallelen zur Dreiecksseite [AB] durch C, so haben die beiden Dreiecke
ABC und ABC’ denselben Flicheninhalt:

Fliche(AABC) = Fliche(AABC")

Sprechweise: «Das Dreieck ABC” geht durch eine Scherung aus dem Dreieck ABC hervor.»

Beweis: Dies folgt aus der Formel «Dreiecksfliche = % - Grundseite - Hohe = %gh», denn iiber der gemeinsamen Seite g = [AB] haben beide Dreiecke dieselbe Hohe.

—— Merke Scheren von Parallelogrammen

Sei ABC'D ein beliebiges Parallelogramm.

D C D’ (o

Dann hat jedes andere Parallelogramm mit derselben Grundseite [AB], dessen weitere Eckpunkte C’ und
D’ auf der Geraden (CD) liegen, denselben Flicheninhalt:

Fléiche(ABCD) = Fliiche(ABC/D/) = (Fliche des Rechtecks iiber [AB] in der Zeichnung)

Sprechweise: «Das Parallelogramm ABC’D’ geht durch eine Scherung aus dem Parallelogramm ABCD
hervor.»

Beweis: Dies folgt aus der Formel «Parallelogrammfliche = Grundseite - Héhe = gh», denn iiber der gemeinsamen Seite g = [AB] haben beide Parallelogramme dieselbe Hohe.

8.0.3 (Beweis per Zerlegungspuzzle (= Legepuzzle, englisch dissection puzzle)).

Einige kennen vielleicht Legepuzzle wie Tangram.

Wie rechts angedeutet, kann man jedes Parallelogramm
in geeignete Puzzlesteine zerteilen und diese dann zu ei-
nem flachengleichen Rechteck mit derselben Grundseite
zusammensetzen.

Somit liefert jede Scherung eines Rechtecks (oder Par-
allelogramms) ein Zerlegungspuzzle.

8.0.4. Zur Illustration des allgemeinen Begriff einer Scherung (den wir hier nicht formal definieren): Wendet
man auf das Kanti-Logo eine geeignete Scherung an, so erhdlt man die rechte gescherte/«verzerrte» Version.

YT Java YT
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Bei Scherungen bleiben alle Fliacheninhalte erhalten.
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9 Rechtwinklige Dreiecke (Pythagoras, Katheten-, Hohensatz)
9.1 Der Satz von Pythagoras

9.1.1 (Beweis des Satzes von Pythagoras aund des Kathetensatzes durch Scherungen).
An der Tafel: Satz des Pythagoras formulieren, Beweis mit Hilfe von Scherungen von Rechtecken bzw. @
Parallelogrammen (Dreieck mit Thaleskreis zeichnen; Parallelogramme mit Farben markieren (nur den |
Rand) statt Punkte zu benennen).

Animation: https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_des_Pythagoras#Beweis_durch_Scherung

R Aufgabe Al

Drei weitere Beweise des Satzes von Pythagoras:

(a) Beweis durch Ergénzung: Erklaren Sie, warum das
rechts abgebildete «Lege-Puzzle» den Satz des Py-
thagoras beweist (gemeint sind die beiden abgebil-
deten Moglichkeiten, die vier zueinander kongruen-
ten Puzzlesteine in dasselbe Quadrat zu legen).

(b) Beweis durch Berechnung einer Quadratfliche auf
zwel Arten: Betrachten Sie nur die linke Figur mit
den vier Puzzlesteinen in den Ecken des Quadrats.
Berechnen Sie die Fliche des grossen Quadrats auf zwei Arten — dies liefert eine Gleichung. Folgern Sie
daraus durch algebraische Umformungen den Satz des Pythagoras.

— 1 —o

[ —

(¢) Beweis durch Berechnung einer Quadratfliche auf zwei Arten. Berechnen Sie die
Flache des rechts abgebildeten (grossen) Quadrats auf zwei Arten. Folgern Sie dar-
aus dhnlich wie oben den Satz des Pythagoras. .

A Aufgabe A2 Pythagoras-Puzzle: Verwenden Sie

e den an der Tafel erklérten Beweis des Satzes von Pythagoras durch Scherung und
o die in 8.0.3 erkldrte Tatsache, dass Scherungen von Parallelogrammen Zerlegungspuzzle liefern,

um Legesteine zu erzeugen (etwa aus Papier/Holz/Plastik per 3D-Druck), mit denen man einerseits die beiden
Quadrate iiber den Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks und andererseits das Quadrat iiber der Hypotenuse
auslegen kann.

9.2 Standardbezeichnungen bei rechtwinkligen Dreiecken

9.2.1. In jedem rechtwinkligen Dreieck nennt man

¢ die dem rechten Winkel gegeniiberligende Seite @Hypotenuse

o die anderen beiden (am rechten Winkel anliegenden) Seiten s Katheten

« Die Hypotenuse wird vom Hohenfusspunkt in zwei Teilstrecken zerlegt (siehe Skizze unten). Diese nennt
man s Hypotenusenabschnitte

9.2.2 (Konventionen und Standardbezeichnungen im rechtwinkligen Dreieck). Der Eckpunkt beim rechten Win-
kel wird C' genannt. Die anderen Eckpunkte, Seiten und Winkel werden wie iiblich bezeichnet (mathematisch
positiver Drehrsinn; v = 90°).
e c ist die Hypotenuse
e a und b sind die Katheten
¢ Mit der Hohe meint man s immer die Hohe h = h,
iiber der Hypotenuse c. b
e Der Fusspunkt H der Hohe h teilt die Hypotenuse in
zwei Hypotenusenabschnitte, die man mit p und ¢
bezeichnet, genauer gelten p = [BH| und ¢ = [AH].
Merkhilfe: p liegt bei a; ¢ liegt bei b (alphabetische Rei- A
henfolge) 55 c
f<
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9.3 Sitze iiber rechtwinklige Dreiecke

9.3.1. Wir geben hier die wichtigsten Sétze iiber rechtwinklige Dreieck in einer Art Zusammenfassung an, damit
man sie sich auf einmal einpragen kann. Die Beweise werden an der Tafel erklirt. Weitere Beweise finden sich
in den Aufgaben.

9.3.2. Fir die alten Griechen waren die folgenden Satze vorrangig Aussagen iiber den Fliacheninhalt gewisser
Quadrate und Rechtecke (was vermutlich vor allem daran lag, dass unsere elegante «moderne» Formelschreib-
weise damals noch nicht existierte). Dieser Aspekt wird in den folgenden Formulierungen besonders betont.

—— Satz 9.3.3 Satz des Pythagoras samt Umkehrung

Das Quadrat tiber der Hypotenuse ist so gross wie die beiden Quadrate

tiber den Katheten zusammen (hellblau = blau). &

a’ + b = ¢

Umkehrung des Satzes des Pythagoras: In jedem Dreieck UVW gilt: &

u? + v = w? = rechter Winkel bei W

Beachte: Die Gleichung u2 4+ v2 = w? kann nur dann gelten, wenn w die lingste Seite ist.

— Satz 9.3.4 Kathetensatz

Das Quadrat iiber jeder Kathete ist so gross wie das Rechteck aus Hy-
potenuse und zugehorigem Hypotenusenabschnitt (hellrot = rot und

hellgriin = griin). &

— Satz 9.3.5 Hohensatz

Das Quadrat iiber der Hohe ist so gross wie das Rechteck aus den beiden

Hypotenusenabschnitten (helloliv = oliv). & h

h*=p-q b

Beweis an Tafel aus (1) nur Pythagoras (fiir die drei dhnlichen Dreiecke) und (2) Kathetensatz + Pythagoras

(verwende ¢ = p + q) erklart. Bin geometrisch anschaulicher Beweis wird in Aufgabe 17 erklart.

— Merke 9.3.6 Fliche auf zwei Arten berechnen

Der folgende einfache Zusammenhang ist nitzlich, wird aber leider oft iibersehen. &

a-b=c-h

Beweis: Die Fliche des rechtwinkligen Dreiecks kann von jeder der drei Seiten aus mit der Formel « é Grundseite mal Hohe» berechnet werden. Was ist die

Hohe iiber einer Kathete? Der Rest des Beweises ist dem Leser als einfache Aufgabe iiberlassen.
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9.4 Quadratwurzeln

Definition 9.4.1

Die Quadratwurzel /r einer nicht-negativen reellen Zahl r > 0 ist wie folgt definiert:

\/r := die nicht-negative reelle Zahl, deren Quadrat r ist

R Aufgabe A3 Berechnen Sie:

) V=T f) /32024 .74
g | h) V2T 3 20 71

i) /(—2024)2 j) Vz2 fiir beliebiges z
k) Va2 fiir beliebiges = > 0 1) Va2 fiir beliebiges = < 0

— Satz 9.4.2 Wurzelgesetze

Fiir alle reellen Zahlen a,b € Rar gelten in der Formel rechts ist zusétzlich b # 0 angenommen %2

Va-b=+/a- Vb Z:

S

Beweis. Die Zahl rechts des Gleichheitszeichens ist jeweils nicht-negativ und hat die Eigenschaft, dass ihr Quadrat die Zahl links unter dem Wurzelzeichen ist. O

R Aufgabe A4 In der Geometrie haben wir es meist mit positiven Grossen zu tun, etwa mit Langen von
Strecken. Deswegen nehmen wir in dieser Aufgabe an, dass die Variable a eine beliebige positive reelle Zahl ist.
Berechnen bzw. vereinfachen Sie:

a) V/320% b) V3205 .75
) Va2 d) v2a2
) V3a2 f) Va2

/ / _3a?
g) (ohne Wurzel im Nenner angeben!) h) 4 (ohne Wurzel im Nenner angeben!)

9.5 Aufgaben (vor allem zum Satz des Pythagoras)

o
Q

@)
w

R Aufgabe A5 Wurzelkonstruktionen mit Pythagoras:
(a) Konstruiere auf Késtchenpapier eine Strecke der Linge v/13 (Lingenangaben in Zentimeter).
(b) Konstruiere auf Kistchenpapier eine Strecke der Linge 1/22.
(¢) Konstruiere auf Késtchenpapier eine Strecke der Linge v/32.
)

(d) Wurzelschnecke/Wurzelspirale/Spirale des Theodorus: Bestimme alle nicht angegebenen Léngen in den
beiden folgenden Zeichnungen!
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R Aufgabe A6 Fiir ein beliebiges gleichseitiges Dreieck (bitte Skizze anfertigen):

(a) Bestimmen Sie die Hohe h und die Flidche des Dreiecks, wenn die Seitenlédnge a gegeben ist. Wer mag,
kann zuerst den konkreten Fall a = 1 oder a = 17 behandeln.

(b) Bestimmen Sie das Verhéltnis & : a = -2 von Hohe zu Seitenléinge.

(c) Bestimmen Sie die Seitenldnge a in Abhéngigkeit von der Hohe h.

R Aufgabe AT Betrachten Sie ein beliebiges gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse
¢ und Katheten a = b (bitte Skizze anfertigen).

a) Welche Winkel hat das Dreieck?

(
(b) Berechnen Sie ¢ und die Flache F' des Dreiecks in Abhéngigkeit von a.

)
)
(c¢) Berechnen Sie a und die Flache F' des Dreiecks, wenn ¢ gegeben ist.
(d) Was ist das Verhéltnis Kathete zu Hypotenuse?

® Aufgabe A8 Fiir ein beliebiges 90°-60°-30°-Dreieck bezeichne a die Hypotenuse, x die langere und y die
kiirzere Kathete (bitte Skizze anfertigen).

(a) Berechnen Sie aus jeder der drei Lingen a, x, y die beiden anderen.

(b) Geben Sie die Verhéltnisse -7-, <~ und - an.

(¢) Mit Hilfe von Katheten- und Hohensatz (auch wenn diese noch nicht bewiesen wurden):

Bestimmen Sie die beiden Hypotenusenabschnitte (der lingere sei p, der kiirzere ¢) und die Hohe h in
Abhéngigkeit von der Hypotenuse a.

— Merke 9.5.1

Fiir die folgenden Typen von Dreiecken kann man mit Pythagoras aus jeder der drei Seiten jede andere
Seite (und Hohe und Flidcheninhalt) berechnen:

e gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck, d. h. 90°-45°-45°-Dreieck
e 90°-60°-30°-Dreieck

Beweis. Siche Aufgaben 7 und 8. O

Dancing in the moonlight with Pythagoras

# Aufgabe A9 Pythagoras fiir beliebige zueinander dhnliche Figuren iiber den Dreiecksseiten

Zeigen Sie: In der Zeichnung rechts gilt fir die
Fléacheninhalte

Gelb 4+ Rosa = Hellblau

Hinweis: Bezeichne F' die Flache der dunkel-
grauen Figur mit Grundseite der Linge 1. Wie

kann man die Fldchen der drei farbigen Figu-
ren durch F' ausdriicken? +—1

i
v

Bemerkung: Die analoge Aussage gilt fiir be-
liebige zueinander dhnliche Figuren {iber den
Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks.
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# Aufgabe A10 Moéndchen des Hippokrates

Die beiden mondsichelférmigenférmigen Figuren in Rosa und Gelb
in der Zeichnung rechts werden die «Modndchen des Hippokratesy
genannt.

Zeigen Sie, dass die Fliache der beiden Méndchen mit der Fliache des
rechtwinkligen Dreiecks iibereinstimmt.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 9 fiir Halbkreise tiber den Dreiecks-
seiten.

Bemerkung: Die Mondchen des Hippokrates sind die ersten krummlinig begrenzten Flachenstiicke, deren
Inhalt exakt berechnet werden konnte (laut Wikipedia: Lune of Hippocrates).

Abstand zwischen zwei Punkten der kartesischen Zeichenebene

R Aufgabe All Betrachten Sie die Punkte U = (0,0), P = (2,5) und Q = (5,1) der Zeichenebene
R? = R x R. Besser zuerst nur U und P angeben, sonst denken viele, man miisste das Dreieck U PQ verwenden.

(a) Markieren Sie die drei Punkte in einem Koordinatensystem und bestimmen Sie den Abstand U P mit dem
Satz von Pythagoras. Priifen Sie Ihr Ergebnis durch Abmessen!

(b) Bestimmen Sie den Abstand PQ.

Hinweis: Finden Sie ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse die Strecke [PQ)] ist und dessen Ka-
theten Sie aus den Koordinaten von P und @ ausrechnen koénnen.

(c) Was ist wohl in Merke 9.5.2 zu ergéinzen?

Merke 9.5.2

Sind P = (zp,yp) und Q = (zq,yq) zwei beliebige Punkte der Zeichenebene R?, so gilt

Abstand(P, Q) = PQ = %\/\xp —zol2+lyp —yol? = \/(xp —20)?+ (yp — yg)?

Berechnungen im dreidimensionalen Raum

R Aufgabe A12 Stellen Sie sich vor, dass eine Fliege und ein (leider nicht mehr fliegen kénnender) Mari-
enkéfer in einer Ecke A eines wiirfelféormigen Raums der Seitenlédnge 1 sitzen.

H G
(a) Welche Flugstrecke legt die Fliege zuriick, wenn sie direkt zur gegeniiberliegenden D
Ecke G fliegt? Mit anderen Worte: Wie lang ist die rot eingezeichnete Raumdiago- Z
nale [AG]? i) P
(b) Wie lang ist der kiirzeste Weg fiir den Marienkéfer zur gegentiberliegenden Ecke A B

G'? Er kann leider nur auf den Wéanden des Raums laufen.

Hinweis: Denken Sie an Wirfelnetze (= «Bastel-/Faltvorlagen fiir Wiirfely), d. h.
falten Sie den Wiirfel auf.

Nun stelle man sich vor, dass der Raum quaderférmig ist mit Seitenlingen a, b und ¢ (wie in der Zeichnung

markiert). Wenn Sie wollen, konnen Sie auch zuerst mit konkreten Zahlen a = 5, b = 4, ¢ = 3 arbeiten.
H G

D

(¢) Wie lang ist die Raumdiagonale [AG] im Quader?

(d) Wie lang ist der kiirzeste Weg von A nach G iiber einen geeigneten Punkt der
Kante [BC|? £ r

(e) « Wie lang ist der kiirzeste Weg entlang der Winde von A nach G, wenn
a > b > c gilt? Uber welche Kante fithrt der kiirzeste Weg?

Hinweis: Es gibt drei naheliegende Kandidaten fiir den kiirzesten Weg. Welcher
davon ist der kiirzeste?
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R Aufgabe A13 Das (oder der) Tetraeder ist einer der fiinf platonischen Korper (altgriechisch tetpo-
tetra- «vier» und &3pa hédra «Sitz», «Sessely, «Gesafl» bzw. iibertragen «Seitenflachey).

Er besteht aus vier gleichseitigen Dreiecken einer beliebig gewéhlten Seitenldnge s. Bestimme die folgenden
Werte (nur die letzten beiden héngen von s ab):

(a) Wie viele Flachen, Kanten und Ecken hat er?

(b) Was ist die Hohe (= Korperhohe) des Tetraeders in Abhéngigkeit von s?

Hinweis: Bestimmen Sie zuerst die Hohe einer Seite des Tetraeders (dabei hilft eine alte Aufgabe). Liegt das
Tetraeder auf einer Seitenfliache, so ist der Fusspunkt der Kérperhohe der Schwerpunkt der Grundflache.
Denken Sie daran, dass sich die Seitenhalbierenden eines Dreiecks in einem gewissen Verhéltnis teilen.

Abstand zwischen zwei Punkten des dreidimensionalen kartesischen Raums

R Aufgabe Al4 Betrachten Sie die Punkte U = (0,0,0), P = (3,4,12) und Q = (1, 7,8) des dreidimensio-
nalen Raums R? =R x R x R.

(a) Bestimmen Sie den Abstand UP.
(b) Bestimmen Sie den Abstand PQ.
(c) Was ist wohl in Merke 9.5.3 zu ergénzen?

Merke 9.5.3

Sind P = (zp,yp,2p) und Q = (2, yg, 2¢) zwei beliebige Punkte des Raums R* = R x R x R, so gilt

V)

Abstand(P, Q) = PQ = &/lep — 2ql? + [yp — yql2 + |2p — 2ql2 = \/(xp — 20)2 + (yp — @) + (2p — 2

Umkehrung des Satzes des Pythagoras

Beweis an der Tafel erkliren. Rechte Winkel in der Antike (etwa bei der Feldvermessung) mit Schnur, die in zw6lf gleich grosse Teile aufgeteilt ist.

R Aufgabe A15 Welche der vier Dreiecke mit den folgenden Seitenléngen sind rechtwinklig?
a) a=3,b=4,¢=5 b) a=5,b=12,¢=13 ¢) a=17,0=15,¢=8 d)a=4,b=5,¢=6

R Aufgabe A16
Im rechts abgebildeten Wiirfel der Seitenldnge a liegen die Punkte X, Y und Z jeweils Y
auf den Kantenmitten. Ist das Dreieck AXY Z rechtwinklig?

Hohensatz

R Aufgabe A17 Beweis des Hohensatzes durch Ergénzung

Links ist ein rechtwinkliges Dreieck dargestellt, das von seiner Hohe in zwei Dreiecke (blau und braun) zerlegt
wird. Legen Sie diese beiden Dreiecke auf zwei verschieden Weisen «in die Ecken» des zweimal dargestellten
Dreiecks (also einmal beide Teile in das mittlere Dreieck, einmal beide Teile in das rechte Dreieck). Folgern Sie

daraus den Hohensatz .

Iy Iy

< <

+ +

=4 =h

« 4V o 4V
k= q+h =] < q+h =]
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Drei Mittelwerte anschaulich

® Aufgabe A18 Drei Mittelwerte: Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel

Ausgehend von zwei Langen a und

b wurde die Figur rechts wie folgt Q
konstruiert: Trage a und b neben- N
einander ab (das liefert den Punkt
P) und errichte dariiber einen Tha-
les(halb)kreis. Sei @ sein Schnitt-
punkt mit dem Lot zur Grundseite
des Thaleskreises in P. Zeichne den
Radius [M Q)] ein. Schliesslich ist H
der Fusspunkt des Lots von P auf H
(MQ).

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit 1V
von a und b die folgenden Langen: X M P Y
Empfehlung fir (b) und (c): = “ H=— b —
Hohen- und Kathetensatz.

a) das arithmetische Mittel m, = M@, b) das geometrische Mittel m, = PQ und

<
@
Mg

¢) das harmonische Mittel my = HQ von a und b.

—— Merke 9.5.4  Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel (= Mittelwert)

Wenn a,b € Rt positive reelle Zahlen sind, so nennt man

a+b
2

das arithmetische Mittel von a und b;

¢ Vab das geometrische Mittel von a und b;

2ab

" das harmonische Mittel von a und b.

Es gilt «harmonisches < geometrisches < arithmetisches Mittel», d. h. Beweis: Klar aus der Zeichnung in Aufgabe 18.
mp < mg <My

ilfe: 2ab  _
Merkhilfe: Wegen —295— =

(warum?) ist das harmonische Mittel der Kehrwert des arithmetischen Mittels der Kehrwerte von a und b.

1

1 1

at %
2

9.6 Weitere Aufgaben

® Aufgabe A19

Berechnen Sie in der folgenden Tabelle die fehlenden Gréssen, wobei a, b, ¢, p, g, h jeweils die iiblichen Strecken
eines rechtwinkligen Dreiecks bezeichnen; F' bezeichnet seine Fliche. (Taschenrechner erlaubt)

L o [ b [ecl » | ¢ [ h [F]
3 -+ =18
13 12
25 16
1 7

R Aufgabe A20 In einem rechtwinkligen Dreieck teilt die Hohe h auf die Seite ¢ diese in zwei Hypotenu-
senabschnitte, p und ¢, wobei p ndher bei a liegt. Von den sechs Strecken a, b, ¢, h, p und ¢ sind jeweils zwei
gegeben. Finden Sie Formeln, um daraus die anderen vier zu berechnen.

«¢®

a) a, b b) a, p c) p,gq d) p, c e) A pb
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R Aufgabe A21 Es folgt eine Liste von Wortverbindungen. Diese sind in den nachfolgenden Liickentext so
einzutragen, dass korrekte Aussagen entstehen:

Wortverbindungen: | der Héhe ‘ Hypotenusenabschnitt H der beiden Hypotenusenabschnitte H der Hypotenuse ‘
‘von Hypotenuse ‘ der Katheten ‘ der zugehorigen Kathete H das Produkt H das Produkt H das Quadrat H das Quadrat ‘
‘das Quadrat ‘ ‘ der Quadrate ‘ ’ rechtwinkligen‘ die Summe

Liickentext: In jedem ‘ ‘ Dreieck gilt

e laut dem Satz von Pythagoras: ’ H H ‘

ist so gross wie ‘ H ‘

e laut dem Kathetensatz: ’ H ‘und‘ ‘

ist so gross wie ‘ H ‘

e laut dem Hohensatz: ‘ H

ist so gross wie ‘ H

R Aufgabe A22
Berechnen Sie s und r aus a = 4v/5 und h. = 8.

A° "Map B

# Aufgabe A23 Berechnen Sie aus a den Radius = der skizzierten Fiillkreise.
a) b)

k< a =1 k= a =1
‘UOIY TOMZ JNR DIUI[PUNIY) INZ WNIJUSZSIOII WOA PURISQY USP 9Ig Uauydelog (o pun (q Nz oSIOMUTE]

NOPIRI(-,0€-,09-,06 Ul® oI5 uayong :(e Nz semury

R‘Aufgabe A24 Folgende Aufgaben sind grésstenteils aus der Aufgabensammlung von Angelika Rupflin der Kantonsschule am

Burggraben St. Gallen

(a) Gegeben sind zwei Quadrate mit den Seitenldngen 3 cm und 5 cm. Konstruieren Sie ein Quadrat des-
sen Fliacheninhalt a) mit der Summe b) mit der Differenz der Inhalte der beiden Quadrate
iibereinstimmt.

(b) Zeichnen Sie ein Quadrat mit der Seitenlinge a = 3 ¢cm und konstruieren Sie dann ein Quadrat, das
a) den halben, b) den doppelten, ¢) den dreifachen Inhalt des urspriinglichen Quadrats hat.

(c¢) Konstruieren Sie (ausgehend von ganzzahligen Streckenldngen) auf mindestens 2 verschiedene Weisen ein
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Quadrat mit dem Flacheninhalt
a) 5 cm? b) 27 cm?

(d) Welchen Radius muss ein rundes Backblech mindestens haben, damit eine rechteckige Tiefkiihlpizza mit
den Abmessungen 22 cm x 17 cm darauf Platz hat.

(e) Berechnen Sie die theoretische Blickweite von einem 100 m hohen Leuchtturm aufs Meer. (Erdradius
6.37 - 105 m)

(f) Wie weit unter Wasser liegt die gerade Verbindungslinie von Romanshorn nach Friedrichshafen? Machen
Sie eine Skizze. Erdradius: 6370 km. Die Entfernung Romanshorn-Friedrichshafen bitte selbst herausfinden.

(g) Wie hoch darf ein 60 cm tiefer (und sehr breiter) Schrank hochstens sein, damit man
ihn aus der liegenden Position in einem 2.4 m hohen Raum durch Kippen aufstellen
kann?

Hinweis: Bitte nicht von der Wand im Bild irritieren lassen sondern den Schrank in
der Raummitte aufrichten.

e

(h) Berechnen Sie die Lénge aller Seitenhalbierenden in einem rechtwinkligen Dreieck aus den Kathetenldngen
a und b. a) a=6und b=10 b) allgemein mit Parametern ¢ und b

(i) Von einem allgemeinen Dreieck ABC kennt man die Seite ¢ = 56 cm, die Hohe h. = 15 ¢cm und die
Seitenhalbierende s. = 17 cm. Berechnen Sie die Lénge der Seiten a und b.

(j) Die abgebildete Pyramide iiber dem Eingang des Louvre in Paris ist 21.6 m hoch. Thre
Grundfldche ist ein Quadrat mit der Seitenldnge 34.2 m. Wie gross ist die Glasfliche?

(k) Gegeben sei eine Strecke der Linge a.
Konstruieren Sie a) +/6la b) 153a c) VT7a

(1) Gegeben sind die Punkte A = (—3,—2), B = (6,1) und C = (—5,4). Priifen Sie durch Rechnung, ob das
Dreieck ABC rechtwinklig ist. (Keine genaue Zeichnung verlangt, aber eine Skizze ist sicherlich hilfreich!)

(m) Uberpriifen Sie durch Rechnung, ob das Dreieck ABC' mit A = (2,1), B = (1,10) und C = (6,5)
rechtwinklig ist und geben Sie den Flicheninhalt an! (Grobe Skizze empfohlen!)

(n) Verwandeln Sie ein Dreieck mit den Seitenldngen 6 cm, 7 cm, 8cm per Konstruktion mit Zirkel und Lineal
in ein flichengleiches Quadrat.

(0) Verwandeln Sie ein Quadrat mit Seitenlinge 7.5 cm per Konstruktion mit Zirkel und Lineal in ein
flachengleiches Rechteck, dessen eine Seite 5.5 cm lang ist. Erldutern Sie kurz IThr Vorgehen!

(p) Ein Matrose sitzt auf hoher (und ruhiger) See im Ausguck eines Schiffes 25 m iiber dem Wasser. In welcher
Entfernung (Luftlinie) sieht er frithestens

(i) eine auf dem Wasser treibende Luftmatratze?

(ii) einen anderen Matrosen, der seinerseits in einem Ausguck 30 m tiber der Wasseroberfliche sitzt?

Hinweise: Fertigen Sie eine Skizze an. Erdradius: 6370 km

R Aufgabe A25 Losen Sie die folgenden Aufgaben mit dem Hohensatz!

(a) Geometrisches Wurzelzichen: Gegeben sind zwei Strecken der Lange a und 1. Konstruieren Sie eine Strecke
der Lange /a.

(b) Rechteck in flachengleiches Quadrat verwandeln: Gegeben ist ein Rechteck mit Seitenldngen x und y.
Konstruieren Sie ein Quadrat desselben Flacheninhalts.

(¢) Rechteck in flichengleiches Quadrat verwandeln: Gegeben ist ein Quadrat mit Seitenlinge s und eine
Strecke x. Konstruieren Sie ein flichengleiches Rechteck, dessen eine Seite x ist.

(d) #  Anwendung der vorigen beiden Teilaufgabe: Gegeben sind zwei Strecken der Lingen z und y und
eine Strecke der Lange 1 als “Masseinheit”. Konstruieren Sie eine Strecke der Linge zy.
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R Aufgabe A26 Losen Sie die folgenden Aufgaben mit dem Kathetensatz!

(a) Rechteck in flichengleiches Quadrat verwandeln: Gegeben ist ein Rechteck mit Seitenlingen x und y.
Konstruieren Sie ein Quadrat desselben Fldcheninhalts.

(b) #  Rechteck in flichengleiches Quadrat verwandeln: Gegeben ist ein Quadrat mit Seitenlinge s und eine
Strecke x. Konstruieren Sie ein flichengleiches Rechteck, dessen eine Seite x ist.

9.7 Pythagoreische Tripel

9.7.1. Besonders «schone» rechtwinklige Dreiecke sind solche, bei denen alle Seitenldngen positive natiirliche
Zahlen sind (in einer geeigneten fixierten Langeneinheit, etwa Zentimeter).

—— Definition 9.7.2 Pythagoreische Tripel
Ein pythagoreisches Tripel ist ein Tripel (a,b, ¢) von positiven natiirlichen Zahlen mit
a® + b2 =¢?

Ein pythagoreisches Tripel (a, b, ¢) heisst primitiv, falls a, b und ¢ ausser der 1 keinen gemeinsamen Teiler
haben.

Beispiele 9.7.3. Das bekannteste pythagoreische Tripel ist (3,4,5), denn 3% + 42 = 52. Andere Beispiele sind
(5,12,13) oder (8,15,17). Diese drei Tripel sind primitiv. Natiirlich ist auch (4, 3,5) ein primitives pythagorei-
sches Tripel.

Nicht primitiv ist das pythagoreische Tripel (9,12, 15), denn alle Komponenten (= Eintréige) sind durch 3
teilbar: Es entsteht aus dem primitiven pythagoreischen Trupel (3,4,5) durch (komponentenweise) Multiplika-
tion mit 3.

® Aufgabe A27

(a) Testen Sie den rechts angegebenen Algorithmus fiir einige
Wahlen von a. — Algorithmus 9.7.4
(b) Zeigen Sie allgemein, dass dieser Algorithmus pythagore-
ische Tripel liefert (u. a. ist zu zeigen, dass b eine positive
natiirliche Zahl ist).
Zusétzlich konnen Sie sich iiberlegen:
¢ alle so erhaltenen pythagoreischen Tripel sind primi-
tiv;
e man erhélt auf diese Weise alle pythaogoreischen Tri-
pel (a,b,¢) mit c=b+ 1.

(1) Wahle eine beliebige ungerade Zahl
a> 3.

(2) Setze b := “251 .

(3) Ausgabe: (a,b,b+ 1) ist ein pytha-
goreisches Tripel

—— Satz 9.7.5 Erzeugung primitiver pythagoreischer Tripel; Euklids Formel

Fiir beliebige natiirliche Zahlen m > n > 0 ist

a=m?—n? b=2mn c=m?+n?
ein pythagoreisches Tripel (Beweis siche Aufgabe 28).
Ohne Beweis: Wenn m und n teilerfremd sind (d. h. ggT(m,n) = 1) und nicht beide ungerade sind, dann ist
das obige Tripel (a,b,c) primitiv; ausserdem entsteht jedes primitive pythagoreische Tripel mit geradem b
auf diese Weise aus eindeutig bestimmten teilerfremden Zahlen m > n > 0, die nicht beide ungerade sind.

R Aufgabe A28

(a) Zeige die erste Behauptung in Satz 9.7.5: Sind m > n > 0 natiirliche Zahlen, so ist
(a,b,c) = (m? — n? 2mn,m? + n?) ein pythagoreisches Tripel.
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(b) Rechne fiir 10 verschiedene (moglichst kleine) Wahlen von m > n > 0 (mit m und n teilerfremd, nicht
beide ungerade) das zugehorige pythagoreische Tripel aus.

« Aufgabe A29 «Besonders natiirlichzahliges» rechtwinkliges Dreieck

Vermutlich kennen Sie das rechtwinklige Dreieck mit positiven ganzzahligen Seitenlédngen a = 3, b = 4
und ¢ = 5. Es illustriert den Satz des Pythagoras auf besonders schone Weise: 32 + 42 = 9 4+ 16 = 25 = 52.

Gibt es ein rechwinkliges Dreieck mit a,b,c,p,q, h € NT?

Hinweis: Die Hohe teilt jedes rechtwinklige Dreieck in zwei kleinere Dreiecke, die zum Ausgangsdreieck
dhnlich sind.

(Diese Beobachtung fiihrt iibrigens auch zu einem Beweis unserer drei Hauptsitze (Pythagoras, Katheten-
satz, Hohensatz), siehe Aufgabe 51, Aufgabe ??, im Skript tiber Ahnlichkeit).
9.8 In Arbeit: Was man noch machen koénnte

Drei Mittelwerte im tiglichen Leben
'x' Aufgabe A30 Motiviert durch: Wolfgang Zeuge: Niitzliche und schéne Geometrie — eine etwas andere Einfithrung

(a) Ein Velofahrer fahrt eine Strecke s = 50 km mit Geschwindigkeit v; = 40km/h und dann dieselbe Strecke
mit Geschwindigkeit vy = 20 km/h. Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit ist er gefahren?

(b) Ein Velofahrer fahrt eine Stunde lang mit Geschwindigkeit v; = 40km/h und danach eine Stunde lang
mit Geschwindigkeit vy = 20km/h. Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit ist er in den zwei Stunden
gefahren?

(¢) Eine Pflanze verdoppelt ihre Grosse im ersten Jahr und vervierfacht sie im zweiten Jahr. Um welchen
Faktor ist die Pflanze durchschnittlich pro Jahr gewachsen?

(d) Welcher der drei Mittelwerte (arithmetisch, geometrisch, harmonisch) taucht in welcher der drei vorherigen
Teilaufgaben auf?
Heronformel herleiten?

Heronformel als Bonus (S. 31, 32 im oben zitierten Buch)?

Archimedes, Bestimmung von

Archimedes, Berechung von n7 Mit ein- und umschriebenem Sechseck starten, dann jeweils halbieren. Formel
fiir die neuen Lédngen ermitteln!

Konnte das in Aufgabe packen, in Informatik wiederverwertbar. Ebenso wie pythagoreische Tripel.
Euklids Formel fiir pythagoreische Tripel beweisen

siehe etwa Wikipedia
https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean_triple#Geometry_of_Euclid’s_formula
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9.9 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvor-
bereitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

#¥ Diese Aufgaben sind wichtig, um das Verstéindnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und/oder die Theorie in einen
grosseren Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 1 cxpythagoras-drei-beweise

(a) Die beiden grossen Quadrate haben denselben Flicheninhalt (nfimlich (a + b)?). Wenn man davon jeweils
die Fliache der vier roten Puzzlesteine abzieht, verbleibt die gleiche Fléche. Das bedeutet, dass das weisse
Quadrat im linken Bild dieselbe Flache hat wie die beiden weissen Quadrate im rechten Bild, dass also
c? = a? +b? gilt.

(b) Einerseits ist die Fliche des grossen Quadrats (a + b)?, andererseits ist sie die Summe der Flichen der

vier Puzzlesteine (jeweils —-ab) plus die Fliche des weissen Quadrats (¢?), d. h.

1
(a+b)? = (Fliche des grossen Quadrats) = (Fliche des weissen Quadrats)+4-(Fliche Puzzlestein) = 02+4-7ab

Daraus ergibt sich per ausmultiplizeren und vereinfachen:
a® 4 2ab + b* = % + 2ab
a® +b? =
(c) Einerseits ist die Fliche des grossen Quadrats c¢?, andererseits ist sie die Summe der Flichen der vier

Puzzlesteine (jeweils --ab) plus die Fliche des weissen Quadrats ((b — a)?), d. h.

¢ = (Fliche des grossen Quadrats) = (Fliche des weissen Quadrats)+4-(Fliche Puzzlestein) = (b—a)2+4-%ab
Daraus ergibt sich per ausmultiplizeren und vereinfachen:

2 =b? — 2ab + a® + 2ab

a2 = a2 + b2
Bemerkung: Damit das Bild «stimmt», ist hier b > a vorausgesetzt.

© .o
X Losung zu Aufgabe 2 cxpythagoras-legepuzsle-aus-schorungsbeweis
Ganz am FEnde dieses Skript findet man das entsprechende Legepuzzle viermal zum Ausdrucken und Ausschnei-
den.

R Losung zu Aufgabe 3 cxwurzem

a) V144 =12 b) /2 =3 = %

c) V=1 d) VO=0

e) v/—1 = nicht definiert f) /320272 — 31012, 72

g) 3270424 = 3;% h) /242 3-2022 . 74 — 92131012 72

i) /(—2024)% = 2024 j) Va2 = |z|; Achtung, ohne Betragsstriche falsch

(fiir negatives x)!
Man kann dies auch mit einer Fallunterscheidung

falls z >
aufschreiben: v x2 = . s = O;
—x fallsx <0

k) Va2 = x fir beliebiges z > 0 1) Va2 = —x fiir beliebiges z < 0
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R Losung zu Aufgabe 4 cxwurzelgesetze

a) \/32025 — /320243 — /32024 . /3 — 31012 /3 b) /32025 .75 = /32025 . V75 = 3l012 .72 /3T

c) Va d) vV2a2=v2-a
e) V3a? \/§ -a f) Vda? =2a
g) 1/ \;‘5 = %a (ohne Wurzel im Nenner angeben!) h) Sf = \/\/gf = @a (ohne Wurzel im Nenner angeben!)

R Losung zu Aufgabe 5 cx-pythagoras-wirzelschnecke

a) Wegen 13 = 9+ 4 = 32 + 22 zeichne man ein rechtwinkliges Dreieck mit Katheten der Linge 3 und 2
(entlang der Linien des Kistchenpapiers). Seine Hypotenuse hat die gesuchte Linge v/13.
Es gibt auch andere Losungen (etwa die «brutale» mit der Wurzelschnecke aus Teilaufgabe (d); etwas
besser sind die sich aus 13 = 32 + 11 4+ 12+ 12 + 12 oder 13 = 42 — 22 + 1! oder (umstéindlicher, vergleiche
Teilaufgabe (c)) 13 = 42 — 12 — 11 — 12 ergebenden Lésungen.

b) Wegen 22 = 9+ 9 +4 = 3% +32 422 =18 +4 = o7
13 + 9 tut es jede der rechts durch Zeichnungen
angedeuteten Konstruktionen. Die Rechnungen zu
2 3

den Beschriftungen in der linken Konstruktion sind

V32 3% = 18 und \/VI8 +22 = JI8¥4 =
V22.

c) Wegen 32 = 36 — 4 = 62 — 22 ist es wohl am einfachsten, ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse der
Lénge 6 und einer Kathete der Lénge 2 zu konstruieren (zeichne Strecke der Lange 6, Thaleskreis dartiber,
dann Kreis mit Radius 2 um einen der Endpunkte). Die andere Kathete hat dann die gewiinschte Lénge.

VEF=2= V32

3

6
d) Die Léngen links sind in offensichtlicher Reihenfolge: v/2,v/3,v4 = 2,/5, /6, /7.
Die Lingen rechts sind v2-a,v3-a,vV4-a=2a,V5 a,V6-a,V7-a.

R Losung zu Aufgabe 6 cx-gleichseitiges-dreieck

(a) Die Hohe teilt h teilt das Dreieck in zwei (kongruente) rechtwinklige Dreiecke mit Hypotenuse a und
Katheten h und -3-. Nach Pythagoras gilt also

2 2 a\?
- (3)
a + 2

2

2 2 a
:h _—
a +4
%a2:h2
3 V3
_ 22 VO
h 4a > a

Die Fléche ergibt sich somit nach der Formel «einhalb mal Grundseite mal Héhe» zu

I L Vi B
F—E'a‘h—7‘a'Ta—Ta

(b) Man kann entweder die obige Formel h = %a durch a dividieren oder sie so verwenden:
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(c) Die obige Formel h = %a ist nach a aufzulésen. Multiplikation mit % liefert

2 2
o 23,

-7 ;

> T o2
‘k LOSllng zu Aufgabe 7 ex-rechtwinklig-gleichschenkliges-dreieck

a

Betrachten Sie ein beliebiges gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse ¢ und Katheten
a = b (bitte Skizze anfertigen).

(a) Das Dreieck hat die Winkel 90° und zweimal 45°.

(b) Nach Pythagoras gilt ¢? = a® + a® = 242, also ¢ = v/2a.

Nimmt man eine Kathete als Grundseite, so ist die andere Kathete die zugehorige Hohe und die Fliche

ist 1 1
F=—a-b=—d?
2 2
d.h. die halbe Flidche eines Quadrats der Seitenldnge a, was auch geometrisch klar ist.
(€) a= %c = %C.
Flache: F' = %aQ = %%62 = %CQ. Dies ist auch geometrisch plausibel, denn in ein Quadrat der

Seitenldnge ¢ passt das betrachtete Dreieck viermal.

@) & =5 =%

R Losung zu Aufgabe 8 cx-30-60-00-dreicck

(a) Spiegelt man das gegebene Dreieck an der langeren Kathete z, so bilden das Ausgangsdreieck und sein
Spiegelbild zusammen ein gleichseitiges Dreieck. Folglich gelten

1 V3

y:7a sza

wobei die zweite Gleichung nach Pythaogoras gilt bzw. nach der vorherigen Aufgabe 6, denn z ist die
Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenldnge a.

Alternative: Man kann das Dreieck auch durch Teilen des rechten Winkels in einen 60°-Winkel und
einen 30°-Winkel in ein gleichseitiges und ein gleichschenkliges Dreieck zerlegen und so sehen, dass die
Hypotenuse a doppelt so lang ist wie die kiirzere Kathete .

Die obigen beiden Gleichungen geben z und y in Abhéngigkeit von a an.

o Ist  gegeben, so gelten

r V3 y 1 y

1
a 2 a 2 x V3 3

w

V3
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(c) Hier einer von vielen Losungswegen: Nach dem Kathetensatz gilt ga = y? und somit

Y a a
T T LT T
(Alternative: Das Dreieck mit den Seiten y, h und ¢ ist ein 90°-60°-30°-Dreieck mit ¢ als kiirzerer Kathete,
die deswegen halb solang ist wie die Hypotenuse y, d.h. ¢ = %y = %a.)
Wegen p+q=aergibt sichp=a—-q=a—- -4 = %a.

Aus dem Hohensatz h? = pq folgt nun

/3 a V3
h:\/]Tq: ZG'Z:74GJ

#Lﬁsung zZzu Aufgabe 9 ex-pythagoras-aehnliche-ﬁg.l.xren
Die blaue Figur ist dhnlich zur grauen Figur mit Ahnlichkeitsfaktor/Streckfaktor c¢. Da die Fliche sich mit dem
Quadrat des Streckfaktors dndert, folgt die erste Gleichung, die anderen beiden bekommt man analog.

Hellblau = ¢? - Grau Gelb = a? - Grau Rosa = b% - Grau

Mit «Grau» ist genaugenommen «Fliche der grauen Figur» gemeint etc.

Daraus erhalten wir mit dem «normalen Pythagoras» c? = a2 + b2

Hellblau = ¢? - Grau = (a® + b?) - Grau = a? - Grau + b? - Grau = Gelb + Rosa

# Losung zu Aufgabe 10 cx-moendchen-des-hippokrates
Nach (der Bemerkung in) Aufgabe 9 gilt: Der Halbkreis iiber der Hypotenuse (nach oben oder unten eingezeich-
net) ist genauso gross wie die beiden Halbkreise iber den Katheten zusammen.

Damit erhalten wir: (Genaugenommen ist jeweils die Flache der genannten Figur gemeint.)

Hellblau = Halbkreis tiber ¢) — (linker weisser Bereich) — (rechter weisser Bereich)
= (Halbkreis iiber a) + (Halbkreis iiber b) — (linker weisser Bereich) — (rechter weisser Bereich)
= (Halbkreis tiber a) — (rechter weisser Bereich) + (Halbkreis tiber b) — (linker weisser Bereich)
= Rosa + Gelb

R Losung zu Aufgabe 11 ex-abstand-r2

(a) Félle von P das Lot auf die a-Achse (oder auf die y-Achse)und nenne den Fusspunkt F. Das Dreieck UF P
ist rechtwinklig. Die Lingen der beiden Katheten sind 2 und 5 und [UP] ist die Hypotenuse. Also gilt

nach Pythagoras
UP =+/22 452 =/29.

(b) Zeichne durch P und @ parallele Geraden zu x und y-Achse. Es ergeben sich zwei rechtwinklige Dreiecke,
deren Kathetenlédngen sich leicht aus den Koordinaten von P und @ ergeben: a = |zp —zg| =12—-5| =3
und b = |yp — yg| = |5 — 1| = 4. Die Hypotenuse ist [PQ] und hat somit nach Pythaogoras die Lénge

PQ=V324+42=V25=5

(c) PQ = /|tp —zql? + lyp —yol? = V/(zp —2q)*> + (yp — yq)?

R Losung zu Aufgabe 12 cx-pythagoras-raumdiagonale

(a) Die blaue (Seitenflichen-)Diagonale [BG] hat wegen Pytha- p
goras die Linge V12 +12 = /2. Da das Dreieck AABG
rechtwinklig bei B ist, hat die rote Raumdiagonale die Linge E

VZ 412= 2112 =3 4 5

(b) Klappt man den Wiirfel auf, so ist die griine Strecke [AG]
ein kiirzester Weg fiir den Marienkéifer (es gibt finf andere
genauso kurze Wege). Seine Linge ist /12 + 22 = /5.
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(c) Zunichst gilt BG = +/b2 + c2. Somit hat die Raumdiagonale die Linge AG = \/a? + /b2 —i—c22 =
Va2 4+ b2 + 2.

(d) Der bei der Kante [BC| aufgeklappte Wiirfel ist unten links abgebildet und der kiirzeste Weg von A nach
G iber diese Kante ist griin eingezeichnet. Seine Lénge ist

Via+e)?+02=a2+ b+ 2+ 2ac

(e) Der kiirzeste Weg muss tiber eine der sechs Kanten [BC], [CD], [DH], [HE], [EF], [FB] fihren. Wenn
man jeweils die beiden an diesen Kanten anliegenden Wiirfelseiten aufklappt, erhdlt man sechs Figuren,
von denen unten drei abgebildet sind; die anderen drei sehen bis auf Vertauschen gegeniiberliegender
Eckpunkte genauso aus. Man berechnet die Léangen der drei griinen Strecken (von links nach rechts) zu
\/a2 (b+c)2 = a2+ b2+ 2 + 2ac, Va2 + b + c2 + 2bc und Va? + b2 + c2 + 2ab. Wegen 0 < ¢ < b <
a gilt be < ac < ab. Also ist Va2 + b2 + c2 + 2bc kleiner-gleich als die beiden anderen Weglidngen. Der
mittlere griine Weg ist also kiirzer als die beiden anderen, wie man auch leicht mit dem Lineal iiberpriift.

In Worten ist es also fiir den Marienkéfer am kiirzesten, einen der beiden Wege iiber die langste Kante zu
nehmen (genauer den iiber [DC] oder den {iber [EF].

H ¢ B H ¢
c c
D C G +
D ¢ a b D e ¢
b b
A @ 5 F 4 @ B

R Losung zu Aufgabe 13 cxpythagoras-tetracder
Der Tetraeder besteht — wie schon der Name besagt — aus 4 Fliachen. Er hat 6
Kanten und 4 Ecken; das ist hoffentlich klar aus dem Bild rechts. Der Punkt
M dort ist der Mittelpunkt zwischen A und C.
Zur Seitenhohe: Die rot eingezeichnete Strecke [M B] ist eine solche Hohe (der
sunten liegenden“ Seite). Wie in Aufgabe 8 berechnet, hat sie die Linge M B =
35 2 0.8660s.
Zur Korperhohe: Sei S derjenige Punkt im Dreieck ABC, fiir den [D.S] senk-
recht auf dem Dreieck steht. Dann ist h = [D.S] die Hohe des Tetraeders. Aus
Symmetriegriinden muss S der Schwerpunkt des Dreiecks ABC' sein (erklare
ich gerne genauer, wenn gewiinscht).
Hoffentlich ist aus der Sekundarschule bekannt, dass der Schwerpunkt jedes
Dreiecks jede Seitenhalbierende im Verhéltnis 2 : 1 teilt. Also gilt SB =

2 MB siche oben 2. ﬁs = \3[ s. Pythagoras, angewandt auf das recht-

wmklzge Dreieck BDS hefert somit

[ —=2 3 6 V6
= 2 _ B e 2——2: 72: ~ 1
s S \/3 95 \/93 3 s~ 0.8165s

R Losung zu Aufgabe 14 cxabstand-rs

(a) Man stelle sich einen Quader vor, dessen «linke untere hintere» Ecke der Punkt U ist und dessen «rechte
obere vordere» Ecke der Punkt P ist und dessen Wande parallel zu den drei von den Koordinatenachsen
aufgespannten Ebenen sind (also z-y-Ebene, z-2-Ebene bzw. y-z-Ebene); drei der Wénde sind Teil der
Koordinatenebenen. Alternativ kénnte man verlangen, dass alle Kanten parallel zu den Koordinatenachsen
sind.

Dieser Quader hat die Abmessungen 3 x 4 x 12.
Die gesuchte Linge UP ist die Linge der Raumdiagonalen. Wie in Aufgabe 12 ergibt sich

UP=+324+42+4+122 =9+ 16 + 144 = v/169 = 13
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(b) Ahnlich wie in der vorigen Aufgabe betrachte man einen Quader, der die beiden Punkte P und Q als
«rdumlich gegeniiberliegende» Eckpunkte hat und dessen Seiten parallel zu den Koordinatenebenen sind.
Dieser Quader hat die Abmessungen 2 x 3 x 4, denn |[zp —zg|=[3— 1| =2und lyp —yg|=[4—7| =3
und |zp — zg| = [12 - 8| = 4.

Die gesuchte Lénge ist die Lédnge der Raumdiagonalen, deren Linge wir wie in der vorherigen Teilaufgabe

berechnen kénnen: PQ = /22 + 32 + 42 = /29
() PQ=/lzp —zgl* +yp —yal* +|2p — 20> = V/(zp — 20)? + (yp — y@)?> + (2P — 20)?

R Losung zu Aufgabe 15 expythagoras-umkehrung-leicht

(a) a® =b* =9+ 16 = 25 = 2. Also ist das Dreieck rechtwinklig mit rechtem Winkel bei C.
(b) a® +b? =25+ 144 = 169 = ¢%. Also ist das Dreieck rechtwinklig mit rechtem Winkel bei C.

(c) a =17, b = 15, ¢ = 8. Hier gilt ¢? + b = 64 + 225 = 289 = a?. Also ist das Dreieck rechtwinklig mit
Hypotenuse a, d.h. der rechte Winkel ist bei A.

(d) a? = 16, b> = 25, ¢ = 36 und keine Summe von zweien dieser Quadrate ist das dritte Quadrat. Also
ist das Dreieck nicht rechtwinklig. Einfacher: Es geniigt zu testen, dass die Summe der beiden kleineren
Quadrate nicht das grosste Quadrat ist: 16 + 25 = 41 # 36.

*Lﬁsung zu Aufgabe ].6 ex-pythagoras-umkehrung

Mit Pythagoras berechnet man: P Y

XY2 =a? + a? = 24>

72 a\? a\2 _ 9a® _ a?

YZ =(5)+(5) =29=%

X7 —AX +AZ =AX +AD +DZ = (9)* + > + (2)" = 3% Ax
Wir vermuten auf Grund der Zeichnung, dass das Dreieck XY Z bei Z einen rechten Winkel hat. Wegen

X2 4YZ =32 42 =42 =22 =XV~

stimmt unsere Vermutung nach der Umkehrung des Satzes von Pythagoras.

*Lﬁsung zZzu Aufgabe ].7 ex-beweis-hoehensatz-durch-zerlegung

iy Iy
< <
+ +
S SY
o 4V « 4V
A q H P B = q+h =] |< qg+h =

In der ersten Zeile ist die Zerlegung des rechtwinkligen Ausgangsdreiecks durch Zerschneiden entlang der
Hohe in zwei rechtwinklige Teildreiecke dargestellt. Nun dreht man des gelbe Dreieck und legt es wie in der
zweiten Zeile gezeigt einmal oberhalb und einmal unterhalb an das rote Dreieck. Zusammen mit den griin
dargestellten Flachen ergeben sich zwei grosse Dreiecke (es handelt sich wirklich um Dreiecke, denn am Ubergang
vom roten zum gelben Dreieck entsteht kein Knick, da sich die drei Winkel dort jeweils zu 180° ergénzen). Diese
beiden grossen Dreiecke sind per Konstruktion deckungsgleich, haben also insbesondere dieselbe Fliache. Also
gilt

h? = (Fliche griines Quadrat) = (Fliche grosses Dreieck) — (Fliche gelbes Dreieck) — (Fliche gelbes Dreieck)
= (Flache griines Rechteck) = pq

Dies ist der Hohensatz!
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R Losung zu Aufgabe 18 cx-drci-mittelwerte-geometrisch

ma:MQ:

(a) -4 (da Radius des Thaleskreises)

(b) Berechnung vonmg = PQ mit dem Héhensatz: Wegen des Thaleskreises ist das Dreieck XY @ rechtwinklig.

Somit dirfen wir den Hohensatz anwenden und erhalten mg

PQ = ab.

= @2 = ab bzw. per Wurzelziehen mg =

Berechnung von mg = PQ mit dem Satz des Pythagoras: Im rechtwinkligen Dreieck M PQ sind bekannt

M, =MQ = -t und MP=MY —b= -2t —p= atb=2b — a=b DPythagoras liefert
2 2 2 _ 2
PO - /mg_Mzz\/a +2zb+b _a QZb+b :\/4217 —Vab

(c) Der Kathetensatz fur das Dreick M PQ liefert (mit den bereits berechneten Grossen)

mp - My = mg
2
mé vab ab 2ab
mh = = =
Mma a—2i-b a—2|-b a+ b

R Losung zu Aufgabe 19 cxiabeiiepythagoras-cte
Die Formeln fiir die erste Zeile findet man in der Losung von Aufgabe 20.

Fiir die zweite Zeile verwende man Pythagoras im rechtwinkligen Dreieck AHBC' Es gilt a® = p? + h%. Dann

kennt man p und kann wie in der ersten Zeile alles ausrechnen.

Dritte Zeile und vierte Zeile: Verwende ¢ = p + ¢ und berechne dann mit dem Kathetensatz a und b etc.

[ o | b [el » [ ¢ [ & [ F |
3 1 5 [ 2 =18 ® =32 Z=24] 6
13 31.2 33.8 5 28.8 12 [2028
15 20 25 9 16 12 150
V8=2v2| V56 =2V14| 8 1 7 VT AVT

Bemerkung: Die Zahlen in der vorletzten Zeile gehoren zu dem kleinsten rechtwinkligen Dreieck, bei dem all
diese Zahlen ganzzahlig sind. Es entsteht aus dem Dreieck in der ersten Zeile durch Streckung um den Faktor

¢ =5 (wobei sich die Fliche um den Faktor 52 = 25 #ndert).

R Losung zu Aufgabe 20 ex-umkehrformeln

¢ = +va? + b2 |. Die doppelte Dreiecksflache ist ab = ch und daraus h = -2, eingesetzt fiir ¢:

a)

__ab
Va2+b2

b2
Kathetensatz: ¢p = a? also p = 4—, eingesetzt fiir c: . Entsprechend

h=+/a , Kathetensatz cp = a? also| ¢ = o

p

. Aus p+q = cergibt sich ¢ = c—p, also| ¢

p

—pl

a4
p?

b=

—a?|

Fiir b bieten sich jetzt viele Wege an, z.B. b = v/c2 — a2, eingesetzt fiir c:

h

letzte Formel lasst sich zu b = a-- vereinfachen.

Hinweis: Die

¢) |h=./pq| (dies bedeutet, dass die Hohe h das geometrische Mittel der beiden Hypotenusenabschnitte
p und ¢ ist; im Englischen heisst der Hohensatz deswegen geometric mean theorem). . a =

c(c—p)

v/ h? + p2, eingesetzt fiir h: |a = \/pq + p? |, entsprechend | b = /pqg + ¢2 |.
) . Aus dem Héhensatz ergibt sich | h = y/p(c — p) | aus dem Kathetensatz| a = \/cp |und | b =
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e) Kurzfassung: Der Leser iiberlege sich, dass (¢ + q)? = 4b% + p? gilt (linke Seite ausmultiplizieren; cq = b?;
Pythagoras in den drei rechtwinkligen Dreiecken). Damit kann man x := ¢ + ¢ berechnen. Wegen x + p =
¢+ q+ p = 2c erhilt man ¢ und dann ¢ = = — ¢. Der Rest ist einfach.

Langfassung: Die folgende Rechnung zeigt (c + q)? = 4b% + p?:

2 Pythagoras 2 Pythagoras und Kathetensatz

(C+q)2:02+2cq+q a?+ b2 +2cq+q P2+ B2+ 0%+ 202 + g2

2 Pythigoras_

:p2+3b2+h2+q p2+3b2+b2:4b2+p2

Somit gilt ¢ + ¢ = 1/4b2% + p2. Addition von p auf beiden Seiten liefert wegen ¢ = ¢q + p die Gleichung

2ce=c+q+p=+4b2+p>+p

und dann per Division durch 2 den gesuchten Ausdruck fiir ¢ in Abhédngigkeit von p und b:

CZ%(\/WW)

1
Subtraktion von p auf beiden Seiten liefert @ =c—p= % (\/4b2 + p? er) —p= (\/41)2 +p? — p) .

2

Schliesslich liefern Hohen- und Kathetensatz die (relativ komplizierten) Formeln

h@%i(@p) bzw. aﬁ\/g(\/m+l’)

Wie meist, gibt es auch andere Losungswege — beispielsweise kann man a auch per a = v/¢2 — b? ausrechnen
(und kommt mit etwas Rechnen auf dasselbe Ergebnis).

R Losung zu Aufgabe 21 cxpythagoras-satafamilic-lueckentext

In jedem | rechtwinkligen | Dreieck gilt
e laut dem Satz von Pythagoras: | die Summe || der Quadrate || der Katheten

ist so gross wie ‘ das Quadrat ‘ ‘ der Hypotenuse‘
e laut dem Kathetensatz: | das Produkt ‘von Hypotenuse ‘ und ’ Hypotenusenabschnitt ‘
ist so gross wie ‘ das Quadrat ‘ ‘ der zugehorigen Kathete‘

e laut dem Hohensatz: | das Produkt ‘der beiden Hypotenusenabschnitte‘

ist so gross wie | das Quadrat || der Hohe

*Lﬁsung zu Aufgabe 22 ex-satzgruppe-pythagoras-figuren

Die Bestimmungen von 7 und s sind unabhéngig voneinander:

o Bestimmung von 7:

Im rechtwinkligen Dreieck Mg BC gilt MapB = \/a2 — h2 = /80 — 64 = v/16 = 4. Die andere Hilfte
der Strecke [AB] ist genauso lang, d. h. M pA = 4.

Im AMagM A gilt: r? = MABA2 + (he — r)%. Eingesetzt:

r? =424 (8 —r)?

12 =16+82— 2.8 1+ 1 | —r?

0=380—16r | + 167

16r = 80 1:16

r==5

o Bestimmung von s:
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Der Punkt D liegt auf dem Thaleskreis iiber MapC. Also ist [MapD] die Hohe im rechtwinkligen

ANAAM4pC und s ist der Hypotenusenabschnitt, der «zur Kathete h. gehorty. Der Kathetensatz besagt:
hi _ 64 _ 16 _ _16V5 _ 16v5

a T oavs T V5 T VBB 5
Alternativ kann man s auch mit dem Sekanten-Tangenten-Satz (Aufgabe 52 im Skript zu Ahnlichkeit;
Aufgabe refex-sekantentangenten-sekanten-sehnensat??) berechnen: AD-AC = AM4 32 d.h. konkret (a —
a®-16 80-16 64 siehe oben 16./5

S

s)-a =42 also a® —as = 16, also s = 410 = A=

a-s=h?und damit ist s =

‘&*Lﬁsung zu Aufgabe 23 ex-pythagoras-fuellkreise

\

\

W = /

30%. _ {70 s g
< a = L L L

AABC ist ein 30°-60° Dreieck und damit ist AB = 2C B. Weiter ist AD = a = 3z und damit ist x = %a.

< a =]
Die Hohe h bzw. ihr Quadrat lisst sich auf zwei Arten mit Pythagoras berechnen, einmal im AAH Z und
einmal im AHBZ (beachte BC' = a und deswegen BZ = a — x).

a \2 a \?
= (e 3 ()
Ty 4
2
oo (3)
(-2~ (5
Gleichsetzen dieser beiden Ausdriicke liefert

(o4 3) - (3) === (5)

2 2 a2

x2+2m%+?—6—i—6:a2—2a$+x2—7 | — 22
ar 3a? — aw |+4ax
2 4 2
dsaxr 3a? 2
2 4 5
_ 3a
T 0
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My

< a =]
Die Hohe h bzw. ihr Quadrat kann auf zwei Arten mit Pythagoras berechnet werden, einmal im AM;HZ

und einmal im AHM,Z:

Gleichsetzen liefert

(a—z)?—2>=(a+2)*—(a—2x)?

a® — 2ax = dax | + 2ax
a? = 6ax | : 6a
a
2
6

R Losung zu Aufgabe 24 cxpythagoras-angelikas-sammlung

(a) a) Katheten mit Linge 3 und 5, dann ist das Hypotenusenquadrat die Losung
b) Kathete mit Linge 3, Hypotenuse mit Linge 5, dann ist das andere Kathetenquadrat die Losung

b) Flachenverwandlung Rechteck — Quadrat (z.B. mit Hilfe des Hohensatzes, wobei ein rechtwinkliges Drei-
8 g
eck mit Hypotenusenabschnitt 3 und a) %, b) 6 und c¢) 9 zu konstruieren ist. Die Hohe ist dann die
gesuchte Quadratseite).

(c) a) zB.5=12+220der 5=3%-22 oder 5=1-5. b) 27 =62—232 oder 52+ 12+ 12 oder 27 = 3-9.
(d) 13.9 cm (Halbe Diagonale im Rechteck, zu berechnen mit dem Satz von Pythagoras).

(e) 35.7 km. Sei M der Erdmittelpunkt, L die Spitze des Leuchtturms, 7" der Berithrungspunkt der Tangente
durch L an k(M, 7). Im AMLT gilt: TT° = ML" — MT" = (re +1)2 — 2.

(f) Alle Angaben in km. Erdradius r = 6370, Distanz d = 12.2. Die gesuchte Tiefe ist r — /72 — (%)2 ~
0.0029207. Also knapp 3m.

(g) maximal 2.32 m. Entscheidend ist die Rechtecksdiagonale bei Schrank. Diese darf hochstens gleich lang
wie der Raum hoch sein.

(h) sq = \/% +02 =109 = 10.44, s, =+/a? + % = /61 = 7.81. Die Schwerlinien sind Hypotenusen in
rechtwinkligen Dreiecken!
S¢ = 5 = Va22+b2 = */:;ﬁ = 5.83 C liegt auf dem Thaleskreis und damit ist s. ein Radius. Das gilt
natiirlich nur im rechtwinkligen Dreieck!

(i) a=39 b=25.Seien H der Hohenfusspunkt und M, die Seitenmitte von c.

Erster Fall, H liegt niher bei A als M.: HM, ist Kathete im AHM.C. HM, = /172 — 152 = 8.
Damit ist HA = - — HM. = 28 — 8 = 20. b ist Hypotenuse im AAHC. b = v/20% + 152 = 25. a ist
Hypotenuse im AHBC. a = /152 + 362 = 39.

Zweiter Fall, M, liegt niher bei A als H: Ahnlich wir oben erhélt man a = 25 und b = 39.
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(j) Die Hohe jeder der vier Seiten der Pyramide betragt h = 4/21.62 4+ (347'2)2 ~ 27.54 m. Die Flache betragt
deswegen 4 - § - 34.2 - h ~ 1884.38 m?

(k) a) zB.61=62+5> b) zB.153=122+32 ¢) 7=42-32

(1) Die Distanz zweier Punkte kann mit Hilfe des Satzes von Pythagoras berechnet werden. Z.B. ist die Strecke
[AB] die Hypotenuse und die Katheten sind parallel zu den Achsen. Deren Lénge entspricht dann genau
der Differenz der jeweiligen Koordinaten. Berechnet man diese Léngen, stellt man fest, dass die Summe
der Quadrate von zweien die dritte ergeben und damit ist das Dreieck rechtwinklig.

(m) rechtwinklig, Fléche 20.

(n) Dreieck in ein flichengleiches Rechteck umwandeln (etwa per Scherung, so dass ein rechter Winkel entsteht,
dann zum Rechteck ergéinzen, dann dieses halbieren). Dann Hohen- oder Kathetensatz anwenden.

(o) Hohen- oder Kathetensatz anwenden

(p) (i) 17.85 km (Losung analog zu Aufgabe (e)). (if) 37.39 km (Loésung ganz dhnlich zu Aufgabe (f)).

R Losung zu Aufgabe 25 cxgeometrisches-wurzelzichen-und-multiplizicren

(a) Geometrisches Wurzelziehen: Trage von einem beliebigen Punkt H
auf einer beliebigen Geraden die Strecken 1 und a in beide Richtun-
gen ab wie in der Zeichnung. Errichte in H die Senkrechte zu der
Geraden und schneide diese mit dem Thaleskreis tiber [AB]. Nen-
ne den Schnittpunkt C. Das Dreieck AABC' ist nach dem Satz von
Thales rechtwinklig mit Hypotenusenabschnitten a und 1. Nach dem

Hoéhensatz gilt h? = a-1 = a, also h = +/a. AT\ a

(b) Rechteck zu Quadrat: Ahnlich wie in der vorigen Teilaufgabe kon-
struiert man ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenusenabschnitten
x und y. Nach dem Hoéhensatz gilt h = (/zy. Also hat das Quadrat
mit Seitenlédnge h die Fliche h? = 2y wie gewiinscht.

4

A T H Y

(¢) Quadrat zu Rechteck: Man verwendet dieselbe Zeichnung wie in der vorigen Teilaufgabe (bendtigt aber
den Thales-Kreis gar nicht), wobei h = s die Seitenlédnge des Quadrats ist. Von dieser trigt man an einem
Ende rechtwinklig die Seite x ab und erhélt so das Dreieck AAHC'. Die Senkrechte zu (AC) durch C
schneidet die Gerade (AH) in einem Punkt, den wir B nennen. Dann ist das Dreick AABC rechtwinklig
mit Hohe h und Hypotenusenabschnitten 2 und [H B]. Dieser zweite Hypotenusenabschnitt y := [H B] ist
die gesuchte zweite Rechteckseite, denn es gilt zy = h? = s2.

(d) Geometrisches Multiplizieren: Mit Teilaufgabe (b) konstruiert man ein Quadrat mit Fliche xy. Aus diesem
konstruiert man mit Teilaufgabe (c) ein flichengleiches Rechteck mit vorgegebener Seite der Linge 1. Die
andere Seite hat dann die Lénge xy.

R Losung zu Aufgabe 26 cxascchenverwandlung-mit-kathetensatz

(a) Nimm die langere der beiden Rechtecksseiten (nenne sie ¢) und trage auf ihr ,von rechts“ die kiirzere
Rechtecksseite ab (nenne diese p). Mit Hilfe des Thaleskreis iiber ¢ konstruiert man leicht ein rechtwinkliges
Dreieck, dessen einer Hypotenusenabschnitt p ist. Dann gilt nach dem Kathetensatz a®> = cp. Also ist a
die Seitenldnge des gesuchten Quadrats.

(b) Im Wesentlichen geht das umgekehrt, jedoch muss man zwei Fille unterscheiden:

Fall 1, = > s: Konstruktion eines rechtwinkligen Dreiecks mit a := s und ¢ := z: Trage die Strecke
¢ = [AB] an beliebiger Stelle ab. Der Thaleskreis iiber dieser Strecke ist der 1.g.0.f. C. Der Kreis k(B, a)
ist der 2.g.0.f. C. Jeder der beiden Schnittpunkte dieser beiden Kreise ist ein moéglicher Punkt C. Der
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Hohenfusspunkt auf ¢ kann nun konstruiert werden, und so erhélt man die beiden Hypotenusenabschnitte
p und ¢. Dann gilt zp = cp = a? = s2. Also ist p die gesuchte zweite Rechtecksseite.

Fall 2, x < s: Konstruktion eines rechtwinkligen Dreiecks mit a := s und p := z:

Trage die Strecke a = [BC] an beliebiger Stelle ab. Der Thaleskreis iiber dieser Strecke ist der 1.g.0.f. H.
Der 2.¢.0.f H ist der Kreis k(B,p). Nenne einen der beiden Schnittpunkt dieser beiden Kreise H. Das
Dreieck ABC' mit rechtem Winkel bei C' kann nun ergénzt werden (nutze den rechten Winkel bei C).
Dann gilt cx = cp = a® = s2. Also ist ¢ die gesuchte zweite Rechtecksseite.

‘)Z‘Lﬁsung zu Aufgabe 27 ex-pythagoreische-tripel-c-gleich-b-plus-eins
R Losung zu Aufgabe 28 cxpythagoreische-tripel

€ T ..
A Losung zu Aufgabe 29 ex-rechtwinkliges-dreieck-alles-ganzzahlig

R Losung zu Aufgabe 30 cx-dareimittelwerte-beispicle
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9.10 Hohen- und Kathetensatz

—— Theorem 9.10.1 Hohen- und Kathetensatz

In jedem rechtwinkligen Dreieck gelten (vgl. Zeichnung fiir die Bezeichnungen)
Hohensatz: h? = pq Kathetensatz: a? = pc und b* = gc

Dabei sind h die Hohe iber der Hypotenuse mit Hohenfusspunkt H und p = [HB] und ¢ = [AH] sind die
sogenannten Hypotenusenabschnitte. Beachte, dass p bei der Seite a liegt und ¢ bei der Seite b.
Eselsbriicke: p bzw. ¢ kommt im Alphabet vor ¢ bzw. b.

Um den H6hensatz herzuleiten, driicken Sie C
c? einmal mit a, b und einmal mit p, q aus, set-
zen die beiden Ausdriicke gleich und isolieren

das Produkt pq.

& b
h

a2 + b2 Pythigoras 62 klzar (p + q)g

a* + b =p° 4+ 2pg+ ¢ | —p*—¢ q H D
a® —p°)+ — = thagoras
(a® =p*) + (0> = ¢*) = 2pq | Pythag A P

2h% = 2pq |:2
h? = pq

Fiir den Kathetensatz, driicken Sie a? durch K5

h und p aus, ersetzen h®? mit Hilfe des

Hohensatzes und klammern p aus: a? Fythagoras p? + h?
a® =p® +pg
a® = p(p+4q)
a® = pe

10 Ideen - to be done
(a) Tetraeder-Aufgabe

¢ task-Umgebungen entfernen?

hnitt. Port-ist—eoolerBeweis—des
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#fAufgabe A3l Dasselbe Puzzle ist viermal auf dieser Seite abgedruckt, falls noch jemand mitpuzzlen mochte. Das
Legespiel wird schwieriger, wenn man die hier angegebene Ausgangsposition nicht kennt - netterweise habe ich die Puzzlesteine
nicht zuféllig auf der Seite verteilt.)

Schneide die tangram-artigen Puzzle-Teile aus und lege mit ihnen einerseits das grosse Quadrat in der Abbil-
dung zum Kathetensatz aus Aufgabe ?? aus, andererseits die beiden kleinen Quadrate in derselben Zeichnung;:
Dies illustriert den Satz von Pythagoras.

Genauer kannst du mit einem Teil der Puzzle-Teile das rote Rechteck oder alternativ das hellrote Quadrat
auslegen; mit dem anderen Teil der Puzzle-Teile kannst du das weisse Rechteck oder alternativ das weisse
Quadrat auslegen: Dies illustriert den Kathetensatz.
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