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4 Strahlensitze und Ahnlichkeit

4.1 Kongruenz (hoffentlich Wiederholung)

Definition 4.1.1

Zwei Figuren (meist in der Ebene) heissen kongruent (= deckungsgleich), falls die eine Figur durch eine
geeignete Kombination von Verschiebungen, Drehungen (= Rotationen) und Spiegelungen (= Reflexionen)
in die andere iiberfithrt werden kann.

4.1.2. In der Ebene bedeutet Kongruenz zweier Figuren anschaulich, dass man die eine Figur ausschneiden und
dann deckungsgleich auf die andere legen kann.

— Satz 4.1.3 Kongruenzsitze fiir Dreiecke

Die Abkiirzung «w» steht fir « Winkely, «s» und «S» stehen fiir «Seite», wobei die Seite «S» langer als die
Seite «sy ist.
(a) sss: Zwei Dreiecke, die in ihren drei Seitenldngen {ibereinstimmen, sind kongruent.
(b) sws: Zwei Dreiecke, die in zwei Seitenldngen und dem dazwischenliegenden Winkel iibereinstimmen,
sind kongruent.
(¢) wsw: Zwei Dreiecke, die in zwei Winkeln und der dazwischenliegenden Seite iibereinstimmen, sind
kongruent.
(d) Ssw: Zwei Dreiecke, die in zwei Seitenldngen und dem Winkel, der der langeren dieser beiden Seiten
gegentuiberliegt, iibereinstimmen, sind kongruent.
Die Umkehrungen all dieser Aussagen stimmen natiirlich auch: Sind zwei Dreiecke kongruent, so stimmen
einander entsprechende Seiten und Winkel iiberein.

Beweis. Es geniigt jeweils zu zeigen, dass die angegebenen Daten das Dreieck eindeutig (bis auf Verschiebung,
Drehung und Spiegelung) bestimmen. (Denn sind zwei Dreiecke AABC und AA'B’C’ gegeben, die eine gleich
lange Seite «s» haben (wie in allen der obigen Fille), sagen wir ohne Einschrinkung AB = A’B’, so kann man
durch Verschieben und Drehen stets annehmen, dass A = A’ und B = B’ gelten.)

Wir beweisen die erste Aussage und stellen den Beweis der anderen beiden Aussagen als Aufgabe 1.

Beweis von sss: Gegeben sind a, b und c. Trage eine Strecke [AB] der Lange ¢ ab. Zeichne k(A,b) und
k(B, a). Diese beiden Kreise schneiden sich in zwei Punkten C; und Cs. Die beiden Dreiecke ABCY und ABCy
sind spiegelsymmetrisch (also kongruent). Legen wir fest, dass die Eckpunkte des Dreiecks in der Reihenfolge
ABC' in mathematisch positivem Drehsinn durchlaufen werden sollen (wenn also «gleichsinnige Kongruenz»
betrachtet wird), so ist das gesuchte Dreieck sogar eindeutig (bis auf Verschiebung und Rotation). O

® Aufgabe A1l

(a) Beweisen Sie die Kongruenzsétze sws, wsw und Ssw.
(b) Zeigen Sie durch Beispiele, dass die Buchstabenkombinationen sSw und www keine Kongruenzsétze liefern.

4.2 Verhiltnisse
—— Definition 4.2.1  Verhiltnis

Das Verhiltnis einer Grosse a zu einer anderen Grosse b ist der Quotient -i- dieser beiden Gréssen.
Verhéltnisse sind reelle Zahlen. Bei Verhéltnissen wird oft die « Doppelpunktnotation» verwendet, also

i:0L:b %ZB;:72:35

Sprechweisen: «a zu b» oder «das Verhéltnis von a zu b».

Beispiele 4.2.2. e Auf Landkarten wird der Massstab als Verhéltnis angegegeben, z.B. bedeutet «1:100°000»,
dass 1 cm auf der Landkarte 100’000 cm in der Wirklichkeit entspricht.
e Mischungen werden oft durch Verhéltnisse angegeben. Z.B. besteht Schwarzpulver aus Salpeter, Holzkohle
und Schwefel im (Gewichts-)Verhéltnis 15 : 3 : 2.
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R Aufgabe A2 Auf einer Wanderkarte des Massstabs 1:25’000 betrédgt die minimale Entfernung von der
Kanti bis zum Bodensee 39 cm (Luftlinie). Wie gross ist sie in der Realitédt in km?

R Aufgabe A3 Eine 3 m lange Strecke soll im Verhéltnis 3 : 2 geteilt werden. Wie lange sind die beiden
Teilstiicke?

R Aufgabe A4 Wie viel muss wovon abgewogen werden, um 100 g Schwarzpulver herzustellen?

Beispiel 4.2.3 (einer Verhiltnisgleichung). Der Durchmesser der Sonne ist etwa 109 Mal so gross wie der
Durchmesser der Erde. Wenn man annimmt, dass ein Elefant etwa 6 Meter lang ist und ein Hamster etwa 5.5
cm lang ist, so gilt die Verhéltnisgleichung (= Gleichung von Verhéltnissen)

(Durchmesser der Sonne) : (Durchmesser der Erde) = (Lénge eines Elefanten) : (Linge eines Hamsters)

oder etwas salopp:
Sonne : Erde = Elefant : Hamster

Beispiel 4.2.4 (einer Verhéltnisgleichung). Bei einem Heliumatom umkreisen zwei Elektronen den Atomkern
(der aus zwei Protonen und zwei Neutronen besteht). Wenn das Heliumatom ein Fussballstadion wére, so wére
der Atomkern etwa so gross wie ein Reiskorn, d.h. es gilt die Verhéltnisgleichung

Heliumatom : Atomkern = Stadion : Reiskorn

— Merke 4.2.5

Die folgenden vier Verhéltnisgleichungen sind dquivalent:

a T L a b
_—=— — Q— = — Nalt.: ay = bx in Mitte, gdw-Pfeile zu vier Ecken
b Y «b hoch, = runter» T Y
Kehrwert:H Kehrwertﬂ
b x
Wby - N
a x a b

Man kann sich dies auch mit Hilfe des folgenden Diagramms veranschaulichen. An den Pfeilen stehen
jeweils die Zahlen/Faktoren, mit denen man die Zahl am Pfeilstart multiplizieren muss, um die Zahl an der
Pfeilspitze zu erhalten. Sind die beiden Zahlen an den vertikalen Pfeilen gleich, so miissen die beiden Zahlen
an den horizontalen Pfeilen gleich sein, und umgekehrt (denn dasselbe kommt heraus, wenn man einen der
drei Wege von rechts unten nach links oben geht).

a b a a T
QZ.Teil Merkebox nicht erkldart, 1.Teil mit Sonne-Erde-Bsp. an Tafel. T = — = . —

T by oy oz oy
Yy

Beispiele 4.2.6. e Die Verhiltnisgleichung «Sonne : Erde = Elefant : Hamster» ist gleichbedeutend zu
Sonne : Elefant = Erde : Hamster
e Die Verhiltnisgleichung «Heliumatom : Atomkern = Stadion : Reiskorn» ist gleichbedeutend zu
Heliumatom : Stadion = Atomkern : Reiskorn

R Aufgabe A5 Mit dem Satz von Pythagoras:

(a) Bestimmen Sie das Verhéltnis von Diagonale zu Seite in einem beliebigen Quadrat.
(b) Bestimmen Sie das Verhéltnis von Hoéhe zu Seite in einem beliebigen gleichseitigen Dreieck.
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4.3 Strahlensitze

Setting 4.3.1. «Strahlensatzfigur»: Durch einen Punkt S, den sogenannten Scheitel, gehen zwei verschiedene
Geraden, die von zwei parallelen Geraden geschnitten werden (wobei diese beiden parallelen Geraden nicht
durch den Punkt S gehen).

Der Name «Strahlensatz» kommt daher, dass man auch zwei von S ausgehende Strahlen (statt Geraden) betrachten mag.

<
< b =

4.3.1. Im ersten Strahlensatz tauchen nur die Lingen a,a’,a” und b,b’,b"” auf den «Strahlen» auf, im zweiten
Strahlensatz dann zusétzlich die Liangen ¢ und ¢’ auf den parallelen Geraden.

—— Satz 4.3.2 1. Strahlensatz

Wann immer wir im soeben beschriebenen Setting 4.3.1 sind, gilt:
Je zwei Abschnitte auf dem einen Strahl verhalten sich zueinander wie die entsprechenden Abschnitte auf

dem anderen Strahl, d.h. mit den Bezeichnungen in der obigen Skizze gelten die Verhiltnisgleichungen &

a b d a/ b d a// b/ durchgezogen durchgez. gestr.
— = - un = —— un = = comstl, T — c2 — =
a U a b a b e — "l

Beachte: Gleichbedeutend (nach Merke 4.2.5):

a a’ a”

bV b .

konstantfiir alle Linienstile

Beweis. Unsere beiden Geraden schneiden die beiden parallelen Geraden in vier Punkten, die wir wie in der
folgenden Zeichnung A, B, A’ und B’ nennen. Weiter verwenden wir die Bezeichnungen ¢ = AB und ¢/ = A’B’
fiir die von den Geraden begrenzten Abschnitte der beiden Parallelen.

B/

S b A bll Al

< v =]
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« Wie in der Skizze ersichtlich bezeichnen wir im roten Dreieck ASAB die
Ho6he iber b mit h, und die Hohe iiber a mit h,. Damit konnen wir die Fléiche
dieses roten Dreiecks auf zwei Arten berechnen:

1 1
?bhb = Fliache ASAB = Eaha

Das dunkelblaue Dreieck AAA’B und das hellblaue Dreieck AAB’B haben
denselben Flacheninhalt, da sie die gemeinsame Grundseite ¢ und dieselbe Hohe
haben (da die beiden Geraden (AB) und (A’B’) laut Annahme parallel sind).
Damit ergibt sich

;b"hb = Fliche AAA'B = Fliche AAB'B = ;a"ha
Weiter ergibt sich (da «rot + dunkelblau = rot + hellblau)
;b’hb = (Flache ASA'B) = (Flache ASAB') = ;a'ha
Division der ersten durch die dritte Gleichung liefert die erste Behauptung

b Loh,  Lah,

v Lovn, Lah, o
Die anderen erhalt man dhnlich durch Division der ersten durch die zweite
Gleichung bzw. durch Division der dritten durch die zweite Gleichung. ! O

— Satz 4.3.3 2. Strahlensatz

Unter denselben Voraussetzungen wie beim 1. Strahlensatz (Setting 4.3.1) gilt: Die beiden Abschnitte auf
den parallelen Geraden verhalten sich genauso wie die entsprechenden von S ausgehenden Strecken, d.h.

mit den zuvor verwendeten Bezeichnungen gilt &

_ i 1. Strahlensatz b

a/ b/

Beachte: Gleichbedeutend (nach Merke 4.2.5):

C
CI

/ / /
a a b b G 1. Strahlensatz @
—=-— und —=-— und — = —

c c c c b b
D.h. In den beiden (zueinander dhnlichen) Dreiecken AABS und AA’B’S sind einander entsprechende

Verhéltnisse der Seiten gleich.

I Die drei Behauptungen —%- = b/ und —%- = % und a—,/, = bf/, des 1. Strahlensatzes sind iibrigens allesamt gleichbe-
a a b a’’ b N
deutend (wegen a’ = a+ a” und b’ = b+ b"). Es geniigt deshalb, eine davon zu beweisen.
!’ 1" " ’
Die dritte Behauptung folgt aus der zweiten (und umgekehrt): —%- = az,‘f =5 +1= blf, +1 = % = ;’,, . .
Der «Kehrwert» der ersten Behauptung folgt aus dem «Kehrwert» der zweiten (und umgekehrt): -— = % =1+-2— =
b// _ b+b” _ b/

I+ ===
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Beweis. Zeichne die Parallele zu (AA’) durch B. Sei P ihr Schnittpunkt mit (A’B’) wie in der Zeichnung.

e
O

V/4

//
S Al //

< v =]

& Beachte A’/P = AB = ¢, denn AA’PB ist ein Parallelogramm. Nach dem
ersten Strahlensatz (vom Scheitel B’ aus gesehen) gilt:

O

4.3.4. Die beiden Strahlensétze gelten auch, wenn der Scheitel S zwischen den beiden parallelen Geraden liegt,
also in einem Setting der folgenden Art. (Der Beweis geht fast genauso wie zuvor.)

R Aufgabe A6 Baumhohenbestimmung

(a) Berechnen Sie die Baumhohe H im Fall D = 80, d = 0.40 und h = 0.12 (alle Angaben in Meter).
(b) Driicken Sie allgemein die Baumhohe H durch d, h und D aus.
Gesucht ist also eine Formel fiir H in Abhéngigkeit von d, h und D.
Bemerkung: In der Praxis wéhlt man einen Punkt Z als Standpunkt. Man visiert die Spitze des Baums
an und misst d und h (etwa d=Armlinge, h kénnte von einem Partner gemessen werden). Der Abstand D
von Z zum «Fusspunkt» des Baums ist leicht zu messen.

Alternative: Bei der Baumhohenbestimmung mit einem 45°-45°-90°-Dreieck wéhlt man den Standpunkt
geeignet (vgl. Wikipedia:Forsterdreieck).
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R Aufgabe A7 Berechnen Sie jeweils aus den gegebenen vier Langen die verbleibenden vier der acht
Léangen a, a’, a”, b, b, b, c und ¢'. (Die Zeichnung dient nur dazu, die Bezeichnungen zu erklaren und ist nicht
massstabsgetreu.)

a) a=5b=2c=4, =5
iy _ 5 _ 5 3 _ 25 _ 4
bja=—4,b=5b =", c=5
/25 /20 /n_ 8 /10
o) d=-gt="0"=4, ="

d) Variante (venstigt etwas Wissen zum Aufissen von
Gleienungen): Die drei Langen ¢ = 2, ¢ =
1.6, a” = 0.5 sind gegeben. Welche der
verbleibenden fiinf Lingen konnen Sie
mit Sicherheit bestimmen?

R Aufgabe A8 Die Grundfliche einer «geraden quadratischen Pyramide» betrigt 36 m2. Sprechweise:
«quadratisch» bedeutet: die Grundflache ist ein Quadrat; «gerade» bedeutet: die Spitze befindet sich senkrecht
iiber dem Mittelpunkt des Quadrats.

(a) Wenn man die Pyramide auf halber Hohe parallel zur Grundfldche durchschneidet, welche Flache hat die
Schnittfigur?

(b) Wenn man die Pyramide auf einem Drittel und auf zwei Drittel der Hohe parallel zur Grundfliache durch-
schneidet, welche Flidche hat jede der beiden Schnittfiguren?

(¢) Was dndert sich, wenn man stattdessen eine «schiefe quadratische Pyramide» betrachtet?

R Aufgabe A9 Daumensprung

b Sie stehen mittig direkt vor einem Schloss (mit rechteckigem Grundriss), aber in einiger
' Entfernung. Wenn Sie Thren Arm nach vorne ausstrecken und abwechselnd nur das linke
bzw. das rechte Auge benutzen, springt Ihr Daumen genau vom linken Rand des Schlosses
zum rechten Rand des Schlosses (in der nicht-masstabsgerechten Zeichnung gelten: L =
linkes Auge, R = rechtes Auge, D = Daumen, b = Breite des Schlosses).

(a) «Zufalligy wissen Sie, dass das Schloss 40 Meter breit ist (z. B. durch Vergleich mit
vor dem Schloss stehenden Autos, deren Léange sie schéitzen kénnen). Wie weit sind sie
vom Schloss entfernt?

Hinweis: Messen oder schétzen Sie den Abstand zwischen ihren Augen und den Ab-
stand von ihrem Nasenansatz bis zu ihrem Daumen.

(b) Erklaren Sie die «Daumensprung-Faustregel»:

(Abstand zum Objekt) = 10 - «Sprungweite des Daumens auf dem Objekt»

# Aufgabe A10 Geometrisches Multiplizieren und Dividieren mit Hilfe der Strahlensitze: Gegeben sind
zwei Strecken a und b und zuséitzlich ist eine Einheitsstrecke (= eine Strecke der Linge eins) gegeben.

Beachte: Ohne Einheitsstrecke kann man nicht multiplizieren oder dividieren!

a) Geometrisches Multiplizieren: Konstruieren Sie eine Lénge der Strecke x = ab mit Hilfe des ersten (oder
zweiten) Strahlensatzes.

Hinweis: Die Gleichung ab = x lésst sich auch als ab =z - 1 oder als {- = -~ schreiben.
b) Testen Sie ihre Konstruktion an einem Beispiel, indem Sie @ und b und = mit dem Lineal oder Geodreieck
abmessen.
Achtung: Wenn ihre Einheitsstrecke nicht 1 cm lang ist, miissen Sie a¢ und b und z in Vielfachen der Einheitsstrecke messen.
c¢) Geometrisches Dividieren: Konstruieren Sie eine Lénge der Strecke y = -7~ mit Hilfe des ersten (oder
zweiten) Strahlensatzes.
Hinweis: Die Gleichung - = y ldsst sich auch als - = 2= schreiben.

d) Testen Sie ihre Konstruktion wieder durch Abmessen an einem Beispiel.

4.3.5. In den Strahlensétzen folgert man aus der Parallelitit zweier Geraden, dass gewisse Seitenverhéltnisse
gleich sind. Gilt auch die Umkehrung? Kann man aus der Gleichheit gewisser Seitenverhéaltnissse auf die Par-
allelitdt von Geraden schliessen? Wir werden nun sehen, dass der 1. Strahlensatz umkehrbar ist, der 2. aber
nicht.
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—— Satz 4.3.6  Umkehrung des 1. Strahlensatzes

Gegeben sind zwei Geraden, die sich in einem Punkt S schneiden, zwei Punkte A und A’ auf der einen
Geraden und zwei Punkte B und B’ auf der anderen Geraden (jeweils verschieden von S). Falls S zwischen
A und A’ liegt, muss S auch zwischen B und B’ liegen und umgekehrt. Ahnlich wie oben verwenden wir
die Bezeichnungen a = ZB, o' = ZB', b= ZA, b = ZA’. Dann gilt:

= (AB) und (A’'B'’) sind parallel

In Worten: «Wenn -5~ = % gilt, so folgt, dass (AB) und (A’B’) parallel sind.»

4.3.7. Wie schon einige Male beim Beweis von « Umkehrungen» verwenden wir den Satz, dessen Umkehrung
wir beweisen wollen und eine «absichtlich leicht falsche» Zeichnung, die den Beweis besser illustriert als die
korrekte Zeichnung.

Beweis. Wir nehmen an, dass - = lf’, gilt und betrachten die folgende «absichtlich leicht falsche» Zeichnung
(die Geraden (AB) und (A’B’) sind nicht parallel).

Wir zeichnen die Parallele zu (AB) durch A’. Thren Schnittpunkt mit (SB) nennen wir P.% Zeichne!

B/

=%
Sy

S b A A

< d =

Der erste Strahlensatz liefert &

b nnanme . O O/
SaP = Annah i, und somit SP=d =SB’
a

Da P und B’ auf demselben, von S ausgehenden Strahl (und nicht nur auf derselben Geraden durch S) liegen?,

folgt &

P — B/ (also Zeichnung falsch)
= Nach Konstruktion von P gilt aber:

(AB) und (A’'P) = (A'B’) sind parallel.

O
R Aufgabe All Zeigen Sie: Der zweite Strahlensatz ist nicht umkehrbar, d. h. es ist (im naheliegenden
Setting) im Allgemeinen nicht richtig, dass aus -5- = -%- folgt, dass die beiden «Geraden» ¢ und ¢’ parallel
sind.

?Dies benétigt genaugenommen noch ein Argument: Das Dreieck SA’P entsteht aus dem Dreieck SAB durch eine zentrische
Streckung, deren Streckfaktor genau dann negativ ist, wenn S zwischen A und A’ und zwischen B und B’ liegt.
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Strahlensitze und Ahnlichkeit

R Aufgabe A12 Anwendungen der Strahlensitze in der Geodésie = Erd/-Landvermessung, wortlich
tibersetzt «Landzerteilung» (vermutlich Einteilung in Dreiecke = Triangulation)

«Geometrie» heisst tibrigens wortlich iibersetzt « Erdvermessungy.

1: Sie befinden sich am Punkt A auf einer Insel. An Land befin-
den sich zwei Leuchttiirme L und 7T'. Sie diirfen die Insel nicht
verlassen, aber «elementare Konstruktionen» vornehmen, etwa

Festland % Punkte und Geraden auf der Insel markieren, Lidngen und Win-
Wasser kel abmessen/tibertragen, den Leuchtturm anpeilen, etc.
(a) Bestimmen Sie den Abstand AL mit Hilfe der Strah-
lensétze.

(b) Bestimmen Sie den Abstand LT der beiden Tiirme auf
dem Festland mit Hilfe von Teilaufgabe (a) und der Strah-
lensétze (inklusive Umkehrung).

# Aufgabe A13 Versuche (zuerst mit Bleistift), die Liicken im Schwerpunktsatz 4.3.8 und seinem Beweis
zu fillen. Wer sehr ambitioniert ist, sucht selbst einen Beweis des Schwerpunktsatzes. Eine sehr gute Ubung ist auch, sich den

Beweis im Nachhinein noch einmal selbst zu tiberlegen.

Satz 4.3.8 Schwerpunktsatz

Die Seitenhalbierenden (= Schwerelinien) eines jeden Dreiecks schneiden sich in einem Punkt, dem Schwer-
punkt. Der Schwerpunkt teilt jede Seitenhalbierende im Verhéltnis & 2:1

Der doppelt so lange Abschnitt auf jeder Seitenhalbierenden ist jeweils derjenige vom Schwerpunkt zum Eckpunkt.

Beweis. Die «Mitellinie» (MyM,) und (AB) sind % parallel, denn &

C
CM, 1 C'M,

CB 2 CA
und wir kénnen die Umkehrung des 1. Strahlensatzes (mit
M, M, Zentrum C) verwenden.

Die Strecke [AB] ist & doppelt SO lang wie [M,M,],
denn nach dem 2. Strahlensatz mit Zentrum C' gilt

oder Kehrwerte

AN

A B MM,  CM, 1

Ist S der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden s, und s, so gilt nach den Strahlenséitzen mit Zentrum S &

AS BS AB Danach evtl. Satz vom Mittelsenkrechtenschnittpunkt (Umkreismittelpunkt) .
SMa SMb MbMCL Hohenschnittpunkt, vom Winkelhalbierendenschnittpunkt (Inkreismittelpunkt) erkldren.

Also werden s, und s, von ihrem Schnittpunkt jeweils in diesem Verhéltnis geteilt. Das analoge Argument zeigt
dieselbe Aussage fiir s, und s.. Insbesondere folgt, dass s, und s, die Seitenhalbierende s, im selben Punkt
schneiden. O

14. Dezember 2023 8 https://fginfo.ksbg.ch

vom


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

. ::: Mathematik 1gNP
Strahlensatze und Ahnlichkeit - — : @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

—— Problem 4.3.9 Teilung einer Strecke in einem gegebenen Verhéiltnis

Teilen Sie eine gegebene Strecke [AB] im Verhéltnis 5 : 2 durch Konstruktion mit Zirkel und Lineal (ohne
Abmessen und Rechnen), d.h. finden Sie einen Punkt P € (AB) mit

Losung (geometrisch, mit dem ersten Strahlensatz).
Kontrolle durch Abmessen und Rechnen:

AP =
BP =
AP
A B BP
Losung (geometrisch, mit dem zweiten Strahlensatz: zwei Losungen).
A B A B

——  Definition 4.3.10 innerer und dusserer - -Teilungspunkt einer Strecke

. 5 .
Der Punkt P € [AB] in der obigen Losung heisst & 1INNerer %-Tellungspunkt,
der Punkt Q ¢ [AB] heisst % Husserer —--Teilungspunkt der Strecke [AB].

Allgemeiner existieren solche Teilungspunkte von Strecken zu jedem Verhéiltnis v = 2 > 0 mit Ausnahme

q
% = % Dann existiert nur der innere Teilungspunkt.

von & UV =

R Aufgabe Al4 Algebraische/rechnerische Losung des Teilungsproblems: Fasse a = 0 und b = 1 als Punkte
auf dem Zahlenstrahl auf.

a=20 x b=1 Y

(a) Teilung im Verhiltnis -5-:
o Berechne die (rationale) Zahl z, die (als Punkt auf dem Zahlenstrahl) die Strecke [ab] innen im
Verhéltnis % teilt.
« Berechne die (rationale) Zahl y, die die Strecke [ab] aussen im Verhiltnis - teilt.

(b) Teilung im Verhéltnis £~ > 1: Berechne die Zahlen z und y (in Abhéngigkeit von -£-), die die Strecke [ab]

innen bzw. aussen im Verhéiltnis % teilen.
(c) # Fiir 2 und y wie in der vorigen Teilaufgabe: Betrachte nun die Strecke [2y].
e In welchem Verhéltnis teilt der Punkt a = 0 diese Strecke?
o Teilt der Punkt b = 1 diese Strecke im selben Verhéltnis?
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— Satz 4.3.11  tber die Winkelhalbierenden (inklusive Umkehrung)

In jedem Dreieck teilt jede Innenwinkelhalbierende bzw. jede Aussenwinkelhalbierende die Gegenseite innen
bzw. aussen im Verhéltnis der anliegenden Seiten.

Umgekehrt gilt (mit den Bezeichnungen der Zeichnungen): Teilt ein Punkt P bzw. @ die Dreiecksseite [AB]
innen bzw. aussen im Verhéltnis %, so ist (PC') bzw. (QC) die innere bzw. &dussere Winkelhalbierende bei

C.

Zusammenfassung dieser Behauptungen:

T a
=72 — — =
Y b
C
1 Y7 bzw.
b a
A m P Z B

Beweis. Eingezeichnet ist die Parallele zu (PC) durch B und ihr Schnittpunkt 7" mit der Geraden (AC).

=T Mit den Bezeichnungen aus der Zeichnung gelten
N = da = Stufenwinkel an Parallelen
= da & Wechselwinkel an Parallelen

Nach dem Strahlensatz (Zentrum A) gilt (rar dic Langen @, v, =, )

AN
A

Aus diesen Beobachtungen folgt:

(PC) Innen- — , ABTC T a

= = 1= : .= = = — =
winkelhalbierende e R gleichschenklig =z y b

Der Beweis fir die Aussenwinkelhalbierende geht
vollkommen analog mit Hilfe der Zeichnung links.

Q

= =7 e =

# Aufgabe A15 Betrachten Sie ein rechtwinkliges Dreieck mit Katheten a = 3 und b = 4.

(a) Berechnen Sie die Langen der Winkelhalbierenden w, und wg.
Hinweis: Zuerst die Lange ¢ der Hypotenuse mit Pythagoras ausrechnen, dann Satz 4.3.11 verwenden, um
zu bestimmen, wo w, bzw. wg die Seite a bzw. b schneidet, dann Lingen mit Pythagoras berechnen.

(b) Berechnen Sie die Lange der Winkelhalbierenden w.,.
Hinweis: v = 90°.

4.3.12. In Aufgabe 17 im Planimetrie-Skript haben Sie hoffentlich die folgende Vermutung aufgestellt: Sind
A # B zwei Punkte der Ebene, so ist die Menge

(p1ap=2.8P) = {r| 42 - 7|
BP 1

ein Kreis. Der folgende Satz zeigt diese Vermutung in allgemeinerer Form.
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— Satz 4.3.13 des Apollonius (ca. 200 v. Chr.)

Beliebig gegeben sind zwei Punkte A und B und ein Verhéltnis v # 1 (etwa v = % wie in den Zeichnungen

unten). Dann ist der geometrische Ort aller Punkte, deren Entfernungen zu A und zu B das konstante

Verhéltnis v haben,
= der (Thales-)Kreis iiber der

L Strecke [X;X,] zwischen inne-
ip N rem und ausserem
\BP v-Teilungspunkt der Strecke
I \v I [AB]
A X; B X.  Sprechweise: K-

Apolloniuskreis zu [AB]»

Als Gleichheit von Mengen: &, {P in Zeichenebene | I;jg = U} =k <MXiXa7 Xi2X“ )

Beweis. Seien X; und X, innerer und dusserer v-Teilungspunkt der Strecke [AB]. Zu zeigen sind zwei Aussagen:
(a) Erfillt ein Punkt P die Gleichung % = v, so liegt P auf dem angegebenen Thaleskreis iiber [X;X,].

(b) Liegt ein Punkt P auf diesem Thaleskreis, so erfiillt er die Gleichung % = .

Beweis von (a): Sei P ein Punkt der Zeichenebene mit %

X;, B und X, und erhalten die folgende Zeichnung.

= v. Wir verbinden P mit den vier Punkten A,

Beachte: Fiir jede der drei Farben Rot, Braun,

Magenta gilt % = v, in Formeln &
PA X;A XA
_ = = —=
PB X, B X,B

A Xi B Xa
' Der Satz tiber die Winkelhalbierenden (Umkeh-

rung) zeigt, dass &

T n=79 und 0 =0

d.he (PX;) und (PX,) sind Innen- bzw. Aussenwinkelhalbierende von <APB.
= Innen- und Aussenwinkelhalbierende stehen stets senkrecht aufeinander:
299+ 201 vyt +01+0  180°
2 2 2
& Umkehrung des Satzes von Thales: P € k.

<X;PX, = Yo + 01 = = 90°
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Beweis von (b): Sei nun P ein beliebiger Punkt auf dem Thaleskreis.

D Nach dem Satz von Thales gilt

<= X,PX,=90°

Wie in der Zeichnung links verbinde man jeden der
vier Punkte A, X;, B und X, durch eine Gerade mit
P.

Zeichne die (rote) Parallele zu (PB) durch A. Sie
schneidet (X,P) im Punkt D und (X;P) im Punkt
E. Strahlensatz mit Zentrum X,: &

e DA AX,

= = U

PB BX,

Strahlensatz mit Zentrum X;: &

EA X;A
PB X,B
Also DA=v-PB = AE, d. h. A halbiert die Strecke [DE].
Challenge: Alle «v-Winkel» sind gleich! (auch alle «-Winkel» gleich)

Umkehrung des Satzes von Thales (beachte <DPE = 90°): P liegt auf dem
Thaleskreis iiber [DE]. Sein Mittelpunkt ist A, da [DFE] von A halbiert.

Also AP = DA = AFE und somit sind AAPD und AAEP gleichschenklig!

NAEP

(%

Wechselwinkel Stufenwinkel 5 ANAPD 5 Scheitelwinkel 5

N 72 und (unnoétig) = 67 =

(PX;) innere Winkelhalbierende im Dreieck ABP (und(PX,) dussere Winkel-
halbierende).

Winkelhalbierendensatz: Also % = % = v wie gewiinscht. O

73 2

R Aufgabe A16 Unterschied zwischen %—Apolloniuskreis und %—Apolloniuskreis iiber [AB]:
Zeichnen Sie eine Strecke [AB] der Lénge 4 cm.
(a) Konstruieren Sie den -2--Apolloniuskreis iiber [AB].

Hinweis: Zuerst sind innerer und &usserer %—Teilungspunkt zu konstruieren.

(b) Wéihlen Sie einen beliebigen Punkt P auf diesem Kreis (der nicht auf der Geraden (AB) liegt) und priifen
Sie durch Abmessen, ob % = % gilt,d. h. 7- AP = 3 - BP.
(c) (Eventuell eine neue Strecke [AB] zeichnen.) Konstruieren Sie nun den —--Apolloniuskreis iiber [AB].

R Aufgabe A17 Markieren Sie in einem Koordinatensystem die drei Punkte B = (—4,0), E = (0,0) und
T = (1,3). Die Lage eines Schatzes S ist wie folgt beschrieben. Von der Buche B ist es zum Schatz S doppelt
so weit wie von der Eiche E. Von der Tanne T und der Buche B ist der Schatz gleich weit entfernt.

Finden Sie den Schatz! Hinweis: Apollonius-Kreis

R Aufgabe A18 Konstruieren Sie ein Dreieck ABC mit ¢ = 7.2cm, - = % und s, = 5.5cm.

R Aufgabe A19 Konstruieren Sie ein Dreieck ABC mit ¢ = 7.2cm, - = % und v = 60°.
Hinweis: Apollonius-Kreis und eine wichtige Figur aus dem Abschnitt «Kreiswinkelsitze».
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4.4 Weitere Aufgaben (in Zukunft teilweise nach vorne verschieben?)

Aufgaben zu den Strahlensiitzen

R Aufgabe A20  Satz von Menelaos (ca. 100 n. Chr.)

Zeigen Sie: Seien ABC ein beliebiges Dreieck und
g eine Gerade, die zu keiner der drei Dreieckssei-
ten parallel ist und durch keinen der Eckpunk-
te des Dreiecks geht. Die Schnittpunkte der Ge-
raden g mit den drei Dreiecksseiten bzw. deren
Verlangerungen werden D, E und F genannt.
Dann gilt mit den Bezeichnungen der Zeichnung

ai bl ) C1 -1 |< 1 B
a9 b2 Co

Hinweis: Moglicher Losungsweg: Zeichnen Sie die Parallele zu (AB) durch C ein und zeigen Sie gleichbedeutend

b — @ (warum ist das gleichbedeutend?). Dafiir sind o und Z; mit Hilfe von einem der beiden

az by c1 .
Strahlensétze umzuschreiben.

R Aufgabe A21

Gegeben ist ein beliebiges Parallelogramm ABCD. Durch Y

seine Ecke A ist eine beliebige Gerade eingezeichnet. Diese

Gerade schneidet die Diagonale [BD] in P, die Seite [DC] D e

in X und die Verliangerung der Seite [BC] in Y. Zeigen

Sie: Dann gilt P
PA’=PX-PY

Hinweis: Schreiben Sie die Gleichung zunéchst in eine
Verhiltnisgleichung um, indem sie durch PA und PY 74
(oder PX) dividieren. Diese Verhéltnisgleichung kénnen

Sie mit Hilfe eines einzigen Zwischenschritts beweisen.

R Aufgabe A22 Linsen-Gleichung (= thin lens equation)

Die Zeichnung zeigt schematisch eine Linse mit Brenn- G
punkt F' (= Focus). Von einem Gegenstand G sind
zwei ausgehende Strahlen eingezeichnet. Der waage-
rechte Strahl wird von der Linse in Richtung des
Brennpunkts F' (= Focus) gebrochen. Er trifft den — ----4----------------3
Strahl durch die Linsenmitte im sogenannten Bild-
punkt B. Zeigen Sie die sogenannte Linsengleichung

Hierbei sind f die Brennweite der Linse, g die Gegenstandsweite und b die Bildweite.

Anwendung (vermute ich jedenfalls): Bei gegebener Linsenbrennweite f kann man die Bildweite b (= Abstand
von der Linse zum Film/Bildsensor) so berechnen, dass Gegenstinde in der gegebenen Entfernung g scharf
abgebildet werden.

Bemerkung: Der dargestellte Verlauf der Lichtstrahlen entspricht einer Vereinfachung der geometrischen
Optik, der sogenannten paraxialen Optik, vgl. Wikipedia: Thin lens, Image formation oder Wikipedia: Linsen-
gleichung, wo in der Illustration noch ein waagerechter Strahl vom Bildpunkt B eingezeichnet ist, mit dessen
Hilfe man die Linsengleichung dhnlich beweisen kann.

R Aufgabe A23  Zeichnen Sie eine Strecke [AB] und markieren Sie darauf einen Punkt P. Wenn man diesen
Punkt als inneren Teilungspunkt von [AB] auffasst: Konstruieren Sie den zugehérigen dusseren Teilungspunkt
von [AB].
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Aufgabe zum Schwerpunktsatz

R Aufgabe A24 Konstruieren Sie ein Dreieck mit ¢ = 7cm und s, = 6cm und s, = 9cm.

Etwas schwierigere Dreieckskonstruktionsaufgabe

A« Aufgabe A25 Konstruieren Sie ein Dreieck ABC mit ¢ = 8cm, - = % und s, = 3.5cm.
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Definition 4.5.1  Zentrische Streckung

Seien Z ein Punkt und A € R eine reelle Zahl. Die zentrische Streckung (oder kurz Streckung) mit

Streckzentrum Z und Streckfaktor A € R ist die wie folgt definierte Abbildung (= Zuordnung) s = sz,
von der Zeichenebene in sich:

s = sz x: Zeichenebene — Zeichenebene,

P +— s(P) := der Punkt auf der Geraden (ZP), der |A| mal so weit von Z
entfel"nt ist wie P und (im Fall P = Z definieren wir s(P) = Z)

e im Fall A > 0 auf derselben Seite von Z liegt wie P;

e im Fall A < 0 auf der anderen Seite von Z liegt als P.
Fiir jeden Punkt P gilt also

_ Zs(P
Zs(P)=|\-ZP oder gleichbedeutend 5(P)

SACIANENPY
ZP

«Homothetie» und «Dilatation» bedeuten im Wesentlichen dasselbe wie «zentrische Streckung».

R Aufgabe A26

(a) Wenden Sie auf «alle» Punkte der abgebildeten Figur «Buchstabe P» die zentrische Streckung s = sz 9
an und markieren Sie die sogenannten Bildpunkte s(A), s(B), s(C),

ooy s(J). Abmessen erlaubt.
(b) Um welchen Faktor ist die Fldche des Dreiecks ABD bzw. des Buchstabens P gewachsen?
(c) Sei nun t die zentrische Streckung mit Streckzentrum Z und Streckfaktor —1. Wenden Sie ¢ auf die

(urspriingliche) Figur «Buchstabe P» an (d. h. auf all ihre Punkte) und beschriften Sie das sogenannte
Bild #(A) des Punktes A, das Bild ¢(B) des Punktes B, ..., das Bild ¢(.J) von J.

(d) Beschreiben Sie anschaulich, was eine zentrische Streckung mit Zentrum Z und (i) Streckfaktor —1 (ii)
Streckfaktor 1 (iii) Streckfaktor 0 macht.

s(P):sz.z(P)+ e »

14. Dezember 2023
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— Konstruktion 4.5.2  zentrische Streckung konstruktiv ausfithren (ohne Abmessen)

Gegeben sind

e ein Punkt Z als Streckzentrum;
e ¢in Punkt A # Z;
o ein Punkt A’ auf der Geraden (AZ).

Dann gibt es genau eine zentrische Streckung s mit Zentrum Z mit s(A) = A’, ndmlich diejenige mit
Streckfaktor \ = ZZ’:’ .

Will man fiir einen beliebigen Punkt B, der nicht aut der Geraden (24) 1icgs, den Bildpunkt s(B) konstruieren, so geht
man wie folgt vor:

(a) Zeichne die Geraden (ZB) und (AB).
(b) Zeichne die zu (AB) parallele Gerade durch A’ = s(A).
(¢) Thr Schnittpunkt mit (ZB) ist der gesuchte Punkt s(B). Beweis: Klar per erstem Strahlensatz.

Der Vollstiandigkeit halber: Fiir B = Z gilt s(B) = Z. Fir B € (ZA) \ {Z} konstruiere man zuerst s(C) fiir einen beliebigen Punkt C ¢ (ZA) und wende

dann das obige Verfahren auf C und s(C) (statt A und s(A) = A’) an.

® Aufgabe A27 Verstehen Sie die Konstruktion 4.5.2 mit Hilfe einer Handskizze.

Zeichnen Sie dann ein Dreieck ABC. Wéihlen Sie einen «neuen» Punkt Z als Streckzentrum. Wahlen Sie
einen «neuen» Punkt A’ auf der Geraden (AZ). Schitzen Sie ab, ob geniigend Platz auf dem Papier fiir das
Bilddreieck s(AABC) ist, wenn s die zentrische Streckung mit Zentrum Z ist, die A auf A’ abbildet, d. h.
s(A) = A’ erfiillt. Wenn nicht, dndern Sie die Wahl der Punkte geeignet.

Konstruieren Sie — ohne Messen, sondern mit Konstruktion 4.5.2 — das Bild s(AABC) des Dreiecks ABC
unter der Streckung s.

R Aufgabe A28 Pantograph (auch «Storchenschnabel» genannt) = mechanisches Prézisionsinstrument
zum Vergrossern oder Verkleinern von Zeichnungen (Pantograph bedeutet wortlich « Allesschreiber»).

In der Zeichnung ist ein «Gestédnge» aus vier Stdben und 5 «Dreh-
punkteny dargestellt. Der eingekreiste Punkt A ist fix mit der Zei-
chenebene verbunden. Es gelten BP = CF und BC = PF.

Wenn man mit dem «Zeichenstift» P eine Figur zeichnet, liefert der
«Kopierstifty @ ebenfalls eine Zeichnung. Wie gross muss man die
Distanz d wéhlen, damit @ die Ausgangsfigur zentrisch gestreckt
wiedergibt?

Warum ist dies der Fall? Wo befindet sich das Streckzentrum? Wo
ist der Streckfaktor im Gestédnge «versteckt»?

Bonusaufgabe: Bauen Sie den Pantographen mit GeoGebra nach und experimentieren Sie damit. Bewegen
Sie P und lassen Sie die Spur von P und @ anzeigen (Punkte mit rechter Maustaste anklicken, «Spur anzeigen»
wiéhlen). Lassen Sie auch die Spur anderer Punkte anzeigen, etwa die von F' und C.

—— Satz 4.5.3 Eigenschaften zentrischer Streckungen

Jede zentrische Streckung s mit Streckfaktor A # 0
(a) bildet jede Gerade auf eine zu ihr parallele Gerade ab:

g beliebige Gerade = s(g) Gerade mit s(g) || g
(b) bildet jede Strecke der Lange x auf eine dazu parallele Strecke der Léange |A| - = ab:
A und B beliebige Punkte == s(A)s(B) = |\|- AB

(¢) wird riickgingig gemacht durch die zentrische Streckung mit Streckfaktor % und demselben Zentrum:

sz, (szx(P)) = P fiir alle Punkte P der Zeichenebene (mit beliebigem Punkt Z als Zentrum)

Beweis. In der Lektion an der Tafel. Experimentell: Priife die Aussagen in der Zeichung fiir Aufgabe 26. O
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— Folgerung 4.5.4

Insbesondere gilt: Jede zentrische Streckung mit Streckfaktor \ # 0
(d) erhalt Winkel: «Streckungen sind winkeltreuy;
(e) bildet parallele Geraden auf parallele Geraden ab;
(f) erh&lt Léngenverhéltnisse: «Streckungen sind verhéltnistreu»;
g) bildet Kreise auf Kreise ab, genauer wird k(A,r) auf k(s(A), |A| - r) abgebildet;
) bildet Ellipsen/Parabeln/Hyperbeln auf Ellipsen/Parabeln/Hyperbeln ab;
(i) verandert Flacheninhalte um den Faktor |/\‘2 = )\2 Beweis nur fiir Flicheninhalte, die wir bereits berechnen kénnen.

Alles gilt analog auch bei zentrischen Streckungen des Raums. Volumina éndern sich um den Faktor |\[3.

Beweis. In der Lektion an der Tafel. Teilweise in der Zeichung fiir Aufgabe 26 experimentell tiberprifbar. [

K Aufgabe A29 Gegeben sind jeweils ein Kreis k£ und ein Punkt Z. Sie kénnen die Aufgabe direkt auf das
Blatt 16sen.

(a) In der linken Zeichnung: Strecken Sie den Kreis k an Z (d. h. Z soll das Streckzentrum sein) so, dass der
Bildkreis s(k) durch den gegebenen Punkt @ geht. Hinweis: Es gibt zwei Streckungen!

(b) Strecken Sie k an Z so, dass der Bildkreis s(k) die gegebene Gerade g beriihrt. Hinweis: Es gibt zwei
Streckungen!

Ze ’Q /g/

R Aufgabe A30

(a) Betrachten Sie zwei Kreise k = k(M,2.5cm) und £ = k(N, 1 cm) mit Mittelpunktsabstand M N = 5cm.
Bestimmen Sie Zentrum und Streckfaktor (als Verhéltnis zweier Streckenlédngen) aller zentrischen Stre-
ckungen, die den Kreis k& auf den Kreis ¢ abbilden. Hinweis: Es gibt zwei Streckungen.

(b) Losen Sie die analoge Aufgabe fiir M N = 1.5 cm und dieselben Kreisradien. Hinweis: Es gibt zwei Stre-
ckungen.

K Aufgabe A31 Gegeben ist ein beliebiger Punkt A auf einem beliebigen Kreis k(M,r). Was ist der
geometrischer Ort (= die Menge) aller Punkte, welche die Kreissehnen, die durch A gehen, halbieren? Begriinden
Sie die Behauptung.

Hinweis: Zeichnen Sie einige Kreissehnen in einer ordentlichen Zeichnung ein und denken Sie an das Thema
des aktuellen Abschnitts.

R Aufgabe A32

Ubertragen Sie die Zeichnung rechts auf Papier (im rich-
tigen Massstab). Finden Sie einen Punkt B € k; und
einen Punkt C' € ko, so dass A auf der Strecke [BC]|
liegt und diese im Verhéltnis 2 : 1 teilt.

Hinweis: Handskizze. Strecken Sie einen der Kreise an
einem geeigneten Punkt mit einem geeigneten Streck-
faktor. Es gibt zwei Losungen.
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Einbeschreibungsaufgaben und Kreisberiihrungsaufgaben

® Aufgabe A33

k
(a) Konstruieren Sie ein Quadrat ABCD in einen Halbkreis, so dass A und
B auf der Strecke [PQ] liegen und C und D auf dem Halbkreis .
(b) Konstruieren Sie alle Rechteck ABCD mit Seitenverhéltnis 2 : 3 in
einen Halbkreis, so dass A und B auf der Strecke [PQ)] liegen und C
und D auf dem Halbkreis k.
P M Q

R Aufgabe A34

Zeichnen Sie ein Dreieck ABC'. Schreiben Sie diesem Dreieck ein Quadrat PQR.S ¢
ein, das zwei Ecken P, (@ auf der Grundseite ¢ hat, die Ecke R auf der Seite a und
die Ecke S auf der Seite b.

R Aufgabe A35

Zeichnen Sie beliebig zwei Geraden g und h und einen Punkt P (der nicht
auf den Geraden liegen soll, d. h. P ¢ gUh). Konstruieren Sie alle Kreise, P
die durch P gehen und sowohl g als auch h beriihren.

h

R Aufgabe A36

Zeichnen Sie beliebig eine Gerade g und zwei verschiedene Punkte P und @ auf Q
einer Seite von g. Die Punkte sollen nicht auf g liegen und ihre Verbindungs-

gerade (PQ) soll nicht senkrecht auf g stehen. Konstruieren Sie alle Kreise, die P
durch P und @ gehen und g beriihren.

Selbsterkliraufgaben

R Aufgabe A37 Erklédren Sie in eigenen Worten, was eine zentrische Streckung ist. Wovon hingt sie ab?
Verwenden Sie dabei die Begriffe « Abbildungy, «Streckzentrumy», «Streckfaktory, « Punkt» und «Bildpunkt».

Quelle: Armin Barth: Mathematik fiirs Gymnasium, Band 2

R Aufgabe A38 Beantworten Sie die folgenden Fragen. Dabei ist Z jeweils ein beliebiger Punkt und sz x
bezeichnet die (zentrische) Streckung mit Zentrum Z und Streckfaktor A.

(a) Wie sieht das Bild einer Geraden, die Z enthélt, unter sz o aus?
b) Wie sieht das Bild einer Geraden, die Z nicht enthélt, unter sz 3 aus?
c) Wie sieht das Bild einer Kreises unter sz g aus?
d) Wie sieht das Bild eines Kreises, der Z enthélt, unter sz 3 aus?
e) Wie sieht das Bild einer Comic-Figur unter sz ; aus?
f) Wie sieht das Bild einer Comic-Figur unter sz aus?
g) Wie sieht das Bild einer Comic-Figur unter sz 3 aus? Wie verdndert sich die Fléche?
h) Wie sieht das Bild einer Comic-Figur unter sz _; aus?
i) Wie macht man die Streckung s, 2 riickgingig?
j)

~ —~ A/\A/\

_

1

=

Ein A4-Papier hat dasselbe Seitenverhéltnis wie ein A3-Papier, aber nur die halbe Flache.
Wenn man eine A4-Vorlage auf das Format A3-kopiert, welcher zentrischen Streckung «entspricht dies»?

J

motiviert durch: Armin Barth: Mathematik fiirs Gymnasium, Band 2
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relativ einfache Aufgaben zu Flichen- und Volumeninderungen bei Streckungen

® Aufgabe A39

a) Ein Dreieck wird mit dem Faktor A = 3 gestreckt. Um welchen Faktor verdndert sich sein Flécheninhalt?
) Gleiche Frage mit dem Streckfaktor A = —4.

) Gleiche Frage mit dem Streckfaktor A = %.

o

o

d) Ein allgemeines Viereck wird mit dem Faktor A gestreckt. Wie verdndert sich sein Flicheninhalt?
e) Ein Wiirfel wird mit dem Faktor A\ = % gestreckt. Wie verédndert sich sein Volumen? Wie seine Ober-
flache?

f) Gleiche Frage mit allgemeinem Streckfaktor A.

R Aufgabe A40

a) Ursina mochte ihren Drachen mit einem Drittel der urspriinglichen Fldche nachbauen. Mit welchem Faktor
muss sie die Langen der Stangen multiplizieren?

b) Urs mochte seinen Drachen mit der dreifachen Flache nachbauen. Mit welchem Faktor muss er die Langen
der Stangen multiplizieren?

c¢) Von einer charakteristischen Getrénkeflasche mit 1 1 Inhalt und 24 cm Hohe wird fiir einen Souvenirshop
eine verkleinerte (&hnliche) Version von 8 cm Hohe hergestellt. Wie viel Inhalt hat die verkleinerte Flasche?
Wie viel mal kleiner wird das Etikett?

R Aufgabe A41 Ein kegelférmiges Cocktailglas soll mit der Hilfte der maximal moglichen Fiillmenge
gefiillt werden. Bis auf welche Hohe muss das Glas gefiillt werden? Geben Sie das Resultat als Prozentsatz der
Hohe an (100% = volles Glas).

Aufgaben, fiir deren Losung man auch an Drehungen denken sollte

# Aufgabe A42

Gegeben sind ein Punkt M und zwei Geraden a und b. Konstruieren Sie ein Qua-
drat ABCD mit Mittelpunkt M und mit Eckpunkten A € a und B € b wie in der
Zeichnung rechts.

Hinweis: Betrachten Sie einige Punkte A € a und bestimmen Sie jeweils, wo der
zugehorige Punkt B liegen miisste.

A Aufgabe A43

Gegeben sind ein Punkt A und zwei Geraden b und c¢. Konstruieren Sie ein Quadrat
ABCD zu der vorgegebenen Ecke A mit Eckpunkten B € b und C € ¢ wie in der
Zeichnung rechts.

Hinweis: Verwenden Sie eine Drehung und eine zentrische Streckung.

C b
D
B
a A /
D c
A
C
b B /
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4.6 Ahnlichkeit

— Definition 4.6.1  Ahnlichkeit

Zwei Figuren (meist in der Ebene) heissen
dhnlich, falls die eine Figur durch eine geeig-
nete Kombination endlich vieler

¢ Verschiebungen,

e Drehungen (= Rotationen),

o Spiegelungen (= Reflexionen) und

o zentrischer Streckungen mit Streckfaktor

#0

in die andere tiberfithrt werden kann.
In der Zeichnung rechts sind drei dhnliche
Dreiecke abgebildet. Beachte, dass gespiegelte
Dreiecke dhnlich sind!

ledd

4.6.2. Sind zwei Figuren dhnlich, so sind

e «einander entsprechende» Winkel gleich;

« alle Verhéltnisse «einander entsprechender Streckeny gleich: Alle Abstdnde zwischen Punkten in der einen
Figur sind um einen konstanten positiven Faktor grosser als alle Abstande zwischen den entsprechenden
Punkten in der anderen Figur.

Dies liegt daran, dass (1) Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen Winkel und Absténde erhalten und (2)
zentrische Streckungen Winkel erhalten und alle Abstdnde mit dem Betrag des Streckfaktors multiplizieren.

—— Definition 4.6.3

Sind zwei Figuren F' und F &hnlich, so gibt der Ahnlichkeitsfaktor von F zu F’ an, mit welchem
Streckfaktor man F strecken muss, um eine zu F’ kongruente Figur zu erhalten.
Der Ahnlichkeitsfaktor ist fiir alle Figuren endlicher Ausdehnung, die aus mindestens zwei Punkten bestehen, eindeutig. Nicht eindeutig ist er beispiclsweise,

wenn F und F’ zwei Geraden sind.

— Merke 4.6.4

Beim einem Ahnlichkeitsfaktor A > 0 werden
o Léngen mit A,
« Flidcheninhalte mit A? und
o Volumen mit A multipliziert.

R Aufgabe A44 Der Kanton St. Gallen hat eine Gesamtfliche von 2028.2 km?.
Welche Fliiche (in cm?) bedeckt er auf einer Karte des Massstabs 1:300°0007

® Aufgabe A45 Der Erddurchmesser ist etwa 3.67 mal grosser als der Monddurchmesser. Wieviel mal
grosser ist die Erdoberfliche als die Mondoberflache? Gleiche Frage fiir das Volumen.

R Aufgabe A46 Eine Firma stellt Gartenzwerge her, die alle zueinander &hnlich sind (in dem Sinne, dass
sie auseinander durch Streckungen hervorgehen). Das Modell «Schlafmiitze» wird in drei Grossen hergestellt,
ndmlich mit den Héhen 10 cm, 15 cm und 20 cm. Die Zwerge sind aus massivem Gips. Das kleinste Modell
wiegt 600 g. Das grosste Modell ben6tigt 50 ml Farbe fiir den Anstrich.

Wie schwer sind die drei Modelle und wieviel Farbe wird fiir jedes der Modelle ben6tigt?

Annahme: Die benétigte Farbe ist proportional zur Oberfléche.
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— Satz 4.6.5 Ahnlichkeitssatz fiir Dreiecke

Die folgenden drei Aussagen sind fiir zwei beliebige Dreiecke A und A’ gleichbedeutend:
(a) Die beiden Dreiecke sind dhnlich.
(b) Zwei (und damit drei) der drei Winkel der beiden Dreiecke sind gleich.
(c¢) Die drei Verhéltnisse «einander entsprechender» Seiten sind gleich: Es gibt Seitenbenennungen a, b, ¢
des Dreiecks A und a/, V', ¢’ des Dreiecks /\’ mit

a b c

T (Diese Zahl ist dann der Ahnlichkeitsfaktor von A’ zu A.)
a c

Beweis. (a) = (b) und (c): Klar nach 4.6.2.

(b) = (a): Sei a eine Seite im Dreieck A und a’ die «entsprechende» Seite im Dreieck A’ («entsprechend»
bedeutet: die beiden anliegenden Winkel sind gleich). Strecke nun A" mit dem Streckfaktor —%- (das Streck-
zentrum ist beliebig): Das Bild der Seite ¢’ hat dann die Lange a und die anliegenden Winkel bleiben gleich.
Folglich ist das Bild des Dreiecks /A’ kongruent zum Dreieck A nach dem Kongruenzsatz wsw. Also sind A und
A’ dhnlich.

(¢) = (a): Das Bild des Dreiecks A’ unter einer Streckung mit Streckfaktor —2- ist kongruent zum Dreieck

a

A nach dem Kongruenzsatz sss. Also sind A und A’ dhnlich. O

—— Losungsstrategie 4.6.6

Beim Losen von Aufgaben zur Ahnlichkeit ist das Vorgehen meist so: Finde zwei Dreiecke mit gleichen
Winkeln. Diese beiden Dreiecke sind dann dhnlich und es gilt (siehe Satz 4.6.5)

= = = Ahnlichkeitsfaktor

Beachte, dass die Benennung der Seiten hier implizit so vorgenommen wurde, dass a und a’ gegeniiber des
gleichen Winkels liegen, und analog fiir b und b’ bzw. ¢ und ¢’. Aquivalent gelten

—_— und —=— und — =

R Aufgabe A47

In der Zeichnung rechts halbiert die Strecke [AC] den Winkel <BAD. Die
Langen der Strecken x und y sind in der Zeichnung angegeben. Berechnen
Sie die Lange der Strecke z.

R Aufgabe A48
Berechnen Sie den Inhalt der grauen Fliche! b ¢
Beachte: Zwei Dreiecke sind auch dann ahnlich, wenn die drei gleichen Winkel in
den beiden Dreiecken in unterschiedlicher Reihenfolge auftauchen.
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R Aufgabe A49

(a) Messen Sie Hohe h und Breite b eines A4-Blatts und berechnen Sie mit dem Taschenrechner das Verhéltnis
%. Fillt Thnen etwas auf?
Das A4-Format ist durch die folgenden drei Eigenschaften definiert:
e Zwei entlang der ldngeren Seite nebeneinandergelegte A5-Blatter decken genau ein A4-Blatt ab. Analog
liefern zwei A(n + 1)-Blétter ein An-Blatt, wobei n € N beliebig ist.
o Alle A-Blétter sind dhnlich.
« Die Fliche eines A0O-Blatts ist 1 m?2.

) Berechne Sie nur aus diesen drei Eigenschaften die Hohe und Breite eines A0-Blatts.
(c) Berechnen Sie nun Hohe und Breite eines A4-Blatts und vergleichen Sie mit den von Thnen gemessenen
Werten.

« Aufgabe A50 Lasst sich eine der A-Serie von Rechtecken entsprechende Serie von Quadern definieren?

4.6.7. Die beiden folgenden Aufgaben zeigen, wie einfach man mit Hilfe von Ahnlichkeitsargumenten (also im
Wesentlichen mit Hilfe der Strahlensétze) wichtige klassische Siatze beweisen kann.

R Aufgabe A51

Betrachten Sie ein rechtwinkliges Dreieck ABC wie in der Zeichnung rechts.
Zusétzlich zu den iiblichen Bezeichnungen sind die Hohe h = h,. samt
Hohenfusspunkt H = H. und die beiden Hypotenusenabschnitte p und ¢ ein-
gezeichnt (beachte, dass p bei a liegt und ¢ bei b, sozusagen in alphabetischer
Reihenfolge). A g

In der Figur sind drei &hnliche Dreiecke «versteckt». Finden Sie diese und be- k= ¢
griinden Sie die Ahnlichkeit prizise.

Folgern Sie daraus

(a) den Hohensatz h? = pq
(b) die Kathetensitze a?> = pc und b% = qc
Hinweis: Schreiben Sie die Gleichungen als Verhéltnisgleichungen.

Folgern Sie aus den Kathetensétzen
(c) den Satz des Pythagoras: a? + b2 = ¢?
Bemerkung: Diese Beweise sind «kurz und schmerzlos». Spater werden wir «bessere» Beweise dieser Sétze
kennenlernen, aus denen direkt hervorgeht, warum gewisse Quadrats- und Rechtsecksflachen gleich gross sind.

R Aufgabe A52 Zeigen Sie mit Hilfe dhnlicher Dreiecke
(a) den Sekanten-Tangenten-Satz:

Beliebig gegeben sind ein Kreis k, eine Tangente s (= Kreisberiihrende) und eine
Sekante s (= Kreisschneidende), die nicht parallel zur Tangente ¢ ist. Die Schnitt-
bzw. Beriihrpunkte sind wie in der Zeichnung rechts benannt. Dann gilt

PT’ =PA.-PB
Hinweis: Ahnliche Dreiecke und Kreiswinkelsitze

(b) den Sekanten-Satz:

Beliebig gegeben sind ein Kreis & und zwei sich schneidende Sekanten s und s'.
Die Schnitt- bzw. Beriihrpunkte sind wie in der Zeichnung rechts benannt. Dann
gilt

PA-PB=PA -PB

Hinweis: Ahnliche Dreiecke und Kreiswinkelsitze oder Folgerung aus dem
Sekanten-Tangentensatz
(¢) den Sehnen-Satz

Beliebig gegeben sind ein Kreis & und zwei sich schneidende Sehnen s und s’. Die
Schnitt- bzw. Beriihrpunkte sind wie in der Zeichnung rechts benannt. Dann gilt

PA-PB=PA - PP

Hinweis: Ahnliche Dreiecke und Kreiswinkelsitze.
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4.7 Aufgabe: Eulersche Gerade

® Aufgabe A53 Zeigen Sie, dass in jedem Dreieck ABC Hohenschnittpunkt H, Schwerpunkt S und
Umkreismittelpunkt U auf einer Geraden liegen, der sogenannten «eulerschen Geraden» oder « Euler-Geradeny,
und dass genauer S die Strecke [UH| im Verhéltnis - teilt.

Hinweis: Zeichnen Sie in einem Dreieck ABC' die Seitenhalbierenden, deren Schnittpunkt S, die Mittelsenk-
rechten und deren Schnittpunkt U ein. Nun betrachte man die zentrische Streckung an S mit Streckfaktor —2.
Wohin werden die Mittelsenkrechten abgebildet?

Eselsbriicke, um sich zu merken, dass H, S und U auf einer Gerade liegen (nicht aber, im Allgemeinen, der
Innkreismittelpunkt I): Im Adjektiv «eulersch» kommen die Buchstaben h, s, u vor, der Buchstabe i aber nicht.

Bemerkung: Ubrigens liegt auch der Mittelpunkt des sogenannten Feuerbachkreises auf der Euler-Geraden.

4.8 Anwendungen von Ahnlichkeit in der Astronomie: Aristarchos von Samos:
Entfernungen und Radien von Mond und Sonne

4.8.1. Das Folgende habe ich im Wesentlichen aus Wikipedia: On the Sizes and Distances (Aristarchus) gelernt.
Es handelt sich dabei um eine moderne Darstellung von Aristarchos’ Vorgehen (Aristarchos hat wohl nicht genau
dieselben Formeln benutzt, aber dhnliche).

Sinnvolle Zeichnungen sind noch zu ergénzen.

Bestimmung des Erdumfangs durch Eratostenes

4.8.2. Die (ungeféhre) Kugelform der Erde ist schon lange bekannt; beispielsweise gab Aristoteles in 4. Jahr-
hundert v. Chr. drei astronomische Beweise dafiir (z. B. Form des Erdschattens auf dem Mond bei einer Mond-
finsternis).

Eratosthenes bestimmte den Erdumfang um 240 v. Chr. in etwa wie folgt (vgl. Eratosthenes, Bestimmung des
Erdumfangs: Zum Zeitpunkt der Sommersonnenwende warf ein Stab in Assuan (damals Syene) keinen Schatten,
die Sonne stand also genau {iber Assuan (ein senkrechter Brunnenschacht war voll beleuchtet). In Alexandria war
die Sonne zum selben Zeitpunkt etwa 7° vom Zenit (= Richtung senkrecht zur Erdoberflache nach oben) entfernt.
Die Entfernung dieser beiden Orte betragt ca. 835km. Unter der (leider nicht ganz korrekten) Annahme, dass
sich beide Orte auf demselben Lingengrad befinden, ergibt sich daraus ein Erdumfang von

360°

e 835km ~ 42942 km

4.8.3. Der Meter wurde 1799 so definiert, dass er (nach damals durchgefiihrten Messungen) dem zehnmillionstel
Teil der Entfernung vom Nordpol zum Aquator entspricht (heute ist der Meter genauer definiert). Mit anderen
Worten betrigt der Erdumfang

4-10000000m = 4 - 10000 km = 40 000 km

der Erdradius 40 000 k
- 27111 ~ 6366 km (4.1)
T

Sonne und Mond: Entfernungen und Radien nach Aristarchos (ca. 310 - 230 v. Chr.)

4.8.4. Wir bezeichnen mit

o S den Abstand von der Erde zur Sonne und mit s den Sonnenradius («s» wie Sonne, sol);
o L den Abstand von der Erde zum Mond und mit ¢ den Sonnenradius («1» wie luna, Mond);
e t den Erdradius (wie oben bereits verwendet; «t» wie terra, Erde).

Bei den Absténden ist im Prinzip der Abstand zwischen den Mittelpunkten gemeint (aber vielleicht nehmen
wir das im Folgenden nicht ganz so genau).

4.8.5 (Sonnenfinsternis). Bei einer totalen Sonnenfinsternis sieht man, dass Sonne und Mond von der Erde aus
gesehen gleich gross erscheinen. Also gilt nach dem Strahlensatz

S L S
& VA oder umgeschrieben T ~ % (4.2)

S
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4.8.6 (Halbmond). Bei Halbmond bilden Erde, Mond und Sonne ein rechtwinkliges Dreieck mit der Entfernung
Erde-Sonne S als Hypotenuse und Entfernung Erde-Mond L als einer Kathete. Wenn man von der Erde aus
den Winkel ¢ zwischen Sonne und Mond misst, kann man so das Verhéltnis % bestimmen: Man zeichne
ein dhnliches Dreieck in den Sand und bestimme daraus das entsprechende Verhéltnis. Aristarchos mass wohl
¢ ~ 87° und kam so auf einen Wert % ~ 19, der in den folgenden 2000 Jahren (!) von den Astronomen
akzeptiert wurde.

Die genaue Messung von ¢ ist nicht so einfach, da ¢ sehr nahe bei 90° liegt. Der korrekte Wert ist ¢ ~ 89.85°.
In jedem rechtwinkligen Dreieck mit diesem Winkel ist die an diesemm Winkel anliegende Hypotenuse ca. 390
Mal so lang wie die an diesem Winkel anliegende Kathete, d. h.
5 (42) §
— ~ — =390 4.3
7 T (4.3)
4.8.7 (Mondfinsternis). Wenn man bei einer totalen, moglichst zentralen Mondfinsternis die Zeiten der folgenden
Ereignisse misst,

e «erster Punkt» des Mondes tritt in den Kernschatten der Erde ein,
e Mond tritt vollkommen in den Kernschatten der Erde ein,
o «erster Punkt» des Mondes verlasst den Kernschatten,

so kann man das Verhéltnis % bestimmen, wobei d der «Radius des Erdkernschattens in Mondentfernung» ist,
vgl. die Zeichnung Wikipedia: On the Sizes and Distances (Aristarchus), Lunar eclipse. Es gilt etwa (nach heute
bekannten Werten)

d
- = 2.676 (4.4)
4.8.8 (Mondfinsternis). In der Zeichung Wikipedia: On the Sizes and Distances (Aristarchus), Lunar eclipse
sind drei dhnliche Dreiecke zu erkennen. Sie liefern die Gleichungen

D S L

4 s—1 t—d

Die erste Gleichung benétigen wir gar nicht. Aus der zweiten Gleichung erhalten wir

1

Erweitern mit —

300 43) S s—t _ 4
T L t—d -

(4.3) und (4.4) 390 — %
- L —2.676

e
e\‘& &‘ﬁ

Diese (Approximations-)Gleichung kénnen wir nach % auflosen

t 4
= —2. =~ - —
390 ( 7 676) 390 7

390% —390-2.676 ~ 390 — %

390% + % ~ 390 - 2.676 + 390

391% ~ 390 - 3.676

t 390 - 3.676
7 301 © 3.667

4.1
Die bedeutet, dass der Erdradius ¢ (%) 6366 km etwa um den Faktor 3.667 grosser als der Mondradius £ ist,

. t 6366 km 3 .
Mondradius ¢ ~ se6r ~ 3667~ 1736 km ca. 10 Erdradien

Damit ist das erste Ziel erreicht: Der Mondradius ist berechnet! Daraus folgt

4.
Sonnenradius s (zg) £-390 ~ 677123 km ca. 110 Erdradien

Von der Erde aus gesehen erscheinen Mond und Sonne unter nahezu demselben Winkel (vgl. Sonnenfinsternis).
Dieser Winkel ist relativ einfach messbar (zumindest beim Mond; bei der Sonne konnte man vielleicht den
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Schatten eines Stabs verwenden) und betragt ungefihr ein halbes Grad. In einem rechtwinkligen Dreieck mit
Winkel %O ist die an diesem Winkel anliegende Kathete ca. 229 Mal so lang wie die gegeniiberliegende Kathete.
Damit ergibt sich

‘ Mondentfernung L ~ 229 - £ ~ 397 544 km ‘ ca. 30 Erddurchmesser (bzw. 60 Erdradien)

‘ Sonnenentfernung S ~ 229 - s ~ 157 580 000 km‘ ca. 12’500 Erddurchmesser (bzw. 25’000 Erdradien)

4.8.9. Laut Wikipedia betragen die korrekten Werte:

Mondradius: ¢ =1737km
Mondentfernung: L = 384400 km
Sonnenradius: s = 696 342 km
Sonnenentfernung: S = 150000 000 km
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4.9 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvor-
bereitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

#¥ Diese Aufgaben sind wichtig, um das Verstéindnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und/oder die Theorie in einen
grosseren Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 1 cx-beweis-kongruenzsactze

(a) siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Kongruenzsatz

(b) e sSw liefert keinen Kongruenzsatz: An der langeren Seite S kann man an einem Endpunkt den Winkel
w abtragen (und bekommt so einen von diesem Endpunkt ausgehenden Strahl) und um den anderen
Endpunkt einen Kreis mit Radius s zeichnen. Dieser Kreis schneidet den Strahl in keinem, genau
einem (fithrt zu rechtwinkligem Dreieck) oder genau zwei Punkten. Im Allgemeinen ist das Dreieck
also nicht eindeutig bestimmt.

o www liefert keinen Kongruenzsatz: Dies ist klar, denn man kann eine beliebig lange Grundseite
wéhlen und an deren Endpunkten die gegebenen zwei Winkel abtragen. So erhélt man verschieden
grosse Dreiecke mit denselben Winkeln.

Solche Dreiecke werden wir spater «dhnlich Dreiecke» nennen.

R Losung zu Aufgabe 2 cxentfornung-kanti-bodensee
9.75 km

*Lﬁsung zu Aufgabe 3 ex-strecke-in-verhaeltnis-teilen
1.8 m und 1.2 m (insgesamt 3 + 2 = 5 Teile).
3

Formal: Lose das Gleichungssystem a +b =3 und - = —5-.

R Losung zu Aufgabe 4 cxschwarapulver-autaten
75 g Salpeter, 15 g Holzkohle, 10 g Schwefel (insgesamt 15 + 3 4+ 2 = 20 Teile).

Formal kann man auch ein System dreier Gleichungen in drei Variablen l6sen.

R Losung zu Aufgabe 5 cxverhacltnisse-aus-geometrie

(a) Wir betrachten ein Quadrat mit Seitenldnge a. Nach Pythagoras ist seine Diagonale

d= a2+ a2 =V2a? = V2a.

Das gesuchte Verhéltnis ist also d : a = <& = \//2aa = # =

a

(b) Wir betrachten ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenldnge a. Nach Pythagoras ist seine Hohe

/ 1 \? \/ 1 \/3 V3
= 2 _— = 2 g2 = — a2 =
h a <2a> a 4a 4a 2a.
Vs

a

Das gesuchte Verhéltnis ist also h: a = Do~ 2 — V3 _ V32 ~ 0.866.

a a 2

©

R Losung zu Aufgabe 6 cxbaumboene-1

(a) Da h und H parallel sind, liefert der Strahlensatz - = 2 = 042 — 12 — 3 Aljo H = -3 . D =
- 80 = 24.
(b) £ = - Multiplikation mit D liefert H = & . D.

R Losung zu Aufgabe 7 cxstrantensata-cinfach
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Strahlensitze und Ahnlichkeit

a) Gegeben: a =5,b=2, ¢ =4, ¢ =5. Losung:

!’
a:a=c:calsoad =2 =35 =2
n_ . _ 525 5 _ 5
a’"=a —a= -+ ) T
VA NV /) _ b _ 25 __ 5
b:b=c:c also b = ===

§
W= —b=3 —2=1

. _ 5 3 _ 5 3/ _ 25 . _ 4 1= .
b) Gegeben: a = -, b= 4, b' = %, c = 5. Losung:
/ / ’ ab’ 22 25
a:a =b:b,alsoad = = = =2
J b 5 6
No_ 3 25 5 __ 10
V' =b —b=-5 T = o
1" =2 =
a”:a’fa:—265 f%:%.Alternatlve:Ausa”:a:b”:bfolgta”:—“g =29 :%.
3
, 25 4
d:ic=d:aalsod =2 = o5 — 20
2
Lol 25 /20 n_ 8 /s 10 - .
c) Gegeben: a —QOT, bg— 74, b' = 5, ¢ = —5-. Losung:
I VR N/ 8 _ 4
b=b0 -V =" -3 =3
/ / a'b 295'% 5
a:a =b:b,alsoa= v = et — = 3
9
101 25 8
a’:a =b": 0V, also d’ = “blf = 0 :170
, , / 5.0 ° 5
c:cd=a:d,asoc= 40— =S50 = 5.

d) Nur a und o' sind bestimmbar. «Begriindung»: Dreht man die Parallelen ¢ und ¢ «simultan» um B bzw.
B’, so ergeben sich verschiedene Werte fiir b, b, b”'.

CT = TI = +a . Multiplikation mit ac liefert ac’ = a”c+ ac. Subtraktion von ac liefert ac’ —ac = a”c.
Ausklammern von a liefert a(¢’ — ¢) = a”’¢c. Division durch ¢ — ¢ liefert a = C“_CC = % = 8% =2.

a =a+a’"=2+05=25.

Bemerkung: Zur Losung jeder dieser Aufgaben geniigt es, nur die vier Gleichungen a : @’ =b: b =c: ¢

und o’ = a4+ a” und ¥/ = b+ b” zu benutzen. Wenn diese namlich gelten, gilt beispielsweise a : @’/ = b : b”
automatisch, denn aus a : @’ = b : V' folgt ab’ = a’b, daraus a(b+ V") = (a + a”)b, daraus ab + ab” = ab+ a”'b,
daraus ab” = a”b und daraus a : a” =0 : 0".

R Losung zu Aufgabe 8 ccsianiensatz-pyramide
Die Seitenldnge der Pyramide betrégt 6 m.

(a) Schnitt in halber Héhe: Die Schnittfigur ist ein Quadrat mit Seitenldnge % m = 3 1. Genaugenommen wendet man
den Strahlensatz mehrfach an: (1) Die Spitze der Pyramide, der «Fusspunkt der Héhe» und eine beliebige Eck des Grundquadrats bilden ein rechtwinkliges
Quadrat, das von unserem waagerechten Schnitt in halber Hohe geteilt wird. Die so entstandene Strahlensatzfigur zeig, dass der waagerechte Schnitt die
entsprechende Seitenlinie der Pyramide halbiert. (2) Jede Seitenfliche der Pyramide samt der Schnittlinie ist eine Strahlensatzfigur. Also ist die Seitenldnge
auf halber Hohe halb so gross wie dies Seitenlinge des Grundquadrats.

Die Fliiche dieses Quadrats betrigt (3m)? = 32m? = 9m?.

(b) Die beiden Schnittfiguren sind Quadrate der Seitenldngen % -6m = 2m bzw. % -6m = 4m. Thre Flachen

sind 4m? bzw. 16 m?.

R Losung zu Aufgabe 9 cx-daumensprung
Wie in der Skizze angedeutet, nehmen wir an, dass die Verbindungslinie der Augen parallel zur Schlossfassade

ist. Somit ist der Strahlensatz anwendbar und liefert % =
b —a_
Genaugenommen liefert der Strahlensatz 3 = g , was aber per Multiplikation mit 2 zur angegebenen Gleichung dquivalent ist.

Daraus folgt d = -2~ - b (z. B per Kehrwertbildung und Multiplikation mit b).

(a) Messwerte: Augenabstand: ¢ = 7 ¢cm, Abstand Daumen-Nasenansatz: x = 70 cm.
Damit gilt = = 2 =10, alsod = - - b= 10-b =10 - 40 = 400.
Der Abstand zum Schloss betriagt 400 Meter bzw. genaugenommen 400 4+ x = 400.7 Meter.

(b) Bei den meisten Menschen betriagt das Verhéltnis % etwa 10, in Formeln -2~ ~ 10 (so wie bei
den oben angegebenen «Messwerten»).
Die Daumensprungregel kann nur angewendet werden, wenn man die « Sprungweite des Daumens» abschétzen
kann. Oft gelingt dies durch den Vergleich mit Objekten, deren Abmessungen man grob kennt, etwa Breite
eines Hauses, Abstand von Fenstern, Linge eines Autos.

Vergleiche auch Wikipedia:Daumensprung.
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# Losung zu Aufgabe 10 cxgeometrisch-multiplizieren-und-dividieren-mit-strahlensatz
Wir erkldren nur die Losungen mit dem ersten Strahlensatz.

(a) Zeichne von einem Punkt Z ausgehend zwei verschiedene Strahlen. Trage auf dem einen Strahl zuerst
die Lange 1 ab (neuer Punkt F) und dann die Lange a (neuer Punkt A). Trage auf dem anderen Strahl
die Lénge b ab (neuer Punkt B). Verbinde F und B und zeichne die Parallele zu dieser Verbindungslinie
durch A. Ihr Schnittpunkt mit dem anderen Strahl sei X. Dann hat = := BX die gesuchte Lénge, denn
nach dem ersten Strahlensatz gilt = : b = a : 1 oder dquivalent x = ab.

(¢) Zeichne von einem Punkt Z ausgehend zwei verschiedene Strahlen. Trage auf dem einen Strahl zuerst
die Lénge b ab (neuer Punkt B) und dann die Linge a (neuer Punkt A). Trage auf dem anderen Strahl
die Lénge 1 ab (neuer Punkt E). Verbinde E und B und zeichne die Parallele zu dieser Verbindungslinie
durch A. Ihr Schnittpunkt mit dem anderen Strahl sei X. Dann hat = := EX die gesuchte Linge, denn

nach dem ersten Strahlensatz gilt x =z :1=a:b= 4.

R Losung zu Aufgabe 11 exweiter-strahlensata-nicht-umkehrbar
In der Zeichnung im Beweis des zweiten Strahlensatzes: Zeichne einen Kreis um B’ mit Radius ¢’. Dieser
schneidet die horizontale Gerade (SA) in einem weitern Punkt A” # A’. Sei ¢’ die Strecke [B’A”] bzw. deren

Lénge. Nach Konstruktion gilt ¢’ = ¢/ und somit -5~ = -5~ = %, also -5 = -5, aber ¢ und ¢” sind nicht
parallel.

R Losung zu Aufgabe 12 ex-geodacsic
Wie iiblich gibt es neben den im Folgenden erkaren Loésungsmoglichkeiten einige weitere.

‘ (a) Wiéhle einen Punkt B auf der Insel und peile von dort den Leuchtturm L an.
Festland Dies liefert das Dreieck ABL (nur der Teil auf der Insel ist vom Inselbewohner
Wasser zu zeichnen). Wéhle einen Punkt B’ € [AB] (nahe genug bei A). Zeichne (per

Winkelabtragen) die Parallel zu (BL) durch B’, was den Punkt L’ liefert.
Nun haben wir eine Strahlensatzfigur: Im Dreieck AB’L’ sind alle Sei-
tenlingen bestimmbar, ebenso AB. Damit kann man AL (und auch BL)
berechnen.

Festland
Wasser

Trage von A in Richtung auf L zu die Strecke ﬁ - a ab und nenne den so

erhaltenen Punkt P. Trage von A in Richtung auf T' zu die Strecke Tlo -bab

und nenne den so erhaltenen Punkt Q. (Statt —f5- ist eventuell ein kleinerer
Bruch zu wéahlen, so dass P und @ auf der Insel liegen).

Nach der Umkehrung des ersten Strahlensatzes ist (PQ) parallel zu (LT),
so dass wir wieder eine Strahlensatzfigut haben. Also ist LT = 100 - PQ und

PQ ist abmessbar.

T - -
N (b) Nach der vorigen Teilaufgabe kennen wir a = AL und b = AT.
L

# Losung zu Aufgabe 13 cxschwerpunkesats
Siehe Lehrerversion des Skripts.

*Lﬁsung zZu Aufgabe ].4 ex-teilungspunkte-algebraisch
5

(a) Teilung im Verhaltnis —-:
o Die Zahl z ist die Losung der Gleichung

za )

=
die zwischen @ = 0 und b = 1 liegt (denn x soll «innen» teilen). Da = zwischen a und b liegt, gelten
Ta=x—a=x—0=0und zb=b—x =1 — x, d. h. unsere Gleichung wird zu

T 5

-2 2
Multiplikation mit (1 — z) und 2 liefert 2z = 5(1 — #) und auflésen nach x ergibt = = -2-.
Alternative: Teile die Strecke [ab] = [0, 1] (der Lénge 1) in 7 gleich grosse Teilstiicke der Linge —-.

7
Links von x miissen 5 Teilstiicke liegen (und rechts davon 2), also x%
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()

e Die Zahl y ist die Losung der Gleichung
5
w2
die ausserhalb von [ab] liegt. Die Gleichung sagt, dass der Abstand von y zu a grosser ist als der zu
b. Deswegen muss y rechts von b liegen (d. h. b < y). Damit folgen ya = y —a =y — 0 = y und
yb =1y — b=y — 1 und unsere Gleichung wird zu
y 5
y—1 2

Multiplikation mit (y — 1) und 2 liefert 2y = 5(y — 1) und auflésen nach y ergibt y = —=-.

Alternative: Wenn man in «Teil(stlicken)en» denkt: Der Punkt y ist 5 Teile von a entfernt und 2
Teile von b und liegt rechts von b. Das bedeutet, dass a und b 3 Teile auseinander liegen. Also hat
ein Teil die Lénge bga = 150 = % und es folgt y =5 - % = %
Bemerkung: Man kann die beiden Teilungspunkte auch «auf einmal» berechnen: Gesucht ist ein Punkt z
mit

za  |z—al _ [z=0[ |z | = |_ 5
2 Jz—b  z—1]  |z—=1] |z—-1] 2
Dies bedeutet, dass —* = -3- (siehe Teilaufgabe (b)) oder —2+ = —-3- (siehe Teilaufgabe (a)) gelten

muss.
Der algebraische Ansatz zeigt also direkt, dass es zwei Teilungspunkte gibt.

Teilung im Verhaltnis % > 1:

Man geht wie in der Losung der vorigen Teilaufgabe vor, ersetzt aber % durch %. Man erhélt

1-=z q p+q
bzw. y » »
y—1 ¢ pP—q
e Der Punkt a = 0 teilt die Strecke [zy] im Verhéltnis
ax x—a x—0 x piq _p—q |_ %—1
aj y—a y—=0 y = p+q . 1
e Der b =1 teilt die Strecke [ry] im Verhéltnis
- P ptq—p q
bl:b_le_le_pﬂz _ ptaq __pte _ P4 _q_ll
i _ — P _ —(p— q P
by y—b y—1 g | % p—q pta ¢+l

Fazit: Die beiden Verhéltnisse sind gleich!

i?Lﬁsung zZu Aufgabe 15 cx-winkelhalbierende-berechnen
Betrachten Sie ein rechtwinkliges Dreieck mit Katheten a = 3 und b = 4.

(a)

c=Va2+b2=9+16=+25="5.

Sei P der Schnittpunkt von a mit w,. Dann gilt PC - % = % nach dem Satz tiber die Winkelhal-
bierenden. Dies bedeutet: Wenn wir die Strecke a = 3 in b+ c¢ =4+ 5 =9 gleich grosse Teile der Lénge

e = - = - teilen, so besteht PC aus 4 Teilen, d. h. PC' =b- g =4 1+ =4

—_—2 £/ . .
Pythagoras: w, = \/PC™ +b? = (/& +16 = \/1TG+7134 = \/ 100 = %10 = %\/ﬁ
4+ - V10.

Ahnlich bestimmt man wg. Ist @ der Schnittpunkt von b und wpg, so gilt QC = a - %ﬂ =3. - =
3. 1 _ 3

=7
Pythagoras: wgz\/wz—i—cﬂ:\/%4-9:\/%4—%:,/44—5: ‘/\/9? = 35,

Sei R der Schnittpunkt von ¢ mit w,. Er teilt die Strecke [AB] im Verhéltnis - = —-. Féllt man das Lot

von R auf die Dreiecksseite b und nennt den Schnittpunkt Ry, so teilt dieser die Strecke [C'A] ebenfalls
im Verhiltnis - (Strahlensatz). Daraus folgt CR’ 45’_3 b= -2 .4 = -2 Da das Dreieck CR'R
rechtwinklig und gleichschenklig ist (da v = 90°), folgt w, = CR’ - V2 = 12 . /2.
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R Losung zu Aufgabe 16 ex-apolionius-kreis-zeichnen

(a) --Apolloniuskreis: Von A und B ausgehend zeich-
ne man zwei parallele Geraden (hier senkrecht zur
Strecke [AB]). Von A trage man 3 gleich lange Stre-
cken auf der einen Geraden ab, von B aus 7 gleich

B lange Strecken in beide Richtungen auf der anderen

Geraden (oder umgekehrt). Die Verbindungslinien

der «Endpunkte» schneiden die Gerade (AB) nach

dem Strahlensatz in den gesuchten Teilungspunk-
ten.

Nun konstruiere man den Mittelpunkt M zwischen

X, und X; und zeichne den Kreis k (M, %)

(b) %—Apolloniuskreis: Vorgehen analog wie oben.

Die - und —--Apolloniuskreise zu [AB] gehen durch
A X; M Xq Spiegelung an der Mittelsenkrechten m4p auseinander
hervor.

R Losung zu Aufgabe 17 cx-schatzsuche-mit-apollonius

+T Der Schatz muss laut Beschreibung auf dem
2 _Apolloniuskreis zu [BE] liegen. Man
konstruiert diesen wie folgt: Zuerst inne-
ren %—Teilungspunkt X; und &usseren %—
Teilungspunkt X, der Strecke [BE] bestimmen
wie in der Losung des Problems 4.3.9 bzw. der
Aufgabe 16 beschrieben. Dann [X;X,] halbieren
und den Thaleskreis tiber [X;X,] zeichnen.
Dieser Kreis k ist der gesuchte Apolloniuskreis.
Der Schatz muss auf der Mittelsenkrechten mpr
liegen (diese ist der Apollonius-«Kreis» zum
Verhéltnis %) Diese ist leicht zu konstruieren.
Apolloniuskreis k£ und Mittelsenkrechte m gt ha-
ben zwei Schnittpunkte S und S5. An einem die-
ser Schnittpunkt liegt der Schatz.

mprt

S1

R Losung zu Aufgabe 18 ex-dreicck-aus-c-und-verhaeltnis-a-zu-b-und-sc

Der Apollonius-Kreis k zu - (nicht zu —-!) iiber
¢ = [AB] schneidet den Kreis k(M,,s.) in zwei
Punkten C und C’.
Die Dreiecke ABC und AC’B sind die gesuchten
Losungen. (Wenn die Eckpunkte des Dreiecks in
alphabetischer Reihenfolge in mathematisch positi-
vem Drehsinn durchlaufen werden sollen, so ist nur
das Dreick ABC eine Losung.)

14. Dezember 2023 25-v https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

. ::: Mathematik 1gNP
Strahlensatze und Ahnlichkeit - — : @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

R Losung zu Aufgabe 19 ex-drcicck-aus-c-gamma-verhaeltnis-a-zu-b

60°-Ortsbogen iiber [AB] Apollonius-Kreis k zu - iiber ¢ = [AB] mit
dem 60°-Ortsbogen tiber ¢ = [AB] schnei-
den (wie man letzteren konstruiert, steht im
Abschnitt iiber Kreiswinkelsétze). Dies lie-
fert einen Schnittpunkt C und das gesuchte
Dreieck ABC.
(Wir haben hier nur das Dreieck ABC' kon-
struiert, bei dem die alphabetische Benen-
nung der Eckpunkte in mathematisch po-
sitivem Drehsinn erfolgt. Wenn man den
Punkt C (bzw. sogar die gesamte Konstruk-
tion) an der Geraden (AB) spiegelt, be-
kommt man einen weiteren Punkt C’ und
ein weiteres Dreieck AC’'B, das abgesehen
vom Drehsinn eine Losung der Aufgabe
ist.)

R Losung zu Aufgabe 20 cxcmenctaos
c

P Sei P der Schnittpunkt der roten Geraden g mit

der Parallelen zu (AB) durch C. Dann gelten

a c
=2 per Strahlensatz mit Zentrum D
as PC
b
b—l = per Strahlensatz mit Zentrum F
2 1

[ B

Multiplizert man diese beiden Gleichungen miteinander, so erhélt man

aq b1 o Co PC Co

az E PC C1 C1
Multiplikation mit ‘é—; liefert dann die gesuchte Gleichung.

«Symmetrischerer» Alternativbeweis: Man P C
fille die Lote von A, B und C auf g wie in der
Zeichnung links angedeutet. Der Rest des Argu-
ments ist dem Leser iiberlassen.

< 3 b2 o
*Lﬁsung zu Aufgabe 2]. ex-parallelogramm-aufgabe-aus-carral
Wenn man die gesuchte Gleichung mit ﬁ?ﬁ multipliziert, erhéalt man die dquivalente Gleichung
PA PX
PY PA

Wir wenden den Strahlensatz mit Zentrum P zuerst beziiglich der beiden Parallelen (AD) und (BC) an und
dann beziiglich der beiden Parallelen (AB) und (CD):

PA PD PX

PY PB PA
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R Losung zu Aufgabe 22 exiinsengleichung
Wenn man die Linsengleichung mit bfg multiplizert, erhdlt man bg = bf + fg. Es geniigt, diese Gleichung zu
zeigen.
Zweimalige Anwendung der Strahlensatzes, einmal mit der Linsenmitte als Zentrum und einmal mit dem
Brennpunkt F' als Zentrum, liefert p
u

g _ v __J
b v b—f
Multiplikation mit b - (b — f) liefert g(b — f) = bf, was offensichtlich zu der gesuchten Gleichung dquivalent ist.

R Losung zu Aufgabe 23 cx-konstruktion-zweiter-teilungspunkt

Der Punkt P teilt die Strecke [AB] im Verhéltnis % teilt. Nun mache man die iibliche Konstruktion der

Teilungspunkte riickgingig (mit p = PA und ¢ = PB):

Man zeichne eine Gerade g durch A (die nicht durch B geht) und ihre Parallele i durch B. Der Kreis k(A, PA)
schneidet g in zwei Schnittpunkten A; und As. Der Kreis k(B, PB) schneidet h in zwei Schnittpunkten B; und
Bs.

Die vier Geraden (A1By), (A1Bs), (A2B1), (A2B2) schneiden (AB) in P bzw. dem gesuchten &usseren
Teilungspunkt Q. (Genauer: Die Geraden durch die beiden Schnittpunkte «auf derselben Seite» von (AB)
liefern den &dusseren Teilungspunkt @.)

R Losung zu Aufgabe 24 cxdreicek-aus-c-sa-sb o
Man konstruiere zunéchst das Dreieck ABS mit Seitenlédngen ¢ = 7cm und AS = % ©Sq = %6 cm = 4cm und
BS = -29cm = 6cm.

XL Losung zu Aufgabe 25 cxdreicck-aus-c-sb-verhaclonis-a-zu-b
Apolloniuskreis besteht aus allen moglichen Punkten C. Diesen muss man von A aus zentrisch strecken mit
Faktor % Das Bild ist ein Kreis (den man konstruieren kann: Mittelpunkt konstruieren, halber Radius). Der
Punkt M, muss auf diesem Kreis liegen.
Andererseits muss dieser Punkt M;, auf dem Kreis um B mit Radius s; liegen.
So findet man die zwei moglichen Lagen von M. Der Eckpunkt C ist dann einfach zu konstruieren.
Alternativlosungen (ohne zentrische Streckung):
(a) Konstruiere zunédchst das Dreieck AM. M, dessen Seitenlingen genau die halben Seitenlingen von ABC
sind (deswegen selbes Seitenverhéltnis a’ : b'), per Apollonius iiber AM,. Dann Kreis um B mit Radius
Sp.
(b) Skizze, um Idee zu verstehen: Dreieck ABC am Punkt M, spiegeln, um Parallelogramm ABC D zu erhalten
(Diagonale BD hat Léange 2sp).
Mit s, = [BMy] starten und den a : 0.5b-Apolloniuskreis dariiber konstruieren (méogliche Lagen von C).
Dann s; verdoppeln «bis zum Punkt D des Parellogramms». Kreis um D mit Radius ¢. Schnittpunkt mit
Apolloniuskreis ist der gesuchte Punkt C' (zwei Schnittpunkte).

R Losung zu Aufgabe 26 ccoirecrung-per-messung

(b) Beide Flichen sind um den Faktor \? = 22 = 4 grésser als die jeweilige Ausgangsfigur.

(d) (i) Eine zentrische Streckfaktor mit Streckfaktor -1 ist dasselbe wie
o eine Punktspiegelung am Punkt Z oder wie
e eine Drehung um 180° um den Punkt Z.
(ii) Streckfaktor 1: Sie bildet jeden Punkt der Zeichenebene auf sich selbst ab, «macht also nichts».
(iii) Streckfaktor 0: Sie bildet alle Punkte der Zeichenebene auf Z ab.
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s(D)

s(4)

s(B)

R Losung zu Aufgabe 27 cxstreckung-per-strahlensatz
R Losung zu Aufgabe 28 cxpantograpn

1. Losung (Idee wird klar, aber nicht optimal aufgeschrieben): «Definiere» @ als den Schnittpunkt von
(AP) und (CF). Auf Grund der Voraussetzungen ist BPFC ein Parallelogramm, so dass der 1. Strahlensatz
(beziiglich des Zentrums A)

m . TC Deﬁgi_tion
AP  AB

liefert. Dies zeigt @ = s(P), wobei s die zentrische Streckung mit Zentrum A und Streckfaktor A ist. Nun kann
man d mit dem 2. Strahlensatz (Zentrum A) berechnen:

d AC
BP AB

bzw. umgeformt d=BP- AffC =BP -\
AB
Problem dieser Losung: Alles stimmt fiir eine fixierte Lage des Gestdnges. A priori konnte es jedoch
sein, dass sich der als Schnittpunkt definierte Punkt @ auf dem Stab C'F’ bewegt, wenn man P und damit das
Gestédnge bewegt. Wenn man die obige Losung genau durchdenkt, sieht man, dass dies nicht der Fall ist. Dies
sinnvoll aufzuschreiben, ist aber etwas diffizil. Hier mein Versuch (in gewisser Weise die obige Losung von hinten
her aufgeschrieben):
2. Losung (sorgfiltig aufgeschrieben, aber beim ersten Lesen wohl nicht so versténdlich): Wir
behaupten, dass

4.—BP. A¢

die richtige Wahl von d ist. Beachte, dass BP, AC und AB Lingen sind, die nur vom Gestéinge abhéingen (und
nicht von seiner Lage).
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Wir fixieren P fiir einen Moment (und damit die Lage des gesamten Gestinges). Sei @Qp der Schnittpunkt
von (AP) mit (CF). Auf Grund der Voraussetzungen ist BPFC ein Pallelogramm, so dass der 2. Strahlensatz
mit Zentrum A

_ Ve e
C&) = jC bzw. umgeformt CQp = BP- jC =d
BP AB AB

liefert. Da d nicht von der Lage des Gestidnges abhéngt, bedeutet dies, dass @ p stets den Abstand d von C' hat.

Mit anderen Worten: Wenn @ derjenige Punkt auf dem Stab/Strahl [CF mit CQ = d ist, so liegt @ fiir jede
Lage von P auf der Geraden (AP).

Der 1. Strahlensatz mit Zentrum Z zeigt (fiir jede beliebige Lage des Gesténges, da A, P und @ auf einer
Geraden liegen (= kollinear sind))

AQ _ AC Dpefinition N
AP AB
Mit anderen Worten gilt @ = s(P), wenn s die zentrische Streckung mit Zentrum Z = A und Streckfaktor A
ist. Beachte, dass auch A nur vom Gesténge abhéngt.
Bonusaufgabe: Im Internet nach «Geogebra, Pantograf» suchen.
Link (mit Animation): Wikipedia: Pantograf

*Lﬁsung zu A.ufgabe 29 ex-kreis-geeignet-strecken

(a) Schneide (ZQ) mit dem Kreis k, was zwei Schnittpunkte P, und P, liefert, siche Zeichnung. Dann strecke
einmal so, dass P; auf ) abgebildet wird, und einmal so, dass P, auf () abgebildet wird. Dabei geht
es jeweils darum, das Bild von M zu konstruieren. Dann ist der Kreis um diesen Bildpunkt durch @
einzuzeichnen.

(b) Konstruiere die Senkrechte zu g durch M. Sie schneidet den Kreis in zwei Schnittpunkten P; und P». Die
beiden Geraden von Z durch diese Schnittpunkte schneiden g in @7 und Q5.

Strecke nun von Z aus so, dss P; auf (); abgebildet wird, bzw. so, dass P, auf ()2 abgebildet wird.
Insbesondere ist jeweils das Bild von M zu konstruieren und dann der Kreis um diesen Bildpunkt durch
Q1 bzw. Q4 einzuzeichnen.

(a) 2 (b)

R Losung zu Aufgabe 30 cx-zentrum-finden-fuer-kreis-und-bildkreis
Zeichne die Gerade (M N). Das Streckungszentrum muss (M N) liegen. Zeichne die Senkrechte zu (M N) durch
M, nenne die Schnittpunkte K7 und K.

Zeichne die Senkrechte zu (M N) durch N, nenne die Schnittpunkte Ly und Lo.

Zeichne die vier Geraden (K3Lq), (K1La), (K2, L1),(K2L2). Dies liefert zwei Schnittpunkte Z; und Z, die
auf (MN) liegen. Dies sind die beiden moglichen Streckzentren. Der Streckfaktor ist jeweils das Verhéltnis
gewisser Strecken (einmal mit negativem Vorzeichen).

R Losung zu Aufgabe 31 cxgeometrischer-ort-sehnenmittelpunkte

Die gesuchte Menge ist das Bild des Kreises k unter der zentrischen Streckung mit Zentrum Z mit Streckfaktor
1

5 -

*Lb‘sung zua Aufgabe 32 ex-strecke-zwischen-kreispunkten-finden-zu-A-und-verhaeltnis
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Sei s die Streckung mit Zentrum A und
Streckfaktor 2. Das Bild s(k2) des Kreises
ko schneidet k; in zwei Punkten B; und
Bs.

Sei Cy € ko derjenige Punkt mit s(Cy) =
B;.

Sei Cy € ko derjenige Punkt mit s(Cy) =
Bs.

Die rote eingezeichneten Strecken [By, Cf]
und [Bg, Cs] sind dann die gesuchten Stre-
cken, die von A im Verhéltnis 2 : 1 geteilt
werden.

s(kz)

R Losung zu Aufgabe 33 cx-quadrat-in-halbkreis

(a) Zuerst zeichne man ein beliebiges Quadrat ABCD auf die Grundseite
[PQ], so dass M die Mitte der Seite [AB] ist, sieche Zeichnung. Die b e
Gerade (MC) schneidet den Halbkreis in einem Punkt C”.

Wende nun die zentrische Streckung mit Zentrum M und Streckfak-

tor % auf das Quadrat ABC'D an, um das gesuchte Quadrat zu

erhalten. (Kann alles konstruiert werden ohne Abmessen.)

(b) Dies geht dhnlich. Beachte jedoch, dass zwei Losungen erhélt: Einmal
steht das Rechteck auf seiner lingeren Seite, einmal auf seiner kiirzeren
Seite. ,

R Losung zu Aufgabe 34 ex-quadrat-in-dreieck
Zuerste zeichne man ein beliebiges Quadrat P'Q’R’'S’ wie in der Zeichnung, dessen
Seite [R'S’] parallel zu c ist. Die Gerade (C'P’) schneidet ¢ in einem Punkt P. Strecke
nun zentrisch von C aus so, dass P’ auf P abgebildet wird.

S/ R

P’ Q/

A P =s(P') B

R Losung zu Aufgabe 35 ex-kreis-gerade-gerade-punkt
Konstruiere die Winkelhalbierende w zwischen g und h (diejenige, die durch den Sektor geht, in dem P liegt).
Wiébhle einen beliebigen Punkt M auf w \ {S} und zeichne den Kreis k& mit diesem Mittelpunkt, der g und h
beriithrt (Lot fillen etc.)

Die Gerade (PS) schneidet den Kreis k in zwei Punkten @Q; und Q2. Die beiden zentrischen Streckungen
mit Zentrum S, die Q1 bzw. Q2 auf P abbilden, bilden k auf die beiden gesuchten Kreise ab.

R Losung zu Aufgabe 36 ecx-ireis-gerade-punkt-punkt

*Lﬁsung Zzu Aufgabe 37 ex-selbsterklaeren-streckung-abstrakt
Bitte mit Definition 4.5.1 vergleichen; das Wort «Bildpunkt» wird implizit in Aufgabe 26 erklart.

Eventuell ist es auch hilfreich, wenn ein(e) Mitschiiler(in) deinen Text kritisch durchliest.

*Lﬁsung zu Aufgabe 38 ex-selbsterklaeren-streckung-konkret

(a) Wie sieht das Bild einer Geraden, die Z enthélt, unter sz o aus?
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Das Bild einer solchen Geraden ist die Gerade selbst.

(b) Wie sieht das Bild einer Geraden, die Z nicht enthélt, unter sz 3 aus?

Das Bild ist eine zur Ausgangsgeraden parallele Gerade, die dreimal soweit von Z entfernt ist.

(c) Wie sieht das Bild einer Kreises unter sz 3 aus?

Das Bild ist ein Kreis mit dem dreifachen Radius.

(d) Wie sieht das Bild eines Kreises, der Z enthélt, unter sz 3 aus? Das Bild ist ein Kreis mit dem dreifachen
Radius, der ebenfalls durch Z geht.

(e) Wie sieht das Bild einer einer Comic-Figur unter sz ; aus?

Das Bild stimmt mit der Ausgangsfigur {iberein.

(f) Wie sieht das Bild einer einer Comic-Figur unter sz o aus?
Die ganze Comic-Figur wird auf den Punkt Z «zusammengezogen», das Bild ist also die einpunktige
Menge {Z}.

(g) Wie sieht das Bild einer einer Comic-Figur unter sz 3 aus? Wie veréndert sich die Fléche?
Das Bild ist eine dreimal so grosse Comic-Figur. Sie hat die 9-fache Flache.

(h) Wie sieht das Bild einer einer Comic-Figur unter sz _; aus?
Das Bild ist die (am Punkt Z) punktgespiegelte Comicfigur; alternativ: die um 180° um Z gedrehte
Comic-Figur.

(i) Wie macht man die Streckung s 2 riickgiingig?
Man wendet die Streckung s, s an.

(j) Wenn man eine A4-Vorlage auf das Format A3-kopiert, welcher zentrischen Streckung «entspricht dies»?

Da sich die Fliache beim Streckfaktor A um den Faktor A? dndert, muss A\? = 2 gelten, also A = v/2 oder
A= —V2.
Hier wird implizit angenommen, dass Vorlage und Kopie gleich (oder gerade entgegengesetzt) ausgerichtet
sind (sonst benétigt man auch Drehungen und Verschiebungen). Das Streckzentrum bekommt man, wenn
man einander entsprechende Punkte durch Geraden miteinander verbindet: Diese Geraden schneiden sich
im Zentrum.

*Lﬁsung zu Aufgabe 39 ex-dreiecksflaechen-strecken

a) Faktor A2 =|)\?=9
b) Faktor A2 = |\|? = 16

¢) Faktor A\? = [\ = o5

d) Faktor A\? = |\|?. (Das Viereck kann in zwei Dreiecke zerlegt werden.)

e) Volumen: Faktor (%)3 = . Oberfliiche: Faktor (%)2 =1

f) Volumen |\|® (Betrag nicht vergessen!); Oberfliche |\|?

R Losung zu Aufgabe 40 ox-facche-und-volumen

a) Die Fliche wird mit dem Faktor A? multipliziert, wobei A der gesuchte Streckfaktor ist. Damit ist A\* = -

und somit miissen die Léngen mit A = \/% = % multiplizert werden.

b) Die Fliche wird mit dem Faktor A multipliziert, wobei A der gesuchte Streckfaktor ist. Damit ist A\? = 3
und somit miissen die Lingen mit A = v/3 multiplizert werden.

c¢) Der Streckfaktor ist A = 2—84 = % Damit ist das Volumen 11- % = % 1. Die Fliche des Etiketts wird

mit A2 = é multipliziert, wird also 9 mal kleiner.
R Losung zu Aufgabe 41 cxsextgias

Die verschiedenen Fiillstdnde des Glases entsprechen verschiedenen Kegeln, die durch Streckung ineinander

iibergefiihrt werden kénnen. Das volle Glas muss so gestreckt werden, dass sich das Volumen halbiert. Fiir den

Streckungsfaktor gilt also:

. 1
V=g v
A= 2 ~0.7037
2
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Das Glas muss also bis knapp 80% der Hohe gefiillt werden!

# Losung zu Aufgabe 42 cquadrat-zumittelpunkt-mit-cckpunkten-auf-zwei-geraden
Beobachtung: Wenn man den Mittelpunkt M eines Quadrats kennt und einen
Eckpunkt A, so entsteht der (in mathematisch positivem Drehsinn) nichste Eck-
punkt B aus A durch die Drehung um 90° um das Drehzentum M.g
Die Gerade a besteht aus allen moglichen Positionen von A. Die Gerade o’ ist das
Bild von a unter der Drehung um M um 90°. Nach der obigen Beobachtung muss
B auf a’ liegen. Da B ausserdem auf b liegen muss, muss B der Schnittpunkt von
a’ und b sein. Aus A, B und M kann man dann leicht C' und D konstruieren.

© .
A Losung zu Aufgabe 43 cx-quadrat-zu-punkt-mit-ecken-auf-zwei-geraden

Wenn man die beiden nebeneinanderliegenden Ecken A und B eines Quadrats
kennt, so entsteht die nichste Ecke C' aus B per Rotation um 45° um A und
anschliessende zentrische Streckung an A mit Streckfaktor v/2.

Die Gerade b besteht aus allen moglichen Positionen von B. Die Gerade b’ ist
das Bild von b unter der Drehung um A um 45°. Die Gerade b” ist das Bild
der Streckung von b’ an A mit Streckfaktor v/2. Also besteht die Gerade b’ aus
allen moglichen Positionen von C. Da C ausserdem auf ¢ liegen muss, muss C' der
Schnittpunkt von b” und ¢ sein. Aus A und C kann man dann recht leicht B und
D konstruieren (etwa iiber die Diagonale, oder man macht die Drehstreckung
riickgéngig).

R Losung zu Aufgabe 44 o cigalten-facche-aut-karte
1. Losungsweg: Die Karte entsteht aus der (hier als flach angenommen) realen Landschaft durch eine Streckung
mit Streckfaktor A = <5555 = &+ Jo5 = & - 107°. Die Fléiche auf der Karte (= neue Fliche = Fliche des
Bildkantons) entsteht aus der realen Fliche (= alte Flache = Fliche des Originalkantons) durch Multiplikation

mit dem Faktor A2, d.h. die gesuchte Fliache auf der Karte ist

1 2 1
A%.2028.2 km? = | —-107°) -2028.2 km® = — - 10710 2028.2 km?
3 9
1 1 1
-5 10710.2028.2 - (10° cm)? = - 10710 2028.2- 10" cm? = 5 20282 em? & 225.35 cm?

2. Losungsweg: (wohl eine Art Dreisatz, die erste Zeile ist einfacher von rechts her zu lesen)

300’000 cm = 3’000 m = 3 km in der Realitét = 1 cm auf der Karte

1
1 km in der Realitat = 3 cm auf der Karte
N 1
1 km? in der Realitiit = 9 cm? auf der Karte

IR

1
2028.2 km? in der Realitéit 2028.2 - 9 cm? & 225.35 cm? auf der Karte

R Losung zu Aufgabe 45 cxcrde-mond-volumen
Streckungsfaktor A = 3.67. Die Oberfliche ist damit A\?> ~ 13.47 mal grésser, das Volumen A3 = 49.43 mal
grosser.

R Losung zu Aufgabe 46 o garienzwerse
Durch Streckung mit dem Faktor A = % bzw. p = 2 erhélt man aus dem kleinen Modell das mittlere, bzw. das
grosse. Das Volumen und damit das Gewicht wird also mit A3 bzw. p3 multipliziert.

Gewicht 15 cm Modell: (2-)*-0.6 kg = 2 - 0.6 kg = 2.025 ke,
Gewicht 20 cm Modell: 22 - 0.6 kg = 4.8 kg.

Vom grossen Modell zu den anderen sind die Streckfaktoren A = % bzw. p = %. Die Oberflichen und
damit der Farbbedarf werden also mit A? bzw. u? multipliziert.
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Farbe fiur das 15 cm Modell: (%)2 -50 ml = 28.125 ml
Farbe fiir das 10 cm Modell: (<) 50 ml = 12.5 ml.

k~f‘]—_Jijsl.lrlg zu Aufgabe 47 ex-zwei-aehnliche-rechtwinklige-dreiecke-aufeinander
Laut Voraussetzung sind die beiden Winkel bei A gleich gross. Folglich und wegen der eingezeichneten rechten
Winkel sind die beiden Dreieck AABC und AACD &hnlich. Mit der Bezeichnung ¢t = AC' gilt also

t
%:7 also t? =xy = 6400 also t =80
x

Mit Pythagoras berechnen wir
z=/y? — t2 = v/10'000 — 6’400 = V/3/600 = 60.

R Losung zu Aufgabe 48 cxaacche-viereek
Die beiden Dreiecke AX BC und AY CD sind dhnlich, denn beide haben einen rechten Winkel und es gilt

a=180°—90°— 8 =90°— 8 = o

und somit auch 5 = §'.

D C
/ a/
g
v 100
(&7
| I
A 25 X 75 B

Die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks AX BC' hat nach Pythagoras die Léange

XC =+/100% + 752 = 125
(Es entsteht aus dem wohlbekannten rechtwinkligen Dreieck mit Seitenlingen 3, 4, 5 durch Streckung mit dem
Faktor 25.)
Rest der Losung per Streckung: Der Streckfaktor vom grossem zum kleinem Dreieck ist

N Hypotenuse im kleinen Dreieck 100 4 0.8
"~ Hypotenuse im grossen Dreieck 125 5

(Genaugenommen muss man mit diesem Faktor strecken und zusétzlich an einer Dreiecksseite spiegeln.) Das
grosse Drejeck hat den Flicheninhalt -1 -100- 75 = 3/750, das kleine somit den Flicheninhalt A% -3/750 = 2/400.
Die graue Fliche hat somit den Inhalt 10’000 — 3’750 — 2’400 = 3'850.

Rest der Losung per Berechnung der Katheten des kleinen Dreiecks: Wegen der Ahnlichkeit der
beiden Dreiecke gilt

Seite gegeniiber o’ Seite gegeniiber ' Hypotenuse im kleinen Dreieck

Seite gegeniiber v Seite gegeniiber Hypotenuse im grossen Dreieck
bzw. durch Einsetzen der bekannten Werte

W_W_IOO_i_Og
100 75 125 5

Daraus berechnet man die Lange der beiden Katheten des kleinen Dreiecks zu
S 4 — 4
DY:100-€:80 und C’Y:75-?:60.

Der graue Fliacheninhalt ist die Fliche des Quadrats minus die Flache der beiden Dreiecke, also

1 1
1002—7~100~75—7-80~6023'850.
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Strahlensitze und Ahnlichkeit

R Losung zu Aufgabe 49 ecx-dina-papier

(a) Vergleichen Sie Thre Werte mit den unten theoretisch ausgerechneten Werten.
(b) Seien h und b Hohe und Breite eines AO-Blatts. Das Al-Blatt hat dann Hohe b und Breite —-h. Da A0-
und A1-Blatt dhnlich sind, miissen die Verhéltnisse «Hohe zu Breite» libereinstimmen:

—h 2 2 h? V 2 V2 h V2

Da das A0-Blatt einen Quadratmeter gross ist, folgt

l=h-b= = h? =2 = h=1/V2=+v2~1.189m

V2
und
_h_ V2
V2 V2
(¢) Die Breite b = % des AO-Blatts ist die Hohe des A1-Blatts usw. (wegen der Ahnlichkeit aller A-Blitter).

Mit anderen Worten bekommt man die Hohe des néchsten A-Blatts jeweils aus der Hohe des aktuellen
A-Blatts per Division durch /2. Folglich ist die Hohe des A4-Blatts

b ~ 0.841m

h h
V2 V2 V22 4
Seine Breite ist die Hohe des A5-Blatts, also
h _h
V2V2V2-V2-V2 42

© .
X Losung zu Aufgabe 50 cxaina-quader
Gemeint ist, dass

~ 0.297m

~ 0.210m

e alle Quader der ,3-dimensionalen A-Serie* zueinander dhnlich sein sollen;

 je zwei entlang der grossten Seitenfléche nebeneinandergelegte Quader den néchsten Quader (mit der um
eins kleineren Nummer) ergeben sollen; (alternativ und auch korrekt: das Halbieren eines Quaders «an
der langsten Seite» liefert den néchstkleineren Quader (mit der um eins grosseren Nummer)).

o das Volumen des A0-Quaders 1m? sein soll (dies ist eine Normierung).

Es kann gut sein, dass jemand die richtige Lésung errdt und iberpriift, dass alles passt: Beim zweidimensionalen A-Format waren die Verhiltnisse der Seiten
kleine Seite _ _mittlere Seite

_ 3 . . . g - R
mittlere Seite  — grosse Seite = V2 gilt (die beiden Verhaltnisse also iibereinsimmen

V2. Wenn jemand annimmt/erréit, dass im dreidimensionalen Fall

und den Wert 2 haben), kommt er wegen der Normierung auf die folgenden drei Seitenlingen des A0-Quaders

1
a = ~ 79.37 cm b =1 = 100.00 cm c= % ~ 125.99 cm

Beim Ubergang zum nichstkleineren Quader werden alle Seiten mit —z

multipliziert: Der Al-Quader hat die Seitenlingen

S

1 1 ¥z ¥z 1 1 1 1 ¥z
3 a = 5 = -3 = = —c¢ 3 b= 3 =a 3 e=—3 =1=b
BE (%) (%) 2 2 ¥z Rz ¥z 92

Losung «ohne Raten»: Da der A0-Quader zum Al-Quader dhnlich ist und das doppelte Volumen hat,
muss der Ahnlichkeitsfaktor A = /2 betragen (Faktor vom Al-Quader zum A0-Quader, sonst der Kehrwert).

Seien a < b < ¢ die Seitenlingen des A0-Quaders und o’ < b’ < ¢’ die Seitenlingen des Al-Quaders. Dann
gelten

a= v2d b= /20 c= 2

Auf Grund der Nebeneinanderlegprozedur (die grosste Seitenfliche des A1-Quaders hat die Fliche b'¢’) hat der
A0-Quader die Seitenlingen 2a’, b’ und ¢’. Diese drei Zahlen, aufsteigend geordnet, miissen mit den drei Zahlen
a < b < ¢ ibereinstimmen.

Wir behaupten, dass 2a’ grésser-gleich ¢’ ist, d.h. b’ < ¢/ < 2d’ gilt und somit a = b, b = ¢/ und ¢ = 2a’. Der
Beweis dieser Behauptung (sie ist sicherlich plausibel, bitte zuerst einmal glauben) ist etwas nervig und steht
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in dieser® Fussnote. Wir folgern daraus und aus der Ahnlichkeit der beiden Quader

a 4 b
b c c
d.h. fiir alle Quader gilt —kleine Seite - mittlere Seite /iy hegeichnen dieses Verhiltnis mit v. Es gilt also
mittlere Seite grosse Seite

¢ =vb=1v%a =v%{/2d. Da auch ¢ = 2d’ gilt, folgt v2{/2 = 2, also v = /2.
Nun folgen b = va = V/2a und ¢ = vb = (\3/?)2 a.
Da der A0-Quader das Volumen 1 (in Kubikmetern) haben soll, folgt 1 = abc = a- Y2a- (\3/5)2 a = 2a3, also

a= i/j—\;émm.:a?cm b= v2a=1=100.00cm c=V2b=V2=~12599cm
R Losung zu Aufgabe 51 expythagoras-eto-per-achnlichkeit
Die drei Dreiecke ABC, AHC und BCH sind &hnlich, denn ihre Winkel stimmen {iberein (jeweils ein rechter
Winkel, ein Winkel o = 90° — 8 und ein Winkel 8 = 90° — «).
(a) Hohensatz: Die Dreiecke AHC und BCH sind dhnlich: Das Verhéltnis der dem Winkel « gegeniiberliegenden
Seiten stimmt mit dem Verhéltnis der dem Winkel 3 gegentiberliegenden Seiten tiberein, d. h.

Multiplikation mit hp liefert den Hohensatz h? = pq.
Alternativ: Ahnlichkeit liefert < = %. Multiplikation mit hp liefert pg = h2.
(b) e« Die Dreiecke ABC und BCH sind dhulich, folglich gilt
c a 9
— = — == pc=a
a p

¢ Die Dreiecke ABC und AHC sind ahnlich, folglich gilt

b
—_—=— = q0262
b q

(c) Addition der beiden Kathetensatzgleichungen a? = pc und b? = gc liefert

a® + b =pctge=(p+qe= ¢

> T o2
R Losung zu Aufgabe 52 cx-sckantentangenten-sekanten-sehnensatz

(a) Sekanten-Tangenten-Satz:
Die beiden Dreiecke PT'A und PTA sind dhnlich, denn zwei Winkel stimmen
iiberein:
« Sie haben den Winkel bei P gemeinsam (<T'PA = <T'PB).
 Betrachte die Kreissehne [AT]: Der Peripheriewinkel <ABT dariiber stimmt
mit dem Sehne-Tangente-Winkel AT P iiberein.
Aus der Ahnlichkeit folgt

PT  PE

PA PT
Multiplikation mit PA - PT liefert

PT° = PA-PB

3Sonst gelte 2a’ < ¢’. (Diese Annahme ist zum Widerspruch zu fithren). Beachte, dass dann ¢/ = ¢ gelten muss. Weiter folgt
2a’ = a (und somit b’ = b) oder 2a’ = b (und somit b’ = a).
o Fall 24’ = a: Dies fithrt zu 24’ = a = ¥/2a’ und zum Widerspruch 2 = /2.
o Fall 2¢/ = b: In diesem Fall muss ' = a gelten. Aus diesen beiden Gleichungen und a = ¥/2a’ und b = ¥/2 = b’ folgt

20 =b= V2 = 2a = V2324 = (%)Qa/

2
Dies ergibt den Widerspruch 2 = (\?ﬁ) .
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Strahlensatze und Ahnlichkeit — : @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

(b) den Sekanten-Satz:

Die beiden Dreiecke PA’B und PB’A sind dhnlich, denn zwei Winkel stimmen
iiberein:
o Sie haben den Winkel bei P gemeinsam (<A'PB = <B'PA).
o Betrachte die Kreissehne [AA’]: Die beiden Peripheriewinkel <AB’A’ und
<ABA' dariiber stimmen tiberein.
Aus der Ahnlichkeit folgt

PA PA

PB PB’
Multiplikation mit PB - PB’ liefert

PA-PB=PA -PB
(¢) Sehnen-Satz
Die beiden Dreiecke PBA’ und PAB’ sind dhnlich, denn zwei Winkel stimmen iiberein: B
o Betrachte die Kreissehne [AA’]: Die beiden Peripheriewinkel <AB’A’ und A/
<ABA' dariiber stimmen tiberein. B’
o Betrachte die Kreissehne [BB’]: Die beiden Peripheriewinkel <B’AB und

<IB.’. A’ B dariiber stimmen iiberein. A
Aus der Ahnlichkeit folgt L
PA" PA
PB  PH

Multiplikation mit PB - PB’ liefert
PA.-PB=PA-PB’

R Losung zu Aufgabe 53 cx-cuter-gorade

Die im Hinweis erklarte Streckung bildet die Seitenmitten des Dreiecks ABC auf die Eckpunkte A, B, C ab,
denn der Schwerpunkt S teilt die Seitenhalbierenden im Verhéltnis 1 : 2; beispielsweise wird die Seitenmitte M,
auf A abgeblidet. Die Mittelsenkrechte m, = mpc wird auf eine dazu parallele Gerade durch A aufgebildet,
welche folglich die Hohe h, sein muss (denn sie geht durch A und ist senkrecht auf a). Die drei Mittelsenkrechten
werden also auf die Hohen abgebildet und somit wird ihr Schnittpunkt U, der Umkreismittelpunkt, auf den
Hohenschnittpunkt H abgebildet. Folglich liegen U, S und H auf einer Geraden und es ist klar,dass S die
Strecke [UH| im Verhéltnis 1 : 2 teilt.
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