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5 Terme

5.0.1. Ein wichtiger Teil des mathematischen Handwerks besteht darin, Terme umzuformen. Dazu miissen
einerseits die Rechengesetze gut verinnerlicht sein, andererseits muss die Natur von Termen rasch erfasst werden.

Definition 5.0.2 Term (vage Definition)

Ein Term ist eine «sinnvolle Kombination» von Zahlen, Variablen, Symbolen fiir mathematische Ver-
kniipfungen (etwa Additionszeichen «+», Multiplikationszeichen «-» etc.) und Klammern.

5.1 Darstellungsarten von Termen

5.1.1. Die drei gebrdauchlichsten Darstellungsarten fiir Terme sind:
» mathematische Notation (fiir die Darstellung auf Papier);
o Computer-Notation (fiir die Eingabe auf Computern);
o Darstellung als Baum (zur Veranschaulichung; computer-interne Darstellung).
Wir erkldren dies an einem Beispiel.
(a) Mathematische Notation
~b+(a—4-a-c)? a+b
c—a 1+ 4

(b) Computer-Notation
(-b+(a-4*a*xc)"2)/(c-a) + (a+b)/(1+a/b)

Diese Notation ist in den meisten Programmiersprachen und Computeralgebrasystemen gebriuchlich (Po-
tenzen werden bisweilen anders notiert).
(c) Darstellung als Baum

N RN

+ - + +
VAN / N\ /\ /\
- Ao a g p 1 =
| / N\ /\
b - 2 a b
2N

a  x

/N

x* C

2N

4 a

Beachte:

¢ Diese Darstellung benétigt keine Klammern!

¢ Béume wachsen in der Mathematik und Informatik meist nach unten: Die Wurzel ist oben, die Blatter

sind unten.

Jeder Baum besteht aus Knoten und Kanten (= Verbindungen zwischen den Knoten); an jedem «in-
neren» Knoten steht eine Verkniipfung, an den «&usseren» Knoten, den Blittern, stehen Zahlen oder
Variablen. Der oberste Knoten heisst Wurzel.
An der Wurzel steht die Operation, die «zuletzt» ausgefithrt wird. Diese Operation bestimmt das « Wesen»
des Terms, d.h. sie entscheidet, ob der Term letzlich eine Summe oder ein Produkt etc. ist.
Diese Darstellung verdeutlicht die Struktur eines Terms fiir meinen Geschmack am besten, ist aber nicht
sehr platzsparend.

—— Definition 5.1.2 Term (prézise, induktive Definition)

Ein Term ist jeder Ausdruck, der nach den folgenden Regeln aufgebaut ist.
(a) Jede Zahl und jeder Buchstabe (= jede Variable) ist ein Term.
(b) Hangt man an die «Eingénge» eines beliebigen Verkniipfungssymbols Terme, so ist das Ergebnis wieder
ein Term.
Diese Beschreibung orientiert sich an der Baumdarstellung fiir Terme. In den anderen beiden Darstellungen
sind bei jedem Verkniipfungssymbol zunéchst «Schutzklammern» um alle beteiligten Terme zu setzen (die
man auf Grund von Konventionen wie «Punkt-vor-Strich» oft sofort wieder weglésst).
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+
Beispiel 5.1.3. In Baum-Darstellung: Als Zahl bzw. Buchstabe sind 2 und p Terme. Also ist 2/ \  ein Term.

p
Da auch 3 ein Term ist, ist 3/_\ ein Term. In mathematischer Notation ist das der Term ﬁ (hier sind
+
/N
2. p

keine «Schutzklammern» um den Nenner nétig, d. h. man muss nicht schreiben). In Computer-Notation

ist das der Term 3/(2+p). Hier sind die «Schutzklammern» notig.

3
(2+p)

5.1.4. Will man einen Term in Baumdarstellung in Computer-Notation oder mathematischer Notation schrei-
ben, so geht man wie folgt vor:
(a) Ist die Wurzel eine Zahl oder ein Buchstabe, so ist diese(r) schlicht zu kopieren.
(b) Ist die Wurzel ein Verkniipfungssymbol, so wandle man alle darunterliegenden Teilbdume in die gewtinschte
Notation um, klammere diese ein und schreibe sie links und rechts' neben das Verkniipfungssymbol.?
Meist kann man auf Grund gewisser Konventionen (etwa Potenz-vor-Punkt-vor-Strich) einige Klammernpaare
weglassen.

R Aufgabe Al Schreiben Sie jeden der folgenden Terme in den beiden anderen Darstellungsweisen auf.
Die Terme sind nicht zu vereinfachen.

a

Z + S +
a) — < b) (x-y)"2/3-x*y "z c) SN d) N
(l; J’_ b /7\ /+\ /T\ /Jr\
‘ rot T+ a - a -
RN I I
t r b b
(a®+ %) i)
- f) -a"b+(-a) "b*xc+d 1/a+1/-b- h) ———
e) b ) -a"b+(-a) “bxc g) 1/a+1/-b-c ) T ath

5.2 Auswerten von Termen

5.2.1. Enthilt ein Term keinerlei Variablen, so kann sein Wert direkt berechnet werden.

Wenn der Term als Baum gegeben ist, ist das besonders anschaulich: Man berechnet den Wert des Terms
«von unten hery», also «von den Bléattern her»: Es gibt immer ein Verkniipfungszeichen, an dessen Eingéngen
nur Zahlen stehen. Dieses Zeichen ersetzt man durch den Wert der entsprechenden Berechnung und verkleinert
den Baum so Schritt fiir Schritt, bis am Ende eine Zahl iibrigbleibt.

K Aufgabe A2 Schreibe den jeweiligen Term zunéchst als Baum, an dessen Blittern nur ganze Zahlen
stehen. Berechne dann seinen Wert. Hier taucht als Verkniipfungssymbol zusétzlich das Betragssymbol (= zwei
senkrechte Striche) auf.

1

a) = — 2.2 b) 5+ c) (10+3)2—(10-3)2 d) —|—[3-27+9|

A4 5

Auswerten von Termen an Werten = Variablen durch Zahlen ersetzen

5.2.2. Kommen in einem Term Variablen vor und fixiert man fiir jede Variable eine Zahl (= einen Wert), wéhlt
also eine Belegung der Variablen, so kann man jede Variable durch die entsprechende Zahl ersetzen. Der
neue Term hat dann keine Variablen mehr, so dass man seinen Wert berechnen kann.

Warnung 5.2.3. Beim Einsetzen von Zahlen fiir die Variablen sind fast immer Schutzklammern notig! Wertet
man zum Beispiel den Term t(a) = a? bei a = —2 aus, so erhiilt man ¢(—2) = (—2)? = 4 und nicht —22 = —4.
2 )2 _ 4 4

. . 2 . 2 . 22
Die Auswertung von t(a) = a® bei a = = ist t (?) = (7 - und nicht - = —=-.

Ibzw. oben und unten beim Bruchstrich bzw. im Fall des Gegenzahlsymbols nur rechts bzw. im Fall des Betragssymbols: zwischen
die Betragsstriche schreiben!

2Wenn man das Verkniipfungszeichen in die Mitte schreibt, heisst dies Infixnotation, z. B. 2 - 3 + 5. Man kann das Ver-
kniipfungszeichen auch nach rechts schreiben (Postfixnotation = UPN = umgekehrte polnische Notation), z. B. 2 3 - 5 4,
oder nach links (Préfixnotation), z. B. + - 23 5.
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Beispiel 5.2.4. Die Auswertung des Terms t(a,b) = gis = . RN unter der Variablenbelegung
+
/ \ / \
a b 3 a
a= -1, b=2ist t(—?, 2) = % = N 7 N N N . Im Baum sollte eigentlich nicht «Gegenzahl von 7» stehen, sondern «-7».
/N N
_ 2 3 _
7 7

Auswertung von Termen an Termen = Variablen durch Terme ersetzen = Terme einsetzen

5.2.5. Kommen in einem Term Variablen vor und fixiert man fiir jede Variable einen Term, so kann man jede
Variable durch den entsprechenden Term ersetzen und bekommt einen neuen Term.

Beispiel 5.2.6. Die Auswertung des Terms t(a,b) = 363'_1; = SN unter der Variablenbelegung
* +
/N 7\
a b 3 a
+ -
a=224+3= /N L, b=2—2z= o/ \ st
A3 2 =z
/ \
z 2
+ - + (22 +3)- (2—2)
t(z2+3,2—2) =t /N, N = N =
( ) A3 2 oz /*\/ +\ 3+ (22 +3)
/N ¢
x 2 + -3+
/ \ / \ / \
A3 2 2z 3
/N /N
2 r 2

5.3 Umformen von Termen

Definition 5.3.1  Gleichheit von Termen

Wir nennen zwei Terme ¢; und 2 gleich und schreiben ¢; = t5, wenn sie fiir jede emaubie Belegung der
vorkommenden Variablen durch reelle Zahlen denselben Wert liefern.

Das Wort «erlaubt» bezieht sich darauf, dass man in einem Term wie _1 nicht = 0 einsetzen darf. Auch diirfen wir in Potenzen a€ bisher fiir den

Exponenten e nur natiirliche Zahlen einsetzen.

Beispiel 5.3.2. Die Terme ab und ba sind als «Hintereinanderreihung von Zeichen» verschieden. Sie sind aber
gleich im Sinne der obigen Definition, geschrieben

ab = ba

denn bei der Multiplikation reeller Zahlen kommt es nicht auf die Reihenfolge an. Dies ist genau der Inhalt des
Kommutativgesetzes der Multiplikation (das wir bereits in Termschreibweise als ab = ba notiert hatten).

— Merke 5.3.3

Die grundlegenden Gleichheiten von Termen sind die Rechengesetze und -regeln:
o Assoziativgesetze: a+ (b+c¢)=(a+b)+cunda-(b-¢)=(a-b)-c
o Kommutativgesetze: a +b=b+aunda-b=>b-a
o Neutralitatsgesetze: 0+a=a=a+0undl-a=a=a-1
o Distributivgesetze: a(b+ ¢) = ab + ac bzw. (a + b)c = ac + be
« Potenzgesetze: a® - af = a®Tf und a® - b¢ = (ab)® und (a®)! = a®f

 Kiirzen bzw. Erweitern: - = -

e Addieren - + - = “dbzbc und Multiplizieren -3 - -2~ = - von Quotienten
—a

 Division —— = - - % von Quotienten

a
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Merke 5.3.4

Jede Gleichheit von Termen muss begriindet werden, ausgehend von den Rechengesetzen!
Das Grundprinzip lautet: In jeder (bereits bewiesenen) Gleichheit von Termen darf man Gleiches mit Glei-
chem ersetzen und bekommt eine neue Gleichheit.

Beispiele 5.3.5. Wir geben zwei Beispiele:

o «In Gleichheiten Variablen ersetzen» Das Potenzgesetz (a - )¢ = a® - b€ ist eine bewiesene Gleichheit. Es
gilt nicht nur, wenn man fiir die Variablen a, b und e Zahlen einsetzt, sondern auch, wenn man Terme

dafiir einsetzt, z. B. a = (¢ — y*) und b = % und e = n* + n:

((1’ —y®) - %)"2‘*‘” — (z- yZ)n2+n - (%)nh_n

Beachten Sie die «Schutzklammern» um den Bruch! Kein Klammernpaar darf weggelassen werden.
 «Gleichheiten einsetzen/expandieren»: Wenn man die (einfach zu zeigende) Gleichheit n(n +1) =n? +n
fiir die Variable b in a® «einsetzty, erhilt man

an(n-l—l) — anz—Q—n
Mit anderen Worten: Wendet man auf zwei gleiche Terme dieselbe Rechnung an (hier «a hoch 7»), so

erhélt man gleiche Terme. Dies macht man stdndig beim Umformen von Gleichungen, etwa Addition einer
Zahl auf beiden Seiten!

— Merke 5.3.6  Schutzklammern

Ersetzt man Variablen eines Terms durch Terme, so ist es oft notig (und i. A. sehr empfohlen), um die
Ersetzung Klammern zu setzen.

Faustregel: Ausser beim Einsetzen von natiirlichen Zahlen sollte man sicherheitshalber stets Klammern
setzen.

Dieses Merke bezieht sich nur auf die mathematische oder Computer-Notation: In der Baumdarstellung werden keinerlei Klammern benétigt.

Beispiel 5.3.7. Beispiele:

e a?°?* Ersetzung: a = —3
korrekt: (—3)29%4 falsch: — 32924
e q", Ersetzung: ¢ = %, n=>2
1)° 12
korrekt: | — falsch: —
orre ( 3 ) alsch:
e —a, Ersetzung: a =x — vy
korrekt: — (z —y) falsch: —z —y
e —a, Ersetzung: a =x +y
korrekt: — (z + y) falsch: —z+y

e ab = ba, Ersetzung: a = ¢ + d; hier sollte man auf beiden Seiten den jeweiligen Term korrekt ersetzen!

korrekt: (c+d)-b=0b-(c+d) falsch: c+d-b=b-c+d
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5.4 Rechengesetze und Umformungssiinden

R Aufgabe A3

Stimmen folgende Umformungen? Wenn ja, begriinden Sie! Wenn nein, erkldren Sie den

Fehler und geben Sie ein Gegenbeispiel an. Z.B. a —b # b — a, fiir a = 1 und b = 0 erhdlt man 1 — 0 =1 #

0-1=-1.
a\e af a c d c 1 c
_— = b _ _—— - = -
) (5) =% A I
a b a ¥ a ar + bx ay + by a-+b
b ¢ B c c cx cff c
b b b
) atbr _ a+ by _a+t B (a°) = at!
cr e c
eNf _ (,F\¢ ¢ - 4
8 (0°) = (o)) ) =L
. a+b a b N e e
= — _ = 2 €
) — s j) a®+a® = (2a)
y o ) =()
a ah a a a
m)ct? — & =t n) zt + 2 = 2%(2? + )
a c a+c 1 ab
A p) T " atb
37 _ r21 (=1 _
q) 5° =5 r) (—1)1231 1
s) 32-32=1024 t) —5% =25
: 6 _ 6. 6 e cy_ae
u) ((a+b)-(c+d)’ =a+b-c+d V) (b d) g
w) (z+y)? =a2® +y° x) (z—y)?=2"—y
a
y) (z—y)*=(y — ) 7) —— =-1
Das Alphabet ist zu kurz . ..
_ 3 _ t2
a) T y:_l b) 52 T+ _
y— —t2—s3+x
5.5 Diverse Ubungsaufgaben, Repetition
Ubungsaufgaben zum Rechnen mit rationalen Zahlen
R Aufgabe A4 Berechnen Sie (vor dem Ausmultiplizieren kiirzen!):
a) %5 i b) 7 - o ¢) or b d) 55 %
R Aufgabe A5
82462452
a) % =+ % _ a7 b) 2 — % _ i _ 11 C) 2~(25733)2 _ 39
1 % 8 % +2 3 21 (i)?) 25
> T K 4
_9_(2)? 1 VAT
Sl ) S U SIS SR S G ) ur
= L 1275

T

R Aufgabe A6

Berechnen Sie im Kopf, aber vereinfachen Sie zuerst mit den Potenzgesetzen!

206 2.£)6 2\6 -6
Beispiel: — 25— = (28 1 _ ()T 92 50 g1 5_95.9.5-8.10=80
10(7)4 16° 432
a) —g— b) ©) T
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R Aufgabe A7
Lb

a_ 0
a) ———— - (a® =)
b a
(2-5247)3
(11-132)2
(22,53_72)4
(112.133)3
c) 13-121
142

o) ‘|5—7|2—10‘ 23 1]

|5 17|
17 11
518
) 11-17
g 1
512

Berechnen Sie, bzw. vereinfachen Sie so weit wie moglich.

—17Y7 — (—17)' T 17

b)

(32 +23)°
43
[0
9 —275
125 2?2 3
7 (T + Tz)
f) A1
72
26.56
104 13
3 4
h) )
3.22

Ubungsaufgaben zu den Potenzgesetzen

R Aufgabe A8

a) (- d) ga’d'g" 2y
13 g2 (L L pipd) . 24 p2p2
e) (—%c4t2x2) . %tx‘l . (—%ct?’)

R Aufgabe A9
a) (%62551;)3

e) (—%dt3w)2

Auspotenzieren:

R Aufgabe A10

11 33p2,,5
——5-b"h"n

a) 171 bh7n4
d) Tw416z
wixSz

s
® Aufgabe All
a) (—%
) (4
® Aufgabe A12
a) (—59+5p°) (-59- 59
Q) (~Fh— 20?) (h— )

& (A4 ) (—34 4 )

Auspotenzieren:
5
P
F3km2ss )

2 4
K2p2qiis )

R Aufgabe A13

a) (G + ) (—rnfw -
9a” 5

0 (3 + ) (4~ 40)

R Aufgabe Al4

b) (—2-b3d3h?)*

Zusammenfassen, rationalen Faktor vollstandig gekiirzt nach vorne schreiben:

b) (~Fhbmn®) - 2 (- om)

Q) Btz (ga) (Tt

f) %c- %t?’ . 1—7205t2
c) (%cm‘r’y‘l)2 d) (—%d5m3p)2
f) (—%a3m455)3 g) (%a5b26)4 h) (—%f4h3y)2

Kiirzen und rationale Zahl als Faktor vor den Bruch schreiben:

b) %d7qt8 C) %g5m7n5
s S gmsns
e) 7%bu4w6 f) %bg'eg's7

%bugu)2 7—151 b3e?s

m3z?

b) (—% ' 7y4>4

3 m’
Sul C) (2 e3ntsduyl
4
o) (2 2 —
2 ctfhty

7\
T T tAutyS

Ausmultiplizieren:

Ausmultiplizieren:

b) (= + 1) (¢ = 5rb)

d) (=aym? = 5-w?) (=g m* + Fu?)

f) (—5s+Fu) (—Fs++v)
Farr) b) ( o+ i ) ( S+ % )

Klammern Sie den Faktor mit «kleinstmoglichem» Nenner aus, so dass in der Klammer

keine Briiche mehr vorkommen und keine gemeinsamen Faktoren.

5 3712 3 3 .2 5 10 3.2 _4k® 5 ,..2 4m
a) =k + gz b) =927 + 45 c) 3 Ok b3 d) —mp® + 5
26 9 ¢ 7q _Te® 1,23 49° 3y

e) S+ 10k2¢3 f) S + 5 g) — %o 2 €8 h) =5 50
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5.6 Binomische Formeln

5.6.1. Die binomischen Formeln (bi = zweifach, nomen = name; Summe/Differenz zweier Variablen) sind
einfach zu beweisen. Sie sind einerseits beim schnellen Ausmultiplizieren, andererseits («riickwirts geleseny)
beim Faktorisieren von Termen niitzlich.

— Satz 5.6.2 Binomische Formeln

Fiir alle a,b € R gelten:

(a4 ) = a® + 2ab + b? erste binomische Formel (Plus-Formel)
(a—b)?=a*—2ab+b? zweite binomische Formel (Minus-Formel)
(a+b)(a—0b) =a® - b dritte binomische Formel (Plus-Minus-Formel)
Beweis. Einfaches Ausmultiplizieren. O

5.6.3. Die drei binomischen Formeln kann man auch geometrisch verstehen:

%
;

—a——>f b
(a+b)? = a® + 2ab + b2

R Aufgabe A15 Berechnen Sie geschickt mit Hilfe der binomischen Formeln (ohne Taschenrechner, ohne
schriftliches Multiplizieren). Beispiel 23% = (20 + 3)? = 20% +2-20 - 3 + 3% = 400 + 120 + 9 = 529

a) 212 b) 132 c) 192
d) 372 e) 3842 f) 105-95

® Aufgabe A16 Mit Hilfe der binomischen Formeln: Schreiben Sie als klammerfreien Ausdruck:

a) (x+3)2 b) (2z + 3)2 c) (z+2y)? d) (2z + 3y)?

e) (22°+3y")? f) (z-3)? g) (V2+v3) h) (5v2+7V3)?

i) (22-3)° i) (z—2y)? k) (22— 3y)? D) (22° —3y7)?

m) (V2 - V3)? n) (5v2-7v3)? 0) (—z—y)? p) (—z+y)?

q) (2u—v)-(2u+v) ) (-a+2)-(a=2) 5) (20°=3y7)-(22°+3y") 1) (V2+V3) (V2-V3)
R Aufgabe A17 Binomische Formeln riickwérts: Was muss in der Liicke stehen, so dass Sie den Term mit

Hilfe einer binomischen Formel faktorisieren, d. h. als Produkt von Faktoren, schreiben kénnen? Fiillen Sie die
Liicke (falls es eine gibt) und faktorisieren Sie.

1
Beispiele: (i) s2 + st + =(s+ %t)2 (ii) 82 — 3t* = (s — V/3t?)(s + V/3t?)

a) 45 +8st+| | b) 42+ |+ 9 o | J+12823 4+ 01
Q) 45> —8st+|__| 0) 45 =+ ¢ [ s - + 42
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) | |- 1282 4 96 ) 2+ |+1 D) 242+

i) t2+1+ k) s2 —t2 1) s6—t4

m) 452 — 9t2 n) 2s2 — 3t2 0) 255 — 342024
Bemerkung: Faktorisieren ist im Allgemeinen schwieriger als Multiplizieren.

R Aufgabe A18 Binomische Formeln riickwérts: Faktorisieren Sie, d. h. schreiben Sie als Produkt von
Faktoren, und geben Sie jeweils an, fiir welche(n) Wert(e) von x der Ausdruck Null wird.

Beispiel: 22 —3 = (z — v/3) - (x + v/3). Dieses Produkt wird genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null
wird, wenn also  — /3 = 0 oder  + /3 = 0 gilt, d. h. = v/3 oder z = —/3.

a) 24 10z + 25 b) 22+ 2+ + ¢) 4a? +2z+ +
d) 22 — 8z + 16 e) 22—z + L f) 922 — 5z + 2
g) v2 -9 h) 22 -2 i) 222 -3

R Aufgabe A19 Aufgabe geloscht, war identisch zur vorigen Aufgabe.

R Aufgabe A20 Bisweilen hilft das Faktorisieren von Nenner oder Zahler beim Kiirzen.

s 1. @2=3  _ (z+V3)(@—v3)
Beispiel: prny S -y =z—3
Faktorisieren Sie Zahler oder Nenner und kiirzen Sie.
z2—4 22 —2xt+t> 22 —2xt+t>
) T+2 b) z—t C) t—z
a’®+6at+9t> a®+6at+9t> a?+3t3
d) a+3t e) a2—0t? f) wrriTom

R Aufgabe A21 In der Regel versucht man, Wurzeln aus Nennern zu entfernen. Dies kann durch Erweitern
oder mit Hilfe der dritten binomischen Formel erreicht werden.

fapiales (G 4 _ 4-(3—v/5) o 12-4VF o9 N2 24/5
Beispiele: (i) Ve T GiVE Ve — 05 =3-+5 (ii) NV
Beseitige die Wurzeln aus den Nennern und kiirze!

1 1
a) 53vE b) —5

2 3
c) 5—/27 d) V3

5.7 Binomischer Lehrsatz: Potenzen von a + b und Pascalsches Dreieck

5.7.1. Blaise Pascal (1623 Clermont-Ferrand - 1662 Paris): franzosischer Mathematiker, Physiker, Literat,
Philosoph, vgl. Wikipedia: Blaise Pascal.

5.7.2. Die erste binomische Formel (a + b)? = a? + 2ab + b? gibt die zweite Potenz (a + b)? als klammerfreien
Ausdruck an. In den folgenden Aufgaben lernen Sie, wie Sie mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks hohere
Potenzen wie (a + b)! schnell als klammerfreien Ausdruck angeben koénnen.
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R Aufgabe A22

(a) Berechnen Sie auf einem separaten Blatt die folgenden Potenzen von a 4 b durch Ausmultiplizieren und
fassen Sie die Resultate «alphabetisch geordnet» zusammen (was damit gemeint ist, ist unten erklért).
Verwenden Sie stets das Resultat aus der vorherigen Zeile.

(a+0)° = =1
(a+b)1:a+b =a+b
(a+b)*=(a+b)-(a+b) =a®+2ab+ b
(a+0)?=(a+b) (a+b)?*=2
(a+b)*=(a+b) (a+b)> =2
(a+0)°=(a+b) (a+b?*=2
(a+0)°=(a+b) (a+b)° =2

Beispielsweise wurde (a+b)? = a?+ab+ba+b? zu a®+2ab+b? zusammengefasst und nicht zu 2ab+b*+a?,
denn im Alphabet kommt zuerst a? = aa, dann ab und dann b? = bb. (In jedem Produkt sollen ausserdem
die a’s links von den b’s stehen: ba wird sofort zu ab umgeschrieben.)

Haben Sie richtig gerechnet? Es gilt
(a+b)% = a® + 6a°b + 15a*b* + 20a°b® + 15a%b* + 6ab® + b°

:~a6+@~a5b+~a4b2+'a3b3+ ~a2b4+@~ab5+'b6.
<~

Koeffizient bei a?b*

Die eingerahmten Zahlen nennt man die Koeffizienten von (a + b)®. Genauer ist 1 der Koeffizient von a°

und 6 ist der Koeffizient von a®b und 15 ist der Koeffizient von a*b? etc. Diese Koeffizienten sind in Abbildung 1
auf Seite 9 bereits in der 6. Zeile eingetragen (in derselben ,alphabetischen* Reihenfolge).

Zeile 0O: (a + b @
Zeile 1: (a + b QQ
Zeile 2: (a + b)? @@@

T 000
o (OCXT

O
(J
()
()
O

“bQQQQQQQQQQQ

Abbildung 1: Das noch nicht vollstindig ausgefiillte Pascalsche Dreieck (es geht nach unten unendlich weiter)
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(b) Tragen Sie die Koeffizienten aller von Thnen berechneten Potenzen in Abbildung 1 ein (die Zeilen 7 bis 10
bleiben noch leer).

(¢) Was fallt Thnen auf? Wenn Sie eine Zeile kennen: Wie konnen Sie die néchste Zeile berechnen?

(d) Wenn Sie das System verstehen: Fiillen Sie die restlichen Zeilen aus!

(e) Wenn man (a + b)1° ausmultiplizert, was kommt wohl heraus?

(a+b)10 =

(f) Erkldren Sie, warum dies stimmt!
Hinweis: Die néchste Zeile entsteht jeweils aus der aktuell betrachteten Zeile «per Multiplikation mit
(a+b)».

(g) Konnen Sie in eigenen Worten aufschreiben, wie man (a+b)'3 (oder gar (a+b)") mit Hilfe des Pascalschen
Dreiecks berechnet?
Hinweis: Verwenden Sie die Produkte a'3, a'2b, a''0?, ..., ab'?, b'3.

— Algorithmus 5.7.3 Pascalsches Dreieck erstellen

In einem «Dreiecks-Schema» wie in Abbildung 1: Tragen Sie auf der linken und rechten Dreiecksseite lauter
1 ein. Fiillen Sie dann die Liicken Zeile fiir Zeile per «jeder Eintrag ist die Summe der beiden Eintréige
dariiber».

— SatZ 5.7.4 Binomischer Lehrsatz (noch ohne Summenzeichen und Binomialkoeffizienten formuliert)

Sei
Cn,0; Cn—1,1, Cn—2,2, ey C2n—2, Cl,n—1, Co,n

die n-te Zeile des Pascalschen Dreiecks (Achtung, die oberste Zeile ist die nullte Zeile). Dann gilt
(a+0b)" =cpoa™ + cn,l)la"_lb + Cn,2’2an_2b2 4.+ 02,n,2a2b"_2 + cl,n,lab"_l + co. 0"
Ersetzt man hierbei b durch —b, so erhilt man (alternierend plus/minus)

(a—b)" = cmoa"—cn_1,1anflb—|—cn_272a”72b2—- . ~—|—(—1)"72@7”_2&21)"72+(—1)"7101,n_1ab”71+(—1)"co7nb"

R Aufgabe A23 Geben Sie mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks als klammerfreien Term an.
Wenn moglich, ist das Ergebnis zu vereinfachen.

a) (a+0b)? b) (a —b)* c) (a+0b)*—(a—0b)?
a) (22 +y)* &) (20— y)* f (z—1)°
g (z—2)° h) (z - 5)* )+
I e e ok k) (22% +3y%)° D) (2zy — 3y)*
4
m) (a + )% — (a — b)° n) (11 —14)* o) (—=%)
R Aufgabe A24 Verwenden Sie das Pascalsche Dreieck riickwérts.
a) s> +3s2+3s+1 b) s —3s2+3s—1
c) t0+3t* +3t2+1 d) s® 4 45543 4 655 + 4529 + ¢12

R Aufgabe A25
(a) Berechnen Sie fir jede Zeile des Pascalschen Dreiecks die Summe iiber alle Zahlen dieser Zeile. Was fillt
Ihnen auf? Konnen Sie es erkldren? Hinweis: 1 + 1.
(b) Berechnen Sie fiir jede Zeile des Pascalschen Dreiecks die alternierende Summe iiber alle Zahlen dieser

Zelle. alternierend bedeutet abwechselnd, hier abwechselndes Vorzeichen plus/minus: Beispielsweise ist die alternierende Summe iiber die 6. Zeile 1 — 6 +

15 — 20+ 15 — 6 + 1. Was fallt IThnen auf? Konnen Sie es erklaren? Hinweis: 1 — 1.

R Aufgabe A26  Erkliren Sie die Formel (a+b)? = a®+3a?b+3ab® +b® geometrisch mit Hilfe eines Wiirfels
der Seitenldnge a + b.
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5.8 Exkurs: Kombinatorik, Fakultiten und Binomialkoeffizienten

—— Definition 5.8.1

Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 definieren wir die Zahl n! («n Fakultét») durch
nl:=n-(n—1)-----2-1

Wir vereinbaren 0! := 1 und haben somit 0! =1, 1!1=1,2!=2,31=6,4! =24, ....

—— Satz 5.8.2 Bedeutung der Fakultit

Es gibt genau n! Moglichkeiten, n verschiedene Objekte in eine Reihenfolge zu bringen.

Beweis. An Tafel am folgenden Beispiel erkliart (das zuerst als Aufgabe gestellt wurde): Auf wie viele Arten
kann man 22 Schiiler nebeneinander in einer Reihe aufstellen? Erste Position 22 Méoglichkeiten, zweite Position
21 Méoglichkeiten etc. O

—— Definition 5.8.3

Fiir beliebige natiirliche Zahlen n und k mit £ < n definieren wir den Binomialkoeffizienten (Z) («n iber

k») durch

ny n-(n-=1)---(n—k+1) n!

k) k-(k—1)----- 2.1 k- (n—k)!
Merkhilfe: Im mittleren Ausdruck stehen oberhalb und unterhalb des Bruchstrichs jeweils k Faktoren, einmal
absteigend von n aus und einmal absteigend von k aus.

Beachte: (7) =1 = ().

—— Satz 5.8.4 Bedeutung der Binomialkoeffizienten

Es gibt genau (Z) Moglichkeiten, aus n verschiedenen Objekten k£ Objekte auszuwéhlen.
Alternative Formulierung: Eine Menge mit n Elementen hat genau (Z) Teilmengen.

Beweis. An Tafel am folgenden Beispiel erklirt (das zuerst als Aufgabe gestellt wurde): Auf wie viele Arten kann
man aus 22 Schiilern 5 Schiiler auswéhlen (ohne Beachtung der Reihenfolge)? Mit Beachtung der Reihenfolge
gibt es 22 - 21 - 20 - 19 - 18 Moglichkeiten. Wenn man 5 Schiiler ausgewahlt hat, gibt es 5! Moglichkeiten,
diese anzuordnen. Deswegen gibt es % = (252) Auswahlen von 5 Schiilern (ohne Beachtung der
Reihenfolge). O

5.9 a0 Binomischer Lehrsatz und Pascalsches Dreieck

—— Satz 5.9.1 Binomischer Lehrsatz

Multipliziert man (a + b)™ aus, so ist der Koeffizient bei a”*b* genau der Binomialkoeffizient (Z)

Daher kommt der Name «Binomialkoeffizient»: Koeffizient einer Potenz des Binoms a + b.

Zum Beispiel gilt
4 4\ . 4 4 4
4 _ 4 3 22 3 4
(a+b)" = (0>a + (1>a b+ (2>a b + <3)ab + <4>b

Mit anderen Worten: Die n-te Zeile des Pascalschen Dreiecks besteht genau aus den Binomialkoeffizienten
(Z) fir Kk =0,...,n. Zum Beispiel ist die 4-te Zeile gegeben durch (Achtung, Zeilenzihlung beginnt bei 0)

O (- Qe (- O
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Zeile 0: (a+ b)o

Zeile 1: (a+b)!

Zeile 2: (a+ b)?

Zele 3 (ot by
o COCOEOICD

Abbildung 2: Pascalsches Dreieck

Beweis. Erklirung am Beispiel n = 5. Welchen Koeffizient hat a?b®, wenn man (a+b)® ausmultiplizert? Schreibe

(a4+b)°=(a+b)-(a+b)-(a+b)-(a+b)-(a+b)
——— Y N Y ——
Faktor 1 Faktor 2 Faktor 3 Faktor 4 Faktor 5

Beim vollstdndigen Ausmultiplizieren geht man alle Kombinationen durch: Aus dem ersten Faktor nimmt man
entweder a oder b, dann aus dem zweiten Faktor entweder a oder b, usw.

Wann erhilt man a?b3? Wenn man aus den 5 (durchnummerierten, deswegen unterscheidbaren) Faktoren
genau zwei auswahlt und aus diesen ausgewihlten Faktoren a nimmt, aus den anderen b. Dafiir gibt es (g)
Mboglichkeiten.

— Algorithmus 5.9.2  zum Berechnen von (a + b)"

Erklart am Beispiel n = 5. Nach dem binomischen Lehrsatz 5.9.1 gilt

(a+b)° = (g) a’® + (‘;’) a*b + (;) a*b® + (Z) a’b® + (i) ab* + (i) b

und die Koeffizienten sind genau die Eintrage des Pascalschen Dreiecks in Zeile n. Diese ermittelt man mit
Hilfe der Regeln «FEinser an Dreiecksseiten» und «Summe der beiden oberen Nachbarny.

# Aufgabe A27 Die folgenden Aussagen sind bereits klar, denn das Pascalsche Dreieck ist «spiegelsymme-
trisch» zur Mittelachse, jeder Eintrag ist die Summe seiner beiden «oberen Nachbarn» und seine Eintrage sind
die Binomialkoeffizienten.

. . . oy 1
Beweisen Sie allein aus der Definition von (}) = FRT

(a) Symmetrie: Es gilt

n n 7 7
= 1 i i =
(k) (n B k:) also zum Beispiel (2> <5)

fur alle n, k mit 0 < k < n.
(b) Summationseigenschaft: Es gilt

n+ n _(n+1 s Beisniel 7+7_8
i 1) = g also zum Beispie 9 5) =3

fur allen, k mit 0 < k <n — 1.

(c) Konnen Sie diese beiden Formeln auch aus der Bedeutung der Binomialkoeffizienten (= Satz 5.8.4) her-
leiten?

(d) Setzt man a = 1 und b = 1 in der Formel (a +b)" = ()a™ + (})a" b+ --- + (1)b™ ein, so erhilt man
(wie bereits in Aufgabe 25 beobachtet)

2n:(1+1)"=(g)+(7f)+"'+(n7—ll>+(z)

Versuchen Sie, dies mit der alternativen Formulierung in Satz 5.8.4 zu erkliren.
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Aufgaben an Tafel:

(a) Die 1gNP ist eine hofliche Klasse. Jede(r) gibt jeder/m einen Handschlag. Wie viele Handschlige gibt es?
Drei Losungen: Gaufische Summenformel; Handschldge doppelt (bzw. Halbhandschlidge zéhlen) zéhlen;
direkt per Binomialkoeffizienten

(b) Berechne (g)

(c) «Stadtplan» von New York oder Mannheim: 5x3 Gitter
Wie viele Wege gibt es von der unteren linken Ecke A nach der oberen rechten Ecke B, wenn man nur
nach rechts und oben laufen darf.

Bisher «sukzessive Losungy» erklirt: Schreibe an jeden Gitterpunkt die Anzahl der Wege dorthin. Das
ergibt ein Pascalsches Dreieck.

Alternative: Acht Wegstiicke. Wihle davon drei aus, bei denen man nach oben geht (oder gleichbedeutend
5, bei denen man nach rechts geht). Also (g) = (g) = 56 Wege.

Tafelerklirungen nach Pascal-Dreiecks-Aufgabe:

(a+ b)® berechnen: Schreibe Pascal-Dreieck bis zu 5-ten Zeile auf. Kopiere Zeile. Fiige von links a®, a*, a3, ...,

a® an, dann von rechts b°, ..., b°, dann Summenzeichen.

Erklire, wie daraus Formel fiir (a — b)®. (Einigen haben in Aufgabe dann a® — 5a*(—b) + 10a3(—b)?F
geschrieben, also doppelt gemoppelt...

Dann (22 — y?)® erklirt. Eventuell besser: (22 — 3?x)®, da kénnte man aber auch anfangs 2° ausklammern.

Dann zumindest gesagt, dass die 5-te Zeile aus den Binomialkoeffizienten ((5)), (?), ... besteht.

Ab hier noch nicht erklart.

Nach Pascal-Dreiecks-Aufgabe: Unabhingige Erklirung, dass Koeffizienten Binomialkoeffizien-
ten:

Konnte so geschehen:
e (a+b)%? = (a+0b)(a+b) ausmultiplizieren als aa + ab + ba + bb
e (a+b)® = (a+b)(a+b)(a+b) ausmultiplizieren als aaa + aab + aba + abb + baa + bab + bba + bbb =
a® + 3a?b + 3 ab® + b3,
Anzahl der Wérter der Liange 3 im Alphabet {a, b}
(oder: mit Buchstaben a, b), in denen a 1 Mal vor-
kommt
o Analog (a+b)® = ...ang‘ e
Fragezeichen = Anzahl der Worter der Linge 8 im Alphabet {a,b} in denen a 3 Mal vorkommt
8 Positionen, davon 3 auswéhlen, wo der Buchstabe a hinkommt (sonstige Positionen b):
8) _ 876 _
Also (3) = 557 = 56.
(Vergleiche mit deinem Pascal-Dreieck!)
« Satz: Der Koeffizient von a®b° in (a + b)® ist (§).
Allgemein: Der Koeffizient von a*b™~* in (a + b)™ ist (7).
Deswegen Name «Binomialkoeffizienten»
(= k-ter Eintrag in n-ter Zeile des Pascalschen Dreiecks (Achtung, beide Zahlungen starten bei Null!)

Beachte: Beweis hat das Pascaldreieck nicht verwendet.

Nun zum Zusammenhang mit dem Pascaldreieck:

Jedes Wort der Léange 8 in {a,b} wie z. B. aababbbab kann als Weg von A nach B aufgefasst werden im obigen
Stadtplan, wenn man a =«gehe nach oben» und b als «gehe nach rechts» auffasst.

Also (g) solche Wege. Alternative Berechnung (Anzahl der Wege zu jedem Gitterpunkt) zeigt: Ist Zahl an
entsprechender Stelle im Pascal-Dreieck.

Dies liefert alternativen Beweis dafiir, wie das Pascal-Dreieck gebildet wird, und dass darin die Koeffizienten
von (a + b)™ auftauchen.

Zusatz: Bild malen fiir n = 47 links startender Baum, a fiir schrég nach rechts oben, b fiir schriag nach rechts
unten; ersten Kanten stehen fiir Wahl aus erster Klammer/erstem Faktor (a+b) etc. Faktoren dariiberschreiben?
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5.10 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvor-
bereitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

#¥ Diese Aufgaben sind wichtig, um das Verstéindnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und/oder die Theorie in einen
grosseren Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 1 cx-termnotationen
In einigen Teilaufgaben gibt es auch andere korrekte Losungen. Zum Beispiel kann a 4+ b+ ¢ als (a +b) 4 ¢ oder

+ +
als a + (b + ¢) interpretiert werden, was zu /v bzw. fithrt.
+ ¢ a +
/N 7\
a b b ¢
(x—y)2 z
a) (a/b/c+a/(b/c))/(a/b/cta/(b/c)) b) —g %y
+/ B \ . ' . - \
SN soN P PN
/T\ /7\ /7\ /f\ A 3 z A
+ ¢ a = - ¢ a = 7/\2 y/\z
/ \ / \ / \ / \ N
a b b ¢ a b b ¢ 2y
—t
¢) (r-t)/(x+t/r) Qd
7’+T
e) _Lb+(a+—b) a/-b+(a+-b) f) (a"b+b"a)"(c-d)/(a+b)
PR
A +
Jr/ N - R
e N /N a b
A Add
/N AN
a b b a
1 1
b b
_ d h) — &+~ _
§) —a'+ (~a)f ot ) o
+ /7\
/ \
+ d AR
PN + +
T /*\ / \ 7\
A e 1 a 1 -
/N /N
a b - b b
a
i) (a+b)/(a-b)/(2*xa+b)
;/ N N
e N \
+ - */ b
/N /N 7\

R Losung zu Aufgabe 2 cxterme-auswerten

R Losung zu Aufgabe 3 cxcumformungsverbrechen
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a) Richtig, Potenzgesetz.
b) Falsch (zB. 4 4+ 3 # +— + +).
¢) Wahr (aus Produkten darf (und soll) man kiirzen).

b b b b
d) Richtig, zuerst x im Zahler ausklammern, dann kiirzen: ar + b = (a+b)z = (o + )¢ - +
cx cx ey c

1+1-2 1+1
1-2 7 1

f) Falsch a®f wire richtig.

g) Wahr (beides ist gleich a®f).

h) Falsch ( 1i1 =+ % + %)

i) Wahr, @b — L. (a+b) =L a+ L b

C

e) Falsch,

j) Falsch, 2a¢ ist richtig. (sonst wird die 2 mitpotenziert).
k) Falsch, wiirde a® ergeben (Potenzgesetz).

1) Wahr (Potenzgesetz).

m) Falsch (Summen sind doof, man kénnte ¢® ausklammern).

n) Falsch, man kénnte 2* ausklammern.
ad+be
bd -

©]

) Falsch, erst erweitern, ergiibe
) Wahr (Nenner auf einen Bruchstrich, dann Kehrwert).
) Falsch ((53)7 = 521).

) Wahr (= ——=1)

) Wahr (25 - 25 = 210,

) Falsch ((—5)? = 25 # —5% = —(5?). Potenzen vor Multiplikation und Gegenzahlbildung.
) Falsch, ergéibe (a + )% - (c + d)°.

)

Falsch, auch die Nenner werden potenziert.

L T

<+ =

=

v
w) Falsch, etwa (1 +1)% # 12 + 12
x) Falsch, etwa (2 — 1)? # 22 — 12

y) Richtig, denn z — y ist das Negative von y — z (denn —(y — ) = —y + 2 =  — y) und beim Quadrieren
«verschwindet das Minuszeichen»: (z—y)? = (—(y—2))? = ((—=1)-(y—2))? = (-1)*-(y—2)> = 1-(y—2)® =

(y —2)*.
Alternativ: Beides ergibt ausmultipliziert z2 — 2zy + y2.
z) Richtig per Kiirzen: —— = (_li‘)l.a = (711{;{ = %1 = % = _Tl =-1

Das Alphabet ist zu kurz . ..

a) Richtig, denn x —y = —(y — z) und somit folgt es b) Richtig, wie Teilaufgabe zuvor, da im Nenner das

aus —— = —1, wenn man a = x — y ersetzt. Negative des Zahlers steht (und umgekehrt).

R Losung zu Aufgabe 4 cx-bruchmultiplikation

2) 2 b) & o) % Q) 6
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R Losung zu Aufgabe 5 cx-doppeibrueche

2 3 8 9 17 17 17
O e W s v A S v o AT o2 7
2 1 2 1 1 2 6 2 8
143 2 ts T 2t wti 1w 8 8
2% 2 - 2 & 2 2 A 4 2 1 2
2 192 3 2. 142 3 £+8 3 3 3 ;3 73
4
3 4 11
21 21 21
82462452 64436425 . ; 5
C) 2.(25—33)2 _ 2-(32—27)2 _ 125 ﬁ _ )5(6/ 2¢ _ £
_9_(2)? o _ 4 o _ 4 _18 _ 4 1
) e e
= = -2 (_T) 3 93 Ao
) 11y 12 111
6 ) 6 6 6
1 1 1 1 1 3 8
f (L)' A a1 1 1 1174 127° _urter
L 127 1274 1173 117 127 12741173 -117-127 12751174
R Losung zu Aufgabe 6 cxpotensgesctze-brueche
22.52)* 22)%.(52)* 8.
a) L - CLC) e 5 5r o295 50
24)°
b) Aok = Zr =024
) 3 =3 =27
R Losung zu Aufgabe 7 cxvercinfachen-und-berechnen
2 2 2 2
a 4 b az oy b a”+b a2 + b2 b
b a 2 2\ __ a-b a-b 2 2\ _ a-b 2 2\ 2 _
a)ii_L~(a—b)—7a2_b2 ~(a—b)—7a2_b2 (a® =) = pr -M-M_
a2b_|_ b2 a a-b a-b a-b
b) A o s R VS s AT L RS VA
(32 + 23)? (94 8) 172 17
(2-5247)3 : 23-(52)3~73 2
(11-132)2 112.(132)2 (23-55-73)2
2.53.72)4 V4 (53)2 (72)3 &2
0 7((21125.1373))3 B —(2(31253,313%3) o e 26512070 116. 139 22.72
13121 = 112 = —5 = . . —
L 1(2;)12 1510 114.138 28.512.78  13.112
28 . 512 . 116 . 714 . 139 B
928 .512 . 116 . 714 . 139 =1
243 204 252
(=2H® _ ez — 02 _
d) _% T _950 T _950 =2"=4
2 2
e) ‘\5—7| _10\.|23_1y :‘\—2| —10‘-\7|=|22—10\-7=|4—10|~7:\—6|-7:6-7:42
125 22 3
o (T+T> 5 2.5 3.7\ 7 _ 5 100+21 7 507112 o
1+ o7 \ 7.5 0 7-52 ) 11 11-7 0 7-52 11 112.72.52
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| —+F|
) 3.1 172 117 o [33-289| 11-17 _ | —256 | 11-17 _
& s S 1Te1r 1117 218 S 1117 29 | 11-17 29
287 11.17 1
11-17 29 2
26.56 9.5
et _ 13 oo 13 3.22 100-4  13-3\ 3-22  400-39 3.22
h) 3 i _ 10 9. _ _ ) — . —
;32 3 4 19 3-4 4.3 19 3-4 19
361 3-22 192
. = =19
322 19 19
R Losung zu Aufgabe 8 cx-potenzen-mul-only
a) _%a5d6g5 b) %h3m4n7 c) _if6m6y2
d) L g0 e) 251840 f) 20 (645
R Losung zu Aufgabe 9 cxmonome-power
a) 125 (64153 b) 625 p12q12ps ¢) 210y d) 2-d'0mbp?
¢) 2d2Su? £) A2 g9pli2gl5 g) 825 20p8 ¢4 h) - 35y
R Losung zu Aufgabe 10 cxmonome-division
2 3 2
2) —F b) — 5 o ¥
4 -
D o —§ D e
R Losung zu Aufgabe 11 cx-monome-quotient-power
5 12, 12 25
a) B 23423 T TR m 0TS b) %'% C) 23423 " TeT5n 2052515
8 16 8
d) T T e) G- g f) 6 oy
R Losung zu Aufgabe 12 cxausmultiplisieren-eintach
a) 5¢° gp + 15 9p° p4=%g2+%g 2—%1)4
b) —L-a*+ 3 a2b+ Ta?b— 3p? = — Lot + 847 — 3112
) —2p2— Ehn?+ P+ Ant =202 4 Bpn? 4 Lopd
d) 37 156 m2w? + 55 m2w? — 3%73104:%771 i 20 m2w? — 372;3104
e) —tt— 2 ttw+ 4 t2w + 2w?=—2-tt— Totzw + 2w?
f) 2562 —2su— $su+ —u2 =322 Wout 2u?

*Lﬁsung zZzu Aufgabe ].3 ex-ausmultiplizieren-bruch-monome

15 .4,2 3 3 3 _ 15 4,2 33 9
a') 22 n-w 5nitws w3 2w3 T 2 n-w 5ntws 2w3
__9f¢ 25w° 45 5. 25w° 5
b) — g + 4456 s Wt gw 16w4 + qape t g w
_927a* 81 2 15 2 45 .2 _ 27a® 16,2 45 2
c) s <G @ =W e 12a oW
_ 36424 7T 5 4 3 _ _ 3,642, 7 _ _41
d) —p°t" + 6p0¢a 3r T or = — 7Pt e 301
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R Losung zu Aufgabe 14 cx-ausklammern-nennerfrei

a) 2 - (3—5¢'kY) b)) Ly - (=3¢*+10z)
) o - (9+4kd®)  f) gl - (144 5m%¢?)

~52‘]'_165111’1g zu Aufgabe 15 cx-binomische-formeln-geschickt-rechnen

a) 212 = (20 + 1)2 = 400 + 40 + 1 = 441
c) 192 =(20—1)2 =400 — 40+ 1 = 361
e) 38-42 = (40 + 2)(40 — 2) = 1600 — 4 = 1596

R Losung zu Aufgabe 16 cx-binomische-formeln-vorwaerts

T+ 2y)? = 22 + day + 4y?

(
(
e) (22 +3y")? = 4210 4 1225y" + 9y!*
g) (V24+v3)?2=2+2-V2/3+3=5+2V6
i) (2 —3)*=4z*—12x+9
k) (22 — 3y)? = 42% — 122y + Yy
m) (V2 —V3)? =5-2V6
o) (—z—y)? = (=(z+y))? = (v+y)? = 2% +2zy +y?
qa) (2u—v)-(2u+v) = 4u? —v?
s) (22° —3y7) - (22° + 3y7) = 4210 — 9yt

R Losung zu Aufgabe 17 ccpinomische-formeln-rucclowacrts

a) 4s%+ 8st + = (25 +2t)? = 4(s + 1)?

¢) 45" |+ 125263 4+ 910 = (252 + 3¢3)?

c) §1b3 - (=360 — 6k)  d) o - (28 — 25p*)
2

g) 5= (~Te—5°) h) - (-3 +4y°)

b) 132 = (10 4 3)? = 100 + 60 + 9 = 169

d) 372 = (40 — 3)%2 = 1600 — 240 + 9 = 1369

f) 105-95 = (100 + 5)(100 — 5) = 10000 — 25 = 9975

22+ 3)2 =422 + 122+ 9
2z + 3y)? = 422 + 122y + 9y?
r—3)2=2>-6x+9

= (y—2)* = y*—2zy+a? = 2? 2oy +y?
—a+2)-(a—2) = (-1)(a—2)(a—2) = —(a—2)? =
—(a® —4a+4) = —a® +4a — 4

t) Aufgabe korrigiert (V2+ \/g)(\/i—\/g) =2-3=
-1

4% +[12st |+ 92 =

d) 4s? — 8st +| 412 | = 4(s? — 25t +12) = 4(s — 1)% =
4(t — s5)?

b) (25 + 3t)?

14 .
e) 4s% — + L2 = (25 — +1)? f) 4s2— ?stz + 3tt=(2s— %152)2
g) — 125263 4 96 = (25% — 3t3)? h) 2 +[2t]+ 1 = (t +1)2
. 1 112 . 1 142
1) t2+2+tT=(t+T) J) t2+1+F:(t+T)
k) s2—t2=(s+t)(s—1) ) s6—tt=(s3+12) (s —t?)
m) 452 — 9t? = (2s + 3t)(2s — 3t) n) 252 — 3t2 = (v/2s +/3t) (V25 — \/3t)
0) 256 — 312024 = (/253 4 \/3¢1012) (/253 — \/311012)
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R Losung zu Aufgabe 18 cx-binomische-formeln-zum-gleichung-loesen

a) 22+ 10z + 25 = (x + 5)%, Losung x = —5
b) 2 +2+ -+ = (z+ %)2, Losung z = — —+
) 4x? + 22 + % = (2x—|— %)2, l6se 2x + % =0, Losung = = —%

c
d) 2?2 =8z + 16 = (x — 4)%, Losung z = 4
e) 2 —x+ I = (m—%)Q, Losung z = -+

f) 922 — 5z + 2 = (3z — %)2, Lésung © = —=

g) 2 —9=(z+3)(x—3),16se x +3 =0 oder z — 3 = 0, Losungen x = —3 und = = 3
h) 22 — 2 = (z +v2)(z — v/2), Losungen = = +/2

i) 222 -3 = (v2r +3)(v2x — /3), Losungen = = :l:%

R Losung zu Aufgabe 19 cxautsabe-war-doppelt

R Losung zu Aufgabe 20 cxvinomische-formein-sum-kuerzen

2 2 2
x“—4 _ x°—2xt+t _
a) o —r—2 b) =0T =2 —t
22—2zt+t2 _ (z—t)® _ (t—z)®> _ a®+6at+9t>  __
C) t—x - t—zx - t—ax =t—x d) a+3t =a+3t
e) a®+6at+9t2  __ (a+3t)® _ a+3t £) a?+3t3 . a?433 1
a2—9t2 (at3t)(a—3t)  a-—3at aT6a2t31916  (a2+3t3)2  a2+3t3

‘R‘Lb'sung zu Aufgabe 21 ex-binomische-formeln-zum-wurzeln-aus-nenner-beseitigen

2) S = arAeve = s =2-V3
b) 5= Jhr =% = +V2
c) 5_?/% _ (5_?/(;%222:73/5) _ 1(;;3\2/727 _ 10+_22\/ﬁ _ 710722\/ﬁ — 5 \2T=-5-33

*Lﬁsung zu Aufgabe 22 ex-pascalsches-dreieck
Teilweise Losung: Sie finden das Pascalsche Dreieck zum Beispiel hier: Wikipedia: Pascalsches Dreieck.

R Losung zu Aufgabe 23 cxpascalsches-dreicck-vorwaerts

a) (a+b)* = a* +4a®b + 6a20? + 4ab> + b*

b) (a —b)* = a* — 4ab + 6a%b? — 4ab® + b*

¢) (a+b)*—(a—0b)*=8a’b+ 8ab?

d) 2z +y)* = (22)* + 4(22)3y + 6(27)%y? + 4(22)y® + y* = 162* + 3223y + 242%y? + 8xy® + 4

e) (2z —y)t = (22)* — 4(22)3y + 6(22)%y? — 4(22)y® + y* = 162* — 3223y + 242%y? — 82y + y*

f) (z—1)° =2°+ 52" + 1023 + 102 4 5z + 1

g) (x—2)% =a® +52%-2+102% - 22 + 1022 - 23 + 5z - 2% + 2% = 25 + 102* + 4023 + 8022 + 80z + 32
h) (z— )t =2 — 423 (L) + 622 (%)2 — 4z (%)3 + (%)4 =zt 2%+ 32— o+ o5

) (t+ D) =t"+42+6+4% +

i)+ —t— )t =8t +8-4
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k) (222 +3y%)* = (222)° + 3 (222)° (3¢°) + 3 (222) (35%)” + (3y%)° = 82° + 36%y® + 5da2yS + 27y°

) (2zy—3y)* = 22y)* +4 (22y)” 3y) +6 (22y)” (3y)” +4 (2zy) (3y)° + (3y)* = 162*y* +9623y* + 2162%y* +
216xy* + 243y*

m) (a + )% — (a — b)° = 12a°b + 20a3b> + 12ab°

n) (11 —14)* = (=3)* =3* =81

1 1\4_y3-2N\4_ 14 1 1 1 1 _ 1 _ 1
o) (7_7) _( 6 ) - (T) — 6% T 362 ~ 30+6)2 ~ 900+2-180+36  900+360+36 1296

R Losung zu Aufgabe 24 cxpascalsches-dreieck-rueckwaerts

a) 2 +3s2+3s+1=(s+1)3
b) s —3s2+3s—1=(s—1)3
o) 543t +3t2+1=(t*+1)3
d) s® 4+ 45563 + 6515 + 4527 + 112 = (2 + 13)4

‘R‘Li)'sung zua Aufgabe 25 ex-pascalsches-dreieck-zeilensummen-bzw-alternierend

(a) Die Summe iiber alle Zahlen in der n-ten Zeile ist (1 + 1) = 2". (Man setzt also in die allgemeine Formel
fir (a+b)" eina=1und b=1.)

(b) Die alternierende Summe iiber alle Zahlen in der n-ten Zeile ist (1 — 1)? = 0% = 0. (Man setzt also in die
allgemeine Formel fiir (a + )" ein a =1 und b = —1.)

R Losung zu Aufgabe 26 ex-pascalsches-dreieck-dritte-zeile-als-quader
Men betrachte einen Wiirfel mit Kantenldnge a + b. Von einem Eckpunkt aus «zersdge» man den Wiirfel im
Abstand a dreimal parallel zu den Wiirfelseiten. Dies ergibt 8 Teilquader.

e 1 a-a-a-Quader = Wiirfel

e 3 a-a-b-Quader

e 3 a-b-b-Quader

e 1 b-b-b-Quader = Wiirfel
Das Volumen des grossen Wiirfels ist (a + b)3. Es setzt sich zusammen aus den Volumina der 8 Quader, d.h.

(a+b)* = a® + 3a%b + 3ab® + b*

Wer vierdimensional denken kann, kann analog die Formel (a + b)* erkliren (die Sigeschnitte sind dann drei-
dimensional), und dasselbe geht genauso in héheren Dimensionen.

# Losung zu Aufgabe 27 cxbinomislkoefi-symmetric-summe
(a) Symmetrie:

n n!
():kl(n_k)l beachte k =n — (n — k)

n!

(n—=kK)! - (n—(n—k))!

-(."4)

(b) Summationseigenschaft: Beim Auf-einen-gemeinsamen-Nenner-Bringen verwenden wir (k+1)! = (k+1)-k!
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und (n—k)!l=m—-%k)-(n—k—1).

(Z) * (kil) - k!-(:;!— O (k+1)!-(:!— k+ 1)

n! n!

Tk (n— k)] - (k+1)!-(n—k—1)! Hauptnenner ist (k +1)! - (n — k)!

_onl-(k+1)+n!-(n—Fk)

B (k41! (n— k)

~onl-(k+1+n—k)

T (kD! (n— k)

n!-(n

= (k:Jrl)f(—;l)k)' Beachte n —k=(n+1) — (k+1)

(n+1)!

)
o (k+ 1) ((n+1)
_(n+1
B (k + 1>
(¢c) (i) Die erste Formel folgt daraus, dass jeder Auswahl von k& Objekten aus n Objekten die «komple-
mentédre» Auswahl der verbliebenen n — k Objekte entspricht (und umgekehrt), es also genauso viele
«k aus n Auswahlen» wie «(n — k) aus n Auswahlen» gibt.
(ii) Die zweite Formel folgt sieht man so (am Beispiel (;) + (;) = (i) erklart):
Sind 8 Objekte gegeben, so greift man ein beliebiges davon heraus und nennt es a. Nun teilen sich
die (5) Auswahlen «3 aus 8» in zwei Gruppen:

= (k+1))!

« Diejenigen Auswahlen, die a enthalten: Davon gibt es (;), denn man muss aus den 7 verbliebenen
Objekten 2 auswéahlen.
e Diejenigen Auswahlen, die a nicht enthalten: Davon gibt es (;), denn man muss aus den 7
verbliebenen Objekten 3 auswéhlen.
Daraus folgt (5) = (1) + ().
(d) Eine n-elementige Menge A hat bekanntlich 2" Teilmengen (war ein Satz im Mengenlehre-Skript).
Die Ansammlung/Menge dieser Teilmengen teilt sich in n 4+ 1 Gruppen:
. (g) =1 0-elementige Teilmenge (= die leere Menge)
o (711) = n l-elementige Teilmengen
. (5) = % 2-elementige Teilmengen
. (nﬁl) =n (n — 1)-elementige Teilmengen
¢« (') =1 n-clementige Teilmenge (= die Menge A selbst)

Daraus folgt, dass 2" die Summe aller Binomialkoeffizienten (Z) ist, flir £ = 0 bis n.
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