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Erinnerung: Intervalle

Intervalle sind ,zusammenhédngende* Bereiche auf der reellen Zahlengeraden R. Eckige bzw. runde Klammern
deuten an, ob die jeweiligen Grenzen dazugehdren oder nicht. Hier einige Beispiele zur Erinnerung:

LN {\/5, Tr] = {a: eER| V2 <zx< w} Die Menge aller Zahlen von und mit V2 bis und mit 7
(4,85 ={r eR |4 <x <85} Die Menge aller Zahlen grosser als 4 (ohne die 4) bis und mit 8.5
1 1 . . . 1 1
—4, —5 ) =3%¢€ R|-4<z< — Die Menge aller Zahlen von und mit -4 bis 5 (ohne —7)
0,1)={zeR|0<z<1} Die Menge aller Zahlen zwischen 0 und 1 ohne 0 und ohne 1
(00,513 ={x e R |z <5.13} Die Menge aller Zahlen kleiner oder gleich 5.13
(—2.57,00) = {x e R| —2.57 < z} Die Menge aller Zahlen grosser als —2.57 (ohne —2.57)
=5 -4 -3 -2 -1 2 3 5 6 7 8 9
| | | | | | | | | | [
| | | | | | | | | | >
A 2.57 -3 0 1 V2 T | 5.13 8.5

11  Ungleichungen

—— Definition 11.0.1  Ungleichung, Lésung, Losungsmenge

Eine Ungleichung ist ein Ausdruck aus zwei Termen, zwischen denen ein (Grossen-) Vergleichszeichen steht
oder ein Ungleichzeichen, also eines der folgenden fiinf Zeichen:

«(echt) kleinery; . «(echt) grossery; o« # «ungleichy.

< >
o < «kleiner-gleichy; « > «grosser gleichy;

Merkhilfe: Bei der «Spitze» (= der optisch kleineren Seite) des Zeichens soll der kleinere Wert stehen. Das
Zeichen < ist eine Kombination der beiden Zeichen < und =. Analog ist > kombiniert aus > und =.

Jede Belegung der Variablen, fiir die die Ungleichung wahr wird, heisst Losung der Ungleichung.

Die Menge aller Losungen einer Ungleichung heisst Losungsmenge und wird oft als IL notiert.

R Aufgabe A1 Male einen Zahlenstrahl und markiere dort zwei beliebige Zahlen a und b mit a < b (veispictsweise
die Zahlen a = 2 und b = 3; wenn du diese Zahlen nimmst, sollte der Zahlenstrahl von -10 bis 10 gehen). WWelche der folgenden Ungleichungen
gelten dann?

Empfehlung: Markiere die jeweiligen Zahlen auf dem Zahlenstrahl.
a) 3a < 3b b) —a < —b c) —3a < —3b
d) 4+ <L e) — %= < b =1L f) a+3<b+3
g) a—3<b-3
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—— Merke 11.0.2 Umformen/Lésen von Ungleichungen

Beim Umformen/Lésen von Ungleichungen darf man ohne weitere Vorsichtsmassnahmen
e addieren;
e subtrahieren;
. amit einer positiven Zahl multiplizieren;

. asdurch eine positive Zahl dividieren.

Grund: Diese Operationen entsprechen auf der reellen Zahlengeraden Verschiebungen bzw. Streckungen mit positivem Strekfaktor. Solche Abbildungen

sind «ordnungserhaltend»: Fiir je zwei Zahlen/Punkte auf dem Zahlenstrahl gilt: Der vorher kleinere Punkt ist auch nachher kleiner.

/\ Beim Multiplizieren mit einer und beim Dividieren durch eine

snegative Zahl muss das Vergleichszeichen umgedreht werden:
e < wird zu > und umgekehrt;
o < wird zu > und umgekehrt.

Grund: Diese Operationen entsprechen auf der reellen Zahlengeraden Streckungen mit negativem Strekfaktor (Beispiel: Multiplikation mit —1 ist die
Spiegelung am Nullpunkt des Zahlenstrahls). Solche Abbildungen sind «ordnungsumkehrend»: Fiir je zwei Zahlen/Punkte auf dem Zahlenstrahl gilt: Der

vorher kleinere Punkt ist nachher grésser und umgekehrt.
Alle in dieser Merkebox genannten Umformungen sind Aquivalenzumformungen (denn sie kénnen leicht
riickgéngig gemacht werden).

R Aufgabe A2 Losen Sie die folgenden Ungleichungen. Geben Sie die Losungsmenge jeweils als Intervall
an.

Hinweis: Es handelt sich um «lineare» Ungleichungen. Beim Losen geht man genauso vor wie beim Losen
von linearen Gleichungen.

a) 2x —4>2 b) 3z +8 <2 c) bx+2<3z d) 2z —-3>z+1

x Aufgabe A3 Lésen Sie die folgenden Ungleichungen und geben Sie die Losungsmenge jeweils als Intervall
an. Uberpriifen Sie Ihre Resultate durch Einsetzen einiger Zahlen der Losungsmenge.

a) —bx >5 b) —35- <6 c) —x <2

R Aufgabe A4 Losen Sie die folgende Ungleichung auf zwei Arten: Einmal nur mit Addition und Subtrak-
tion, einmal nur mit Multiplikation.
—x >4

11.1 Etwas kompliziertere Ungleichungen
Beispiel 11.1.1. Zu losen ist die folgende Ungleichung («Bruch-Ungleichungy).

rz+3

<2 awill gerne - (z —1)

Definitionsmenge (= Grundmenge) der Ungleichung (welche reellen Zahlen darf man fiir « einsetzen?):

aG={zeR|jz-1#0}={xeR|z#1} =R\ {1}

Beachte: Der Faktor o — 1 ist nicht Null.
Er kann aber positiv oder negativ sein.

Ist er negativ, muss man das Vergleichszeichen umdrehen!
Es miissen also zwei Falle unterschieden werden:
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Fall 1, (z— 1) >0, dh. [z > 1]& Fall 2, (z — 1) <0, dh. [z < 1]&
r+3<2x—-1) r+3>2x—1)
r+3<2r—2 | — 2z +2 r+3>2x—2 | —z+2

hb<uz und x > 1 5> und x < 1
]Ll = [5,00) LQZ (—OO,l)

uBeachte: Rechmuns rechts bis auf Versleichszeicnen dieselbe wie ke, Zi1SAINMeNgefasst: Die Losungsmenge ist

L:LQUle(—OO,l)U[F),OO)

R Aufgabe A5 Losen Sie die folgenden Ungleichungen nach = auf. Bestimmen Sie dabei zuerst die Defini-
tionsmenge.

20 — 3 x + 2 2 —3r—1
> 9 b 5 ST > e 2
) 3,2 2 ) 3712 ) —%31  2°
d) T T s

rz+1 rx—1 —

Empfohlener Losungsweg: Vier Félle betrachten: « + 1 positiv/negativ und « — 1 positiv/negativ.

Einer dieser Fille tritt nie ein, es sind also nur drei Félle zu betrachten. Welche?

Vorzeichen von Produkten und Quotienten

Beispiel 11.1.2. Zu lésen ist die folgende Ungleichung.

—4)(4 —
(c-H@-20)
z—1
Man kann diese Ungleichung auch wie folgt schreiben.
(x —4) (4 —2x) ! <0
z—1

erster Faktor zweiter Faktor .
dritter Faktor

Wir untersuchen die Faktoren einzeln auf Positivitat.
o erster Faktor: X — 4 >0 <— x >4
e zweiter Faktor:ad — 20 >0 <= 4> 20 <= 2> 0 < <2

. dritterFaktor:%xﬁ>O <— r—1>0 << z>1

Verwende Pluszeichen statt der Punkte! Bei (z — 1) dazu «bzw. —1r»
1 2 4
(z —4)
(4 —2z)
(@—1)
Resultat
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Wir lesen nun die Intervalle ab, wo das Vorzeichen des Produkts negativ ist und erhalten &

L = (1,2) U (4, 00)

—— Merke 11.1.3  Ungleichungen der Form «Produkt Vergleichszeichen 0»

Hat eine Ungleichung die Form
«Produkt Vergleichszeichen 0» z. B. «Produkt < 0»

so reicht es, die Vorzeichen der Faktoren zu untersuchen (wie im soeben behandelten Beispiel 11.1.2).
Genau dann, wenn eine ungerade Anzahl der Faktoren negativ ist, ist auch das Produkt negativ.

Bei der Angabe der Losungsmenge:
o Die Zahlen, bei denen der Nenner Null ist, sind bei der Losungsmenge stets wegzulassen (da Division
durch Null nicht definiert ist), d.h. runde Klammer als Intervallbegrenzungssymbol verwenden.
o Alle anderen Zahlen, bei denen ein Faktor Null ist, (= Nullstellen der Faktoren) sind genau dann
in der Losungsmenge (d.h. eckige Klammer als Intervallbegrenzungssymbol verwenden), wenn das
urspriingliche Vergleichszeichen < oder > ist.

R Aufgabe A6 Geben Sie die Losungsmenge fiir die Ungleichung W

wenn das Vergleichszeichen gedndert wird

< 0 aus Beispiel 11.1.2 an,

a) zu < b) zu > c) zu >

R Aufgabe A7 Geben Sie die Losungsmengen fiir die folgenden Beispiele an.

Hinweis fiir die ersten beiden Teilaufgaben: Bringen Sie alles auf eine Seite (d.h. formen Sie so um, dass auf
einer Seite Null steht).

a) 2% >1 b) 2% <1 c) 2°>0 d) 26 <0
R Aufgabe A8 Losen Sie die folgenden Ungleichungen. Wenn nétig, bringen Sie zuerst alles auf eine Seite,
fassen Sie auf einem Bruchstrich zusammen und faktorisieren Sie. mventuell vorher ctwas Rechnen mit Polynombriichen ben.

(2t —4) 23 — 622 + 9z
>0 b) ——— <0
2) B-—z)(a?2+1) — ) z2 -1 -
x4+ 8 T 1 4x — 3
— <0 d >
9 Zre T2 ) 252 7 he+s

R Aufgabe A9 Losen Sie die Ungleichungen in Aufgabe A5, indem Sie die Ungleichungen auf die Form
«Bruch < 0» oder «Bruch < 0» bringen.
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11.2 Faktorisieren (Wiederholung)

11.2.1. Oft ist es niitzlich, quadratische Polynome faktorisieren zu kénnen. Wir beschrinken uns hier auf
normierte quadratische Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten, also auf Polynome der Form

2?4 ar+b mit a,b € Z.
Ziel ist es, eine Faktorisierung zu finden, falls diese existiert:
P +ar+v = (z+c)(z+d) mitec, d€Z

R Aufgabe A10  Multiplizieren Sie das Produkt (x + ¢)(x + d) aus und vergleichen Sie es mit dem quadra-
tischen Polynom 2 + ax + b. Wie hingen a und b von ¢ und d ab?

Merke 11.2.2  Ganzzahliges Faktorisieren

Ist ein quadratisches Polynom der Form x? + ax + b zu faktorisieren (mit a,b € Z), so sucht man zwei ganze
Zahlen so, dass

adas Produkt der Zahlen gleich b und die Summe gleich a ist.

® Aufgabe All Faktorisieren Sie:

a) a2+ 18z + 72 b) x? 4+ 24x + 135 c) x%+27x + 180
d) 2? 4+ 22z + 120 e) 2+ 172 + 72 f) z? + 16z 4 60

R Aufgabe A12 Faktorisieren Sie:

a) x? — 64 b) 2% +x — 72 c) 2% —20x + 96
d) 22 — 17z + 72 e) x? —23x + 120 f) x? —7x—120
g) 2% — 18z + 80 h) 2% — 52 — 150

R Aufgabe A13 Faktorisieren Sie:

a) —3z%y3 — 5lay® — 216y3 b) —bswz? — 105w3x — 450w3 c) —2nx? + 2nx + 180n
d) —7ax? + 42ax + 945a e) —2cx? — 8cx + 192¢ f) —7e2x? + 140e2z — 6722
g) —2bz? + 2000 h) —5f22% — 105 f2x — 450 f2 i) —3a3z? + 27a3x + 270a3

11.3 Definitionsmenge eines Terms

—— Definition 11.3.1 Definitionsmenge = Definitionsbereich

Zu jedem Term in einer Variablen (meist x) gehort eine (maximale) Definitionsmenge (auch Definiti-
onsbereich genannt). Sie besteht aus allen reellen Zahlen, die fiir die Variable eingesetzt werden diirfen.
Sie wird meist als D notiert.

Die Definitionsmenge eines Terms kann wie folgt beschrieben werden: zumindest bei den uns bisher bekannten Termen
D ER| alle Ausdriicke unter Wurzeln miissen > 0 sein und
=<z .. . . .
alle Ausdriicke unter Bruchstrichen miissen # 0 sein

Man spricht auch bei Funktionen, Gleichungen und Ungleichungen von der Definitionsmenge. Gemeint ist
damit der Schnitt der Definitionsmengen aller beteiligten Terme.
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Beispiele 11.3.2.

(a) =2 Es darf nicht z = 0 gelten («schlechte z-Werte» ), d.h. der Definitionsbereich ist D = R\ {0} = R*.
Erinnerung: Das Zeichen \ bedeutet «ohne». Links und rechts davon muss eine Menge stehen.

(b) gii Wann ist 3 + z = 0?7 Genau dann, wenn z = —3. Also D = R\ {-3}.

(c) —b= Wann ist 22—z = 0? Genau dann, wenn z(z—1) = 0, also z = 0 oder z = 1. Also D = R\ {0, 1}.

(d) V3—= Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen muss > 0 sein, d.h. es muss 3 — x > 0 gelten. Dies
ist genau dann der Fall, wenn 3 > z, also D = (—o0, 3.
Alternativ kann man auch zuerst die «schlechten x-Werte» beschreiben. Dies sind diejenigen
x, fur die 3—x < 0 gilt, d.h. 3 < z. Die Menge der schlechten z-Werte ist also (3, 00). Die Definitionsmenge
(= Menge der «guten z-Wertey) ist das Komplement davon, also D =R\ (3, 00) = (—o0, 3].

(e) V3+a+ =2 Die Definitionsmenge von /3 + x ist D = [—3,00) (warum?), die Definitionsmenge
von —°— ist Dy = R\ {7}. Damit der gesamte Term definiert ist, muss  sowohl in D als auch in D,

liegen, d.h. die Definitionsmenge ist der Schnitt D =Dy N Dy = [-3,00) \ {7}.

11.3.3. V3 + 2+ 751 Gemaiss der Beschreibung der Definitionsmenge in Definition 11.3.1 hat dieser Term

die Definitionsmenge
D={xeR|3+2>0und 7—z # 0}

Dies ist zwar richtig, jedoch ist diese Menge in Aufgaben «moglichst einfach» zu beschreiben («zu vereinfacheny),
indem man die Ungleichungen vereinfacht. Man erhélt dann D = [—3,00) \ {7} (siehe Beispiel (e) oben).

R Aufgabe A14 Bestimmen Sie jeweils den Definitionsbereich = die Definitionsmenge = die Grundmenge.

Hinweis: Wann ist der Nenner Null? Faktorzerlegung des Nenners finden und nutzen.

2 +7 r+5 x? -1 a*+a®+1
a) ————— b) ———— c) —/——— d) —————
3z — 422 2 — 36 22 —2—6 a3 + 2a? — 35a
1 1 3
_ f) ——— /10 h 10 10 —
) 2+ 3 ) 2 -3 8) Tt -3 ) VIOt .

R Aufgabe Al5 Finde jeweils einen Polyombruch (oberhalb und unterhalb des Bruchstrichs soll ein Poly-
nom stehen) mit dem angegebenen Definitionsbereich.

a) D=R\{-2,1} b) D=R\{0,—-3} c) D=R d X D=9
Finde nun einen Term mit dem angegebenen Definitionsbereich.

a) X D=(0,1] b) X D= (—o0,—1]U]Jl,00)

12 Rechnen mit Bruchtermen

Merke 12.0.1 Bruchterm

Das Wort Bruchterm ist nicht ganz streng definiert. Meist ist ein Term gemeint, in dem mindestens ein
Bruchstrich (= eine Division) vorkommt und eine Variable unter dem Bruchstrich (= im Nenner) auftaucht.

12.1 Kiirzen und Erweitern von Bruchtermen

17 17 17
Beispiel 12.1.1. Kiirzen: T x =
2 —zx x(zx—1) x—1

17 17 17
Erweitern (= Kiirzen ,andersherum gelesen): = ro_ i
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— Merke 12.1.2

P-R P
Kirzen (bzw. Erweitern) von Briichen: = —

Q-rR Q
In Worten: Taucht derselbe Term (in der obigen Formel R) sowohl im Z#hler als auch im Nenner eines
Bruchs als Faktor auf, so darf dieser Term ,weggekiirzt“ werden.

Wenn man einen Bruch kiirzen méochte, sollte man also zunéchst versuchen, Zéhler und Nenner als Produkt
von Faktoren zu schreiben. Taucht dabei ein Faktor sowohl oberhalb als auch unterhalb des Bruchstrichs
auf, kann man ihn wegkiirzen. Beachten Sie, dass die Faktoren beliebig kompliziert sein diirfen.

—— Beliebte Fehler

In Priifungen zeigt sich eine erstaunliche Kreativitat beim Kiirzen. Beispielsweise findet man Behauptungen
wie:
3+ 3+ 1 .
T = =3 Gegenbeispiel:
3+ 3+ T
BT AT BT db T 7

= = Korrekt: = - l T a

x3 2 7 x3 3 * 3 * 3
2247 AT T 247 27T 17
5 BT 3 P S T 5 3 T 5

i
(2+x)2+7_w+7:7 (2+:U)2+ 7 s 7
(24 x)? (24T)* R4 (2422 (24 x)?

3245  3°+5 5

T+322  T+37% 7

30% 4520 328+ 52 34 528 323 + 528 3aP . 528 3 L5
— == Korrekt: — — — —X
223 225 2 223 223 223 2 2
links vertikale Klammer um obige Bsp.: «Kiirzen aus Summen, machen nur die Dummen»
Korrektes Kiirzen (exst dasselbe oben und unten susklammern, 5o dass ...

32° +52°  2%(3+52%)  3+52°
504 AB.5x  bw

dasselbe in einem Schritt (aber mur, wenn man weiss, was man tut:
3a% 4+ 5% 328 + 5af3 34527
St N 5aA Y

... oben und unten Produkt, dann gemeinsame Faktoren streichen)

gesamten Zahler und Nenner durch z° teilen! so darf man aus Summen kiirzen

® Aufgabe A16 Kiirzen Sie soweit wie moglich, indem Sie gemeinsame Faktoren in Zahler und Nenner
suchen, diese Ausklammern und Wegkiirzen!

az + bz a+b+y’ b—a

2) cz b) Yy +b+a ) a—"b
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—a—>5 2 —y 622 + 62
d) — fy ———
) a+b ) y — 2 ) —3x — 322
3x? — 33 3 + 222 v3 =302 +3v -1
O T Or h :
&) x(z?2 —1) ) x? —4 i 203 —v2 -1

12.2 Addition und Subtraktion von Briichen

Merke 12.2.1

Vor der Addition (oder Subtraktion) von zwei Briichen, miissen die Briiche erst gleichnamig gemacht
werden, indem man sie erweitert. Gleichnamige Briiche werden addiert, indem man die Zéhler addiert.

R Aufgabe A17 Falls moglich, faktorisieren Sie erst die Nenner! Machen Sie dann gleichnamig, fassen Sie
zusammen, faktorisieren Sie und kiirzen Sie, falls moglich.

T4y T—y 4 z—9 n 2n+1 n? +5n
a’) - b) P} C) - P}
T—Yy z+y z—1 z4—1 n+1 n—1 n®—1
a b b—c a—b a® 4 c? 3s 2 s+4
d) + e) - ) -t
a? — b2 (a —b)? a?+ac ac+c?  alc+ac? (s —2)2 s 2s — s?

12.3 Multiplikation und Division von Briichen

Merke 12.3.1

Bruch mal Bruch, wie macht’s der Kenner? Zahler mal Z&hler, Nenner mal Nenner.

P R _ PR
Q S Q-S
Durch einen Bruch dividiert man, indem man mit seinem Kehrwert multipliziert.
G _P S _PS
% Q R Q R
P
In Schulbiichern steht oft % : % statt —%—. Diese Doppelpunkt-Notation ist selten niitzlich und ich

S
empfehle stark, sie zu vermeiden (ausser beim Umformen von Gleichungen, da darf man | : 5 oder Ahnliches schreiben).

R Aufgabe A18

Hinweis: Es ist oft besser, erst die Summe oder Differenz als einen Bruch zu schreiben, bevor multipliziert
wird (anstatt auszumultiplizieren).
> 2

u? —v? U v
_l’_
u? 4 v? u+v U —v

Vereinfachen Sie soweit wie moglich.

a)

1 1
b _
) (rs r—+s

) % — % d) 1 - %
¢ - n?
4+ < 1+-L
) a?+2+ % f 1 n(n+1) N (n+1)(n+2)
e .
a? — - n2+4+2n+1 2 2
2 —2n ’I’L2
| 3n (n+17)l+21 (n*44) | 19 9 1 n2
& n?+4 n+1 n?+n
20. Mai 2024 8 https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

::: Mathematik 1gNP
Funktionen — : @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

12.4 Aufgaben, die durch echte Mathematik motiviert sind

K Aufgabe A19 Vereinfachen Sie jeweils die angegebenen Terme: (Bitte an das Pascalsche Dreieck/den
binomischen Lehrsatz denken: (a +b)" =....)

(a)
(x + h)? — 22
h
(b)
(x+h)® — 23

z+h @
h

Bemerkung: Die korrekten Resultate liefern sofort die Ableitungen der Funktionen z2, 23, 2% und 271 = i

—— Merke 12.4.1  Gleichheit zweier Terme zeigen

Wenn man zeigen mochte, dass zwei Terme gleich sind, gibt es im Wesentlichen zwei Moglichkeiten:
e Beide Terme so lange umformen, bis man dasselbe herausbekommt.
Es ist meist viel einfacher, von beiden Seiten her zu arbeiten, als nur einen der beiden Terme in den anderen umzuformen.
?
e Die gesuchte Gleichheit mit einem Fragezeichen versehen, d.h. als = schreiben. Dann so lange
Aquivalenzumformungen durchfithren, bis eine offensichtich wahre Gleichheit dasteht. Ist dieses Ziel
erreicht, sind alle «Fragezeichen-Gleichheiten» ebenfalls korrekt.

R Aufgabe A20 Hoffentlich wissen Sie noch, was ein Binomialkoeffizient ist. Die folgenden Binomialkoef-
fizienten bendtigen Sie in dieser Aufgabe.

(-2 () - 2o
(g) BLUED (EL RS @ _ 2= o= 23—

Zeigen Sie jeweils die angegebenen Behauptungen:

(a) (Beide Seiten sind Formeln fiir die Summe der Zahlen von 1 bis n (Gaufische Summenformel).

() ()-=5

(b) (Beide Seiten sind Formeln fiir die Summe der Quadratzahlen von 1 bis n2.)

(711>+3<Z)+2(§> _ n~(n+16)(2n+1)

(¢) Fiir diejenigen mit geniigend Ausdauer (die man als ernsthafter Mathematiker braucht): (seide seiten sina

Formeln fir die Summe der Kubikzahlen von 1 bis 713.)

() () () () =52
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R Aufgabe A21
(a)
n-(n+1)
—
(b)
n-(n+1)(2n+1)
6

(c) Fiir diejenigen mit geniigend Ausdauer (die man als

+(n+1)

n?-(n+1)>2

1 +(n+1)

+(n+1)=

Zeigen Sie jeweils die angegebenen Behauptungen:

(n+1)-(n+2)
2

s (n+1)-(n+2)(2n+3)
B 6
ernsthafter Mathematiker braucht):

s (412 (n+2)
4

Bemerkung: Diese Gleichheiten zeigt man beim induktiven Beweis der Formeln fiir die Summe der ersten n

Zahlen/Quadratzahlen/Kubikzahlen.

12.5 Weitere Aufgaben

R Aufgabe A22

Der Kilopreis (= Kilogrammpreis = Preis pro Kilogramm) von Kaffeesorte A ist 2 Franken

hoher als derjenige von Sorte B. Von Sorte B erhélt man fiir 160 Franken acht Kilogramm mehr als von Sorte
A fur 120 Franken. Berechnen Sie den Kilopreis von Sorte A.

R Aufgabe A23

Falls ein Fehler vorhanden ist, erkliren und korrigieren Sie diesen. Wenn kein Fehler

vorhanden ist, erkliaren Sie, wie man das einfacher machen konnte.

a) 2. ab B 2ab
a? — b2 2a2 — 2b2
b) b a bla—b) ala+b)
a+b a-—1> a? —b? a? — b2
bla—0b) ala+0b) b(a —b)-ala+Db)
c) 2 —b2  a2_p a2 _ b2
a® + ab ab — b? a? + ab — ab — b? a? — b?
d) a2 —02  aZ—b a? — b2 T2 =1
e) a—b b2 — ab _ a—b b% — ab B 1 ) b2 — ab
a?—ab = a-b a?—ab = a—b a? —ab ’ 1
1 b? —ab 1 9
f a? — ab 1 T2 _ab — b —ab
a+b a—b 5 a>  (a+D)? (a — b)? 2(a? — b?) a®
g) a—b at+b = a2—1? a? — b2 a2 —b>  a2—b  a2—b2
(a+b)2+ (a —b)? —2(a? — b?) a?
a2 _ b2 a2 — b2
h) a _ a _ 1
a* + bt a(ad + b*) a3 + bt
i (a+b)t+ab  (at+bj+ab  ab _
(a+b)—ab (a4t —adb —ab
) dz—5 5
T_I_FF |- 6
dr—5=x+5
k) 4o + 7 _ 4+ 5z |—dp—4
6 6
3 p—
6 6
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12.6 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:
R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvor-
bereitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

#¥ Diese Aufgaben sind wichtig, um das Verstéindnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und/oder die Theorie in einen
grosseren Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe A1l cxmotivation-ungleichungen-umformen

R Losung zu Aufgabe A2 ccungieichungen-einfacher-cinstios

a) b)

20 —4>2 | +4 3r+8<2 | —8
2z > 6 |:2 3z < —6 |:3
>3 T < =2

Die Losungsmenge ist L = (3, 00). Die Losungsmenge ist L = (—oo, —2).
c) d)
Sz +2 < 3z | —3x—2 2r—3>zx+1 |—x+3
20 < —2 |:2 >4
r<—1

Die Losungsmenge ist L = [4, 00).

Die Losungsmenge ist L = (—o0, —1].

R Losung zu Aufgabe A3 ccungieichungen-autgepasst

a) b) c)
-5z > 5 |: =5 VAN _ig_gg |- —2 A —r <2 |- (—1) A
r<—1 2x > 19 T > -2
L = (—o0,—1) L_ 112, 00) L = (-2,00)

R‘Lﬁsung zu Aufgabe A4 cxungicichung-addition-oder-multiplikation
(1) Addition von x — 4 auf beiden Seiten liefert —4 > x. (2) Multiplikation mit (—1) liefert x < —4 (Achtung,
Vergleichszeichen dreht sich, vergleiche nachfolgende Merkebox). Beide Losungswege fithren also zum selben
Ergebnis, die Losungsmenge ist L = (—oo, —4).

‘R‘Lb'sung zu Aufgabe A5 ex-ungleichungen-mit-bruechen-und-diskussion

20. Mai 2024 10-i https://fginfo.ksbg.ch
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a) Definitionsmenge = Grundmenge = G ={z € R|3z -2 #0} =R\ {3}

2z —3
>2 -3z —2 A
3r—2 — -3z —2)
_ 2
Fall 1 (32— 2) > 0, dh.[2 > 2 Fall 2 (3x —2) <0, dh. |z < 5
2z — 3> 2(3x — 2) 2 -3 <203 -2)
_3< _ _
% —3> 6z —4 |~ 2z +4 20 -3 < 6r—4 | =2z +4
1> 4o 4 1<4zx |:4
1 i< d <3
— >z und x > — 4 =7 e 3
4 3
Li=9 Lo = 12
1= 2 — 47 3
Beide Fille zusammengefasst: L = [%, %)
b) Definitionsmenge = Grundmenge = G = {z € R|3+ 4z #0} =R\ {2}
T+ 2
——— <5 (344 A
3+4x |- (3 +42)
Fall 1 (3+4z)>0,dh. |z > -2 Fall 2 (3+4z) <0, dh. |z < -3
x4+ 2 < 5(3+ 4x) x+2>5(3+4x)
x+2 <154 20z | —x—15 x+2>154 20z | —x—15
—-13 < 192z |:19 —13 > 19z |:19
—£<x undar;>—i —£>ac undx<—i
19 4 19 4
13 3
L = _— ]L = — S
= (35) o= ()
Beide Fille zusammengefasst: L = (—oo, —%) U (—%7 oo)
c¢) Definitionsmenge = Grundmenge = G={z € R |2z +1# 0} =R\ {-1}
2
-3z -1
%meg | (z+1) A
z+1
Fa111x+1>0,d.h. Fall2x+1<0,d.h.
2
_ 1> _
e-dw-lzle-derl) 2? — 3¢ —1< (z—2)(z+1)
_ 1> o _
T 3xr—1>2°—xz—2 | — 2%+ 3z +2 W 3w 1<a® g2 |—x2—|—3m—|—2
11223} |:2 1 <92 2
> — 1
9 =% und 2> —1 7§x und z < —1
1
]Ll - (-17 2:| LQ =
Beide Félle zusammengefasst: L = (717 %]

20. Mai 2024
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d) Definitionsmenge = Grundmenge = G={z €R|z+1#0und z —1#0} =R\ {-1,1}
Erster Losungsweg (noch aufzuschreiben): Zu unterscheiden sind die folgenden Fiélle:
e Falll,z4+1<0undz—1<0,alsoxr<—-lundz<1,d h z<—1.
Multiplikation mit der positiven Zahl (x + 1) - (x — 1) liefert ...
e Fall2, z4+1>0und z—1<0,also -1 <z <1.
Multiplikation mit der negativen Zahl (x + 1) - (z — 1) liefert ...
e Fall3, 24+ 1<O0Ound z—1>0, also z < —1 und = > 1, Fall tritt nie ein!
e Fall4, 2 4+1>0undz—1>0,alsox>—-1undz>1,d. h. z > 1.
Multiplikation mit der positiven Zahl (x + 1) - (x — 1) liefert ...
Alternativer zweiter Losungsweg:

T n T -
z+1 r—1 —
x(x—1)+x(x+1)>2
2 —1 -
2 2
x rx+ax°+x > 9
2 -1 -
22
>0 22
xz?—1
‘TQ > 2 A
x2—1*1 |- (z© —1)

Fall 1 22 — 1 > 0, dh. 22 > 1, dh

' Fall 222 - 1<0,dh |-l <z <]
r < —loderz>1

2 02 2
$2ZI2—1 |—£172 r ST 1 | x
0> -1 0<-1

Ly = &

L; =(—00,—1) U (1,00)
Beide Falle zusammengefasst: L = (—oo, —1) U (1, 00)

> T o2
R Losung zu Aufgabe A6 ecx-ungieichungen-beispiel-andere-vergleichszeichen

a) L=(1,2] U [4,00) b) L =(—00,1) U [2,4] ¢) L=(-00,1) U (2,4)

R Losung zu Aufgabe A7 ex-ungleichungen-quadrat-groesser-bzw-kleiner-eins
Wir argumentieren verbal. Wer mag, kann auch mit einer Zeichnung dhnlich wie im Beispiel argumentieren.

a)

2% > 1 | -1
z2—-1>0
(z—1)(z+1)>0

Damit dies gilt, miissen beide Faktoren entweder positiv oder negativ sein:

o Beide positiv bedeutet x —1 >0und  +1 >0, alsox > 1 und z > —1, also x > 1.

¢ Beide negativ bedeutet t — 1 <0 und x4+ 1 < 0, also £ < 1 und x < —1, also z < —1.
Insgesamt ist die Losungsmenge also (—oo, —1) U (1, 00).

b) 2% < 1 ist dhnlich wie oben zu (x — 1)(z + 1) < 0 dquivalent. Damit dies gilt, muss genau einer der beiden
Faktoren negativ sein und der andere muss positiv sein:
o Erster Faktor positiv und zweiter Faktor negativ bedeutet + —1 > 0 und x +1 < 0, also > 1 und
x < —1, also keine Losung (leere Losungsmenge).
o Erster Faktor negativ und zweiter Faktor positiv bedeutet + —1 < 0 und x +1 > 0, also z < 1 und
x> —1,also —1 < z < 1 (Lésungsmenge (—1,1)).
Insgesamt ist die Losungsmenge (—1,1).

20. Mai 2024 10-iii https://fginfo.ksbg.ch
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¢) Wir unterscheiden drei Fille:

e 1. Fall, x < 0: Dann ist ° = z -z - ¢ - - « negativ als Produkt von fiinf negativen Zahlen.

e 2. Fall, z = 0: Dann 2° = 0.

e 3.Fall, 2 > 0: Dann ist 2° =z - - x - x - = positiv.

Losungsmenge: (0, 00).

d) Fir alle € R gilt 28 = 22 .22 .22 > 0, denn 22 ist stets > 0. Dies bedeutet, dass die erwiinschte
Ungleichung 2% < 0 nur dann gilt, wenn 2% = 0 gilt. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn z = 0 gilt
(denn ein Produkt ist dann und nur dann Null, wenn jeder der Faktoren Null ist).

Losungsmenge: {0}.

R Losung zu Aufgabe A8 cxungicichungen-vorseichen

Achtung: In den Diagrammen gil: Im «gepunkteter Bereich» ist die Variable positiv, im «gestrichelten Bereich»

negativ.

a)

(z* —4)
Goo@+1) ="
(2% +2)(2? — 2)
Goo@+1) ="
@4+ VD VD)
B3—x)(z2+1) =

(22 + 2) und (22 + 1) sind immer positiv (weil
22 immer positiv oder Null ist) und kénnen daher

ignoriert werden.

L= (—OO, _\/5] U [ﬂv 3)
x = 3 ist nicht Teil der Losungsmenge, weil (z —3)
im Nenner vorkommt.

3 — 622 + 9z
B e
2 —1 <0
x(x — 3)2 0
(z+1)(z-1) —

(x — 3)? ist zwar nie negativ wird aber 0 (fiir z =
3).

-1 0 1 3

T T
(x—3)2 ...... T [
(.’[-l—l) I S Y
(x_l) T
Resultat — — 9 - P

L= (-oc0,—1) U [0,1) U {3}

x = 3 ist Teil der Losungsmenge weil (x —3)3 dort
0 ist. Anstatt {3} konnte auch [3,3] geschrieben
werden.
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c) d)
T+ 8 T 1 dr — 3 dxr — 3
— <0 _
z+6 + 2 T+2 or + 3 | 5T + 3
1 4xr —3
2(x +8) z(x +6) <0 o -0
2(x+6)  2(z+6) r+2  bz+3
2z + 16 2 + 6z 0 5z +3 _ (z+2)(4x - 3) =0
20+6)  2@+6) (x+2)(5z+3)  (z+2)(5z+3)
2(z +6) < (z+2)(52 +3)
22+ 8z + 16 5r +3 —42% — 51+ 6 >0
2w+6) (z+2)(5z + 3)
2
4)2 —4x*+9
Lty 1263 "
2(z +6) z z
(34 22)(3 — 2x) 50
(x+2)(bx + 3)
(x + 4)? ist nie negativ, es reicht also (z + 6) zu
betrachten. —2-3 -3 3
L = (—o0, —6) (3 + 2x) B L I A
(3—2z) L
(x + 2) —_— @
(51‘—1—3) e T P
Resultat e ZE el B -- -
L=(2-4) U (-.3)
R Losung zu Aufgabe A9 cx-149-onne-diskussion
a) b)
22 —3 T+ 2
—_—>2 -2 — <5 -5
3r—2 | 3+ 4x |
2r -3 x+2—5(3+4x)
— —22>0 0
3x — 2 3+ 4x <
2z —3 2(3x —2) —19z — 13
_ > o Y
3xr — 2 3x — 2 20 3+ 4x <0
2 — 3 — (6 — 4) >0 1 s
3z — 2 - 13 4
—dr +1 0 (719m — 13) Y
3x — 2 - (3 + 4:1;) ........................... -
1 2 Resultat . - =
i 1 Und damit ist L = (—ﬁ oo)
(-4 +1) e - - 19 2
(32 —2) e Dl
Resultat _— —_—
Und damit ist L. = [%, %)
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c) d)
R | x T S9 |9
—Q31 2¢2 [-@-2 cr1 T 22
2?2 =3z —1 (41 (x—2) -0 -1 +z@+1)—2@+1)(z—-1) >0
z+1 z+1 = (x+1)(z—1)
2 2 2 _ 2 —(2 2_2
22 =3 —1— (22 -2 —2) -0 et —ztattr— (2 ) >0
. > @+ D@ —1)
—2r+1 2
—F— >0 >0
r+1 = (x+1)(z—1)
: . i
(—2z+1) --------==—=—-——- : (z+1) ¢ ———m—m———————— -—-
($+1) ________________ (xf]_) ........................... _
Resultat — =9 - - Resultat - ¢ ---------—--—-—
Und damit ist L = (-1, 5] Und damit ist L = (—oco0,—1) U (1,00)

*Lﬁsung zZzu Aufgabe A]_O ex-produkt-linearer-terme

Es gilt (x4 ¢)(x +d) = 2% + cx + dx + cd = 2% + (¢ + d)x + cd Wenn dies mit 22 + ax + b {ibereinstimmen soll,
so miissen ¢ = ¢+ d und b = cd gelten (Koeffizientenvergleich).

R Losung zu Aufgabe A1l cxfactorisieren-nur-positiv

a) (x+12)- (z+6) b) (z+9) - (xz+ 15)
d) (x+10)- (z+12) e) (x+9) - (x+8)
R Losung zu Aufgabe A12 ciactorisieren-auch-negativ

a) (x—8)-(x+38)

d) (x—8)-(x—9)
g) (z—8)(z—10)

b) (z —8)-(z+9)
e) (x—15) - (x—8)

R Losung zu Aufgabe A13 ccfaktorisicren-zusatataktor

a) —3y3 (22 + 1724+ 72) = =3y* (x +9) - (z + 8)
b) —5w? (22 + 21z + 90) = —5w? (z 4 6) - (z + 15)
¢) —2n (22 —2—90) = —2n(z — 10) - (z +9)
d) —7a(2* — 62 —135) = —Ta(z +9) - (z — 15)
e) —2c(z?+ 4z —96) = —2c(z+12) - (z — 8)
f) —7e? (22 — 20z + 96) = —Te? (z — 12) - (z — 8)
g) —2b(z? —100) = —2b (x + 10) - (z — 10)

h) —5f2 (22 + 212 + 90) = —5f% (z + 15) - (z + 6)
i) —3a® (2% — 92— 90) = —3a® (z — 15) - (z + 6)

*Lﬁsung zu Aufgabe A14 ex-polynombruch-definitionsbereich

h) (z —15) - (z + 10)

c) (z+12)- (xz+15)
f) (x+10)- (x +6)

¢) (x—8)-(x—12)
f) (x—15)-(z+38)

a) Nenner Nullsetzen: 0 = 3z — 42 = x(3 —4x). Aquivalent nach Produkt-Null-Regel: # = 0 oder 3 — 4z = 0,

d.h.x:Ooderx:%.
Also D =R\ {0, 2 }.
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b) Der Nenner 22 — 36 = (z+6)(x — 6) hat (nach der Produkt-Null-Regel) die Nullstellen x = —6 und x = 6,
also D =R\ {-6,6}.
|
22 _ o _
—2 und 3, also D =R\ {-2,3}.
d) Faktorzerlegung des Nenners: a® + 2a? — 35a = a(a® + 2a — 35) = a(a —5)(a+ 7). Also D = R\ {-7,0,5}.
1
2 +3
Schlecht ist 22 +3 = 0, d.h. 22 =
positiv oder Null sind. Also D = R.
b
z2 -3
Schlecht ist 22 —3 =0, d.h. 22 = 3, d.h. 2 = £V4. Also D = R\ {—V/3, +/3}
3
g) V1I0+z+ p—
Es miissen sowohl 10 +x > 0 gelten als auch x —3 # 0, d.h. > —10 und « # 3. Also D = [-10, c0) \ {3}.
h) V10 + 2+ V10 — =
Es miissen sowohl 10 + = > 0 gelten als auch 10 — x > 0, d.h. > —10 und 10 > z. Also D = [-10, 10].

5 Faktorzerlegung des Nenners: 22 —z —6 = (2 +2)(z — 3). Also hat der Nenner die Nullstellen

—3. Dies ist aber niemals der Fall, da Quadrate reeller Zahlen stets

R Losung zu Aufgabe A15 cx-polynombruch-finde-polynombruch
Statt 1 tun es auch andere Zahler.

a) Wl(m_l) b) % c) % d) Es gibt keinen solchen
Polynombruch:

Zu Teilaufgabe (d): Vielleicht hat jemand % oder rix als Losung angegeben. Genaugenommen ist das aber
nicht erlaubt, denn in einem Polynombruch darf der Nenner nicht Null (= das Nullpolynom) sein.

Da jedes von Null verschieden Polynom aber héchstens endlich viele Nullstellen hat (denn sonst konnte
man unendlich oft Polynomdivision durch (z — Nullstelle) durchfiihren), gibt es keinen Polynombruch mit

Definitionsmenge ().
Finde nun einen Term mit dem angegebenen Definitionsbereich.

a) Vr+v1I—z+-L b) # D= (-00,—1]U[l,00) VI — 22
(Die Summe der beiden Wurzeln hat den Es muss 1 — 22 > 0 gelten, d.h. (1+z)(1—=z) > 0.
Definitionsbereich [0,1]. Um die 0 zu beseitigen, Dies ist der Fall, wenn entweder 1 + 2 > 0 und
wurde % addiert.) l—2z>0giltoder 1+2 <0und 1 -2 < 0.
Ersteres ist dquivalent zu £ > —1 und 1 > z, d.h.
x € [—1,1]. Zweiteres ist dquivalent xu z < —1
und 1 < z, was niemals gilt.

R Losung zu Aufgabe A16 cx-bruchterme-kuerzen

2) az+bz  (a+b)-z  a+b

Ccz c -z C

b) at+b+y’ a+bty’  1-(at+b+y’) _1
Yy +b+a a+b+yT 1-(a+b+y7) 1

0 b—a: b—a _ b—a _ 1-(b—a) _ 1 _ 4
a—b ~b+a —(b—a) (=1)-(b—a) -1

Q) —a—b _ —(a+0b) _ (-=1)-(a+1b) _ 1 _
a+b a+b a+b 1

e =
y—=x (z? —y) 1

f) 622 + 6 _ 6(2% + ) _ 6 (=2)-(-3) _ =2 _
“3r—322  —3(x+2%) -3 (=3)-1 1
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g)

h)

i)

322 —3z%  32*(1-=z) 3z(l-=z)  (“Bx)(z—-1) -3z

x(z?2 —1) x(x—1)(x+1) (x—=1)(z+1) (x—=1)(z+1) x+1

4222 2 (x+2) 2P

22—4 (z+2(x—-2) -2

v3 =302 +3v—1 (v—1)3 (v—1)3 (v—1)2
200 —02—1  203—12—1  (v-D@22+v+1) (22+0v+1)

Erlduterungen dazu:

o Zur ersten Umformung: Allgemein gilt (z+y)3 = 2% + 322y + 3292 +3> (Ausrechnen oder Pascalsches
Dreieck).

e Da im Zéhler nur (v — 1) als Faktor auftritt, kann man eventuell damit kiirzen. Um dies zu testen,
macht man eine Polynomdivision des Nenners durch (v—1) und erhilt 203 —v%2—1 = (v—1)(2v2+v+1)
(alternativ kann man dies auch erraten).

e Wenn man den ,neuen“ Nenner (20?2 + v + 1) durch (v — 1) teilt, verbleibt ein Rest. (Alternative:
Setze 1 ein; dabei kommt 4 heraus (und nicht Null); also ist (v — 1) kein Teiler.). Also kann man
nicht weiter kiirzen.

R Losung zu Aufgabe A17 cxbruchtorme-addition

ety -y (@49’ -(@—-y)? _ 4y
r—y zty  (e+y)e-y)  (@+y)lr-y)
4 n z—9 4 n z—9 A4+ 1)+2—-9 4z 44+2-9 52 -5 B
z—1 22 -1 z—1 (z+1D(z-1) (z+1)(z-1) z+D(z=-1) (z+1)(z—-1)
5z—1) 5
z+1)(z—-1)  (z+1)
n 2n+1 n? +5n _n 2n+1 n? + 5n _
n+1 n-1 n2—1  n+l1 n-1 +(n+1)(n—1)7
nin—1)—2n+1)(n+ 1) + (n® + 5n) B n?—n—(2n%>+3n+1)+n?+5n B
(4 D(n—1) - (r D(n—1) -
n?—n—2n%—3n—1+n2+5n _ n—1 1
(n+1)(n—1)  (n+)(n—-1)  n+l
a n b B a n b B ala —b) n b(a+b) B
a? —b? (a —b)? (a+b)(a—Db) (a — b)? (a+0b)(a—10)? (a+b)(a—b)?
ala—b)+bla+b)  a®*—ab+ab+b* a® + b?
(a+b)(a—b2  (a+b)(a—0b)2  (a+b)(a—0b)?
b—c a—b a? + c? b—c a—b a® +c?
a+ac  ac+c? * a?c+ ac? - ala+c)  cla+o) * ac(a + ¢) B
cb—c)—ala—b)+ (a®>+c*)  cb—c?—(a®>—ab)+a*+c*  cb—a®+ab+a®  cb+ab
ac(a + ¢) N ac(a + c) N ac(a + c¢) ~ acla+c)
blc+a) b
acla+c¢)  ac
3s 2 s+4 3s 2 s+4 _ 3s 2 s+4 _
G-2? 5 T m—e T o2 s T hse—s) T (=22 s ss-2
352 —2(s—2)2 — (s +4)(s —2) B 352 —2(4—4s+s%) — (s> + 25— 8) B
s(s —2)2 N s(s—2)2 N
3s? — (8—8542s?) — s —2s+8 35 —8+4+85—2s* —s* —254+8 6s B 6
s(s—2)2 N s(s —2)2 os(s—2)2  (s—2)2

Hinweis: Anstatt Vorzeichenakrobatik (2—s) = —(2—s), kénnte man auch einfach (2—s)? = (—(s—2))? =
(s — 2)? verwenden.

R Losung zu Aufgabe A18 cibruchtermequerbeet
Hier wird noch die teilweise die Doppelpunktnotation beim Dividieren verwendet, auch wenn ich sie eigentlich
aus dem Skript beseitigen will.
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2) u? — v? u v (u+v)(u—v) u(u — v) n v(u + v)
w402 \u+tw u—v N u? 4 v? (u~+v)(u—v) (u+v)(u—v)
(utv)(u—v) (v —wtuw+0?\  (u+v)(u—0) u? + v? _q
u? +v? (u+v)(u—v) B u? + v2 (u+v)(u—v)
b) 11 2 B r+s B r—s 2 B r4s—(r—s)\ B
r—s r+s B (r—s)(r+s) (r+s)(r—s) N (r—s)(r+s) N
2 2
2s _ 4s
((7”8)(7’+5)> C(r =) (r+5)?
o) (i_i).(i+£)_ad_bc ad+cb  ad—bc bd _ad—bc
b d/ " \b d/) bd bd N bd ad+cb  ad+cb
Q) 1_L : 1+i _ n2—1 n+1 _ m+)mn-1) n  n-1
n? n n? n n? n+1 n
1 1 1\° 1 1 1
(i) (o)« (2 D)) - ) ()
a a a a a a a
a?+1 a*-1  a*+1 a a*+1
a a a a2—1  (a+1)(a—1)
f 1 n(n+1) N (n+1)(n+2)\ 1 n*+n+n*4+3n+2Y\
n?+2n+1 2 2 - (n+1)2 2 N
2 2
1 (2nitAn+2 N 1 [ 2(n*+2n+1) _ 1 1) =1
(n+1)2 2 (n+1)2 2 (n+1)2
3n?(n+1) —2n(n? +4) 9 2 1—n?
12 | : 4) — =
8 n+1 + (n"+4) n+1 n2+n
2n(n? + 4 2 1 1-—
n+1 n+1 n(n+1)
3n? 2n 12 2 1-n 3n? +12 2n+ 2 1-n
n2—|2—4 n+1 n?+4 n+1 n n?+4 n+1 no
4 2 1 1-— 1-— 1-— 1-— 1-— 1
3(n°+4)  2(n+1) n 3 9.4 n_ . n_mn, n_ntl-n 1
n?+4 n+1 n n n n n
R Losung zu Aufgabe A19 cxabieitung-potenzen
(a) .
b =2y
h
(b) .
W:3x2+3xh+h2
© "
@+ ])l — — 40® + 622 + dah? + B3
(d)
z—(xz+h
-+ _ e _ a-a—h 1 ~h -1 1
A = —_— = = - —
h : (x+h)-z h (x+h)-z-h (x+h) x (x+h) x

R Losung zu Aufgabe A20 cx-summe-von-potenzen-taulhaber-vs-binomial

R Losung zu Aufgabe A21 cxcumme-von-potenzen-induktiv
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R Losung zu Aufgabe A22 cxpolynombruch-gleichung-textaufgabe-kafice

Variable z: Kilopreis von Sorte A in Franken.

120

Gewicht des Kaffees von Sorte A, den man fiir 120 Franken erhilt: —

Kilopreis von Sorte B in Franken: z — 2
Gewicht des Kaffees von Sorte B, den man fiir 160 Franken erhélt: ;902
Die Informationen in der Aufgabenstellung fithren somit zur folgenden Gleichung:

2 ore= | o (@ —2)
120(z — 2) + 8z(x — 2) = 160z
120z — 240 + 82 — 162 = 160z
82? — 562 — 240 = 0 |:8
22 —Tx—30=0 |Faktorzerlegung
(x+3)(x—10)=0

Also = =3 oder z = 10. Da der Preis (in aller Regel) positiv ist:
Antwort: Ein Kilogramm von Sorte A kostet 10 Franken.

Probe (freiwillig): Kilogramm Sorte A fiir 120 CHF: % = 12. Kilopreis Sorte B: 8 Franken. Kilogramm

Sorte B fiir 160 CHF: % = 20. Differenz: 20 — 12 = 8 wie in Aufgabenstellung gewtinscht!

R Losung zu Aufgabe A23 cxbruch-verbrechen

L ab 2 ab 2ab
a) Falsch. Richtig: 2 - pepyr R R Sy v S B E 2
b) Richtig, aber unnotig kompliziert. Erweitern ist unnotig beim Multiplizieren (nur zum Addieren muss erst
b
gleichnamig gemacht werden). Es kann nachher wieder gekiirzt werden. R a
a+b a-b a? — b?
... .. bla=b) ala+b) bla—10)-ala+1b) ab(a® — b?) ab )
c¢) Falsch. Richtig wére 2 a2, (a2 b2)2 = (a2 b2)2 = g Alternativ
hétte man auch vor der Multiplikation beide Briiche kiirzen konnen: bla —b) . a(a+b) = b .
a? — b? a? — b2 a+b

a ab ab

a—b  (a+b)(a—0b)  a?+0b2

2 t+ab b—b? 2 +ab— (ab—b? 24p?
d) Falsch. Schutzklammer setzen: @ ta  a _ ot (a ) _ ot

a? —b? a? —b? a? —b? a? —b?
. . C a—"b b? — ab
e) Falsch. Gekiirzt werden kann nur aus Produkten von Briichen. Richtig ist: —; y y =
a? —a a—
a=b bb—a) 1 b-(-1) 1 1 1
ala—b) "~ a—-b  a 1 a b ab
1 b —ab 1 1
f) Falsch. Schutzklammer setzen: prppTa 1 - o ap (b? — ab) = Ty b? + ab
g) Erste Umformung richtig, aber unnotig. Zweite Umformung falsch: Punkt vor Strich! Richtig ist:
a+b+a—b _q a®>  (a+b)? n (a — b)? Ly a®>  (a+b)?+(a—0b)*—2a?
a—>b a+b a2 —bv2 a2 —b? a? —b? a? —b2 a? —b?
a® + 2ab + b* + a® — 2ab + b* — 24> 202
= a2 _ b2 T2 e

h) Erste Umformung falsch: a kann nicht ausgeklammert werden. Richtig wére, nichts zu verdndern. Zweite
Umformung korrekt.

i) Falsch: Aus Differenzen und Summen darf nicht gekiirzt werden. (Letzte Umformung korrekt.) Richtig
wére, nichts zu verdndern. . .
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j) Falsch. Auch = muss mit 6 multipliziert werden. Die Operationen werden immer auf die gesamte linke

und rechte Seite angewandt; wer unsicher ist, setze Klammern um beide Seiten und multipliziere dann aus
(und kiirze dabei):

4r — 5 5
5 T+ 6 |

(5520 (48

4r —5=6x+5

k) Falsch. Die neue Gleichung hat zwar die gleichen Losungen, es wurde aber nicht 4z sondern 4% subtahiert.

Richtig:
4x+7_4+5x _ﬁ_i
6 6 6 6
3_=
6 6

1) Wenn ab < 0, muss eine Zahl positiv und die andere negativ sein. D.h. entweder (¢ < 0 und b > 0) oder
(a>0und b < 0).

m) Nichts, jede Kombination ist moglich (man nehme z.B. alle méglichen Zweier-Kombinationen von +1 und
—1).
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