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10 Gleichungssysteme

Bis jetzt haben wir jeweils Gleichungen mit einer Variablen angetroffen und gel6st. D.h. es war eine Zahl gesucht
und man kannte fiir die Zahl eine Bedingung, die in Form einer Gleichung formuliert wurde.

Sind mehrere Unbekannte gesucht, sind oft ebenso viele Bedingungen gegeben. Als Beispiel betrachten wir
folgende Aufgabe:

# Aufgabe 10.1
Fiir welche Werte von = und y sind die beiden folgenden Gleichungen| gleichzeitig|erfiillt?
.’E2 + y2 =25 (Gl)
—x+Ty=25 (G2)

Die Gleichung (G3) ist linear, weil nur reelle Vielfache der Variablen und Konstanten (= reelle Zahlen) als
Summanden vorkommen. (Mit anderen Worten, beide Seiten der Gleichung sind Polynome vom Grad 1 oder
kleiner.)

Die Gleichung (G1) ist nicht-linear, weil die Variablen quadriert vorkommen (Polynom vom Grad 2); ausserdem
kann die Gleichung auch nicht so umgeformt werden, dass sie linear wird.

Sobald man mehrere Gleichungen in mehreren Variablen betrachtet, spricht man von einem Gleichungssystem.
Eine Lésung eines Gleichungssystems ist eine Zuordnung von reellen Zahlen zu allen Variablen so, dass alle
Gleichungen zu wahren Aussagen werden.

Versuchen Sie jetzt mit folgender Anleitung die Losungen fiir das Gleichungssystem zu bestimmen:

o Finden Sie jeweils 10 Wertepaare (z,y), die Losungen der Gleichungen (G1) bzw. (G3) sind und zeich-
nen Sie diese Punkte mit zwei verschiedenen Farben ins folgende Koordinatensystem ein. Wéhlen Sie
Wertepaare, die moglichst einfach zu berechnen sind.
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o Beantworten Sie die gleiche Frage fiir (G1)! Hinweis: Denken Sie an einen alten Griechen! YQ+11
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e Lesen Sie die ungefdhren Schnittpunkte ab und beweisen Sie rechnerisch, dass Ihre «Schéatzungy exakt ist.

“ (blown: C3) Ved, dass Losanugn des Gledigssysieons
(34) diwds  Bhsct o

10.1 Losungsmethoden
Gleichungssysteme grafisch zu l6sen ist in den meisten Féllen unpraktikabel, ungenau und zu aufwéndig. Darum
sind wir an exakten rechnerischen Methoden interessiert.

Es gibt verschiedene Losungsmethoden fiir Gleichungssysteme. Einige funktionieren allgemein, andere nur bei
linearen Gleichungssystemen (= Gleichungssysteme, in denen alle Gleichungen linear sind).
10.1.1 Allgemeine Losungsmethode: Auflosen und Einsetzen

Die Methode «Auflésen und Einsetzen» funktioniert wie:

o Eine Gleichung nach einer Variablen auflosen (sofern moglich). Am besten wird die «einfachster Gleichung
nach der «einfachsteny Variablen aufgeldst.

o Das Resultat in alle anderen Gleichungen einsetzen (und damit eine Variable eliminieren).

e Das so erhaltene, neue Gleichungssystem hat eine Variable und eine Gleichung weniger. Man 16st es mit
demselben Verfahren etc.

e Am Schluss die Losungen «riickwérts» einsetzen.

Bei nicht-linearen Gleichungssystemen ist dies oft die einzige Methode. Bei linearen Gleichungssystemen werden
wir noch weitere Methoden kennenlernen, die oft mit weniger Aufwand verbunden sind.

# Aufgabe 10.2
Losen Sie das Gleichungssystem aus Aufgabe 10.1 mit der Methode «Auflésen und Einsetzen» wie folgt:

o Losen Sie (G2) nach z auf («einfachere» Gleichung, schon fast nach x aufgelost). Die Losung fiir « ist ein
Ausdruck mit .

s ox= =25

o Ersetzen Sie z in (G1) durch diesen Ausdruck.

& @1145)1 _(.72 = 75 (QA‘m C(u'camug altas %q%ggﬁséz‘s&::‘a

¢ Quadrieren Sie aus und formen Sie die entstehende Gleichung so um, dass die rechte Seite zu Null wird.

Dividieren Sie dann durch den ggT. &

(9,2 - 350y + §25 +9" = 25 |25
5072 — 350y -+ (oo =20 ‘ Y

o Faktorisieren Sie die linke Seite und lesen die Losungen fiir y ab. &

(.1 —3)(11-—4) = () &) 7'350 ocl~ 7—4’-"0

D\-L LB'SMM?M $f‘4ﬁ( 17::3 uud y = éf—
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Gleichungssysteme e
X = 77 -25

o)

e Setzen Sie die gefundenen Werte fiir y in den ‘Ausdruck fiir x ein, um die zugehorigen Werte fiir x zu
erhalten.

o Fav 17—’-2 e lallon wiv X=7‘3‘25=“(f'.
,7—,-L,, —— x =74 -25 = 3.

Far

D\Q LUSUV\W O(Lﬁ C)bdl\szgf764%5 Smal (x,lfj (sz)

Im Folgenden betrachten wir fast ausschliesslich lineare Gleichungssysteme. WA.A (' 'e } — ( 3/ Lf—)'

R Aufgabe 10.3

Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem rechnerisch mit der obigen Methode:
2t y— 2=0 (Gh)
r+3y+22=5 (Ga)
—2x+4y+42=2 (Gs)

) (C'i) nadi  x  owmllasen - X _= "5,27 - 22 (Gz')
D\‘?$W A"‘QJ"VC(‘ L’» X fn (C-) Ulk-o( (C;) b‘uszﬁw:

2. (s '37 22) 7—3$D ___> ‘87‘52 = "‘40 (aq’,}
2(s5-%-22)+by+b2=2 A0y + %2 = 12 @)

((33) wadh Y m“os&,,._ y = _%)(42’ ?z): _5'?‘13 (C;)

i0son Ausdauck Loy 7 i €) vwschen:

Dw; ,c’,_—-—s_.ucgz ———40 & —(C—‘tz)* Sz=-40’(:7~2=—4<=> z=¢
— = :
Moo wmse 2= & opetbns Faail: Das Cloichuens
ot h @") y = _@__:ff_/" =-7 S‘ISIMM ok Optor Gir Uma
E wsenwm " 3/ /:' g Lg‘ Z=2-2’lf
Enshon (az'): X = 6-2.[2)-2 (,.._E by, (x,1,2) = (3, )

Aus der Losung dieser Aufgabe ist fiir lineare Gleichungssysteme Folgendes ersichtlich: Im Allgemeinen braucht
es genau so viele Gleichungen wie Variablen, damit das System genau eine Losung hat.

i

In jedem Schritt wird nédmlich eine Variable eliminiert und man erhélt ein lineares System mit einer Gleichung
weniger.

In Spezialfillen kann es aber trotzdem keine oder unendlich viele Losungen geben, sieche Abschnitt 10.3.

Merke

Der TR kann Gleichungssysteme losen. Dazu werden die Gleichungen mit and verkniipft und die Liste der “ A
Variablen zwischen {} geschrieben. Beispiel: )
solve(x+y=60 and x-y=40, {x,y})

10.1.2 Losungsmethode: Variablen eliminieren durch Linearkombinationen von Gleichungen

Die in diesem Abschnitt erkléirte Losungsmethode ist unsere Standardmethode fiir lineare Gleichungssysteme.
Sie beruht auf der folgenden Beobachtung:

Addiert (bzw. subtrahiert) man zwei Gleichungen (oder Vielfache davon) eines linearen Gleichungs-
systems (voneinander), so erhélt man eine neue lineare Gleichung, die von jeder Loésung der beiden
Gleichungen erfullt wird.
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Unsere Losungsmethode geht (grob) wie folgt:

¢ Fiihre solche Additionen (bzw. Subtraktionen) zweier Gleichungen mehrfach durch. Das Ziel dabei
ist, eine bestimmte Variable zu eliminieren und die Anzahl der Gleichungen um eins zu reduzieren.

+ Man erhélt so ein neues Gleichungssystem (mit einer Variablen und einer Gleichung weniger), auf
das man dasselbe Verfahren anwendet etc.

¢ Wenn man bei einem aus einer Gleichung bestehenden System angekommen ist, kann man sei-
ne Losung(en) unmittelbar ablesen und erhélt durch Riickwérts-Einsetzen die Losung(en) des ur-
sprunglichen Gleichungssystems.

[ 2x + Yy — z=0 (Gl)
Beispiel: x+3y+22=5 (Ga)
l—2x+4y+4z:2 (G3) LCS
ASY - s
’ 4_2&( v X e(/“M'“'WU'].

T
(CJ + (Cs) . 57 +%z = 2 (H4) fin eaves GQA'J«umJQs%M
2.G)+ (): [0y + 32 =12 () ous 2 Clidiuugn s 2 Vouieh oo

P 2 Z'\L( t '1 Q(A‘W/I'MF@VW. Q[mem
22 -3 " C(mﬂﬂwa _ LGS wul giuer
A Q‘\'l) - G“'z) ' — v onas Usdablom - G(u'dauu.a Ut o

QUuer VW’«L(@Q
Es lAﬁlL als LSSW»} 2= ((—
Rickwayt ohsehzon wind au.“,asw w&
e Sche z=& in (HQ) vn und Dise wzoln7 .
/10:7—%?-‘#*—*49_ {=> 7‘-—’--2
¢ Sehe 24 ud ‘1='2 2 (Cz) i el Lise wadh x auf:
K+3'('2}+2-Lf==§<:__—-) X = 3
Achtune: Dfe (’/:V\')/{(}L LB‘MM% (o} (X;y,'z): (3'_21 Lf—-) .
o Jede mogliche Menge von n Gleichungen eines jeden ,neuen“ Gleichungssystems muss aus mindestens

n + 1 Gleichungen des ,alten“ Gleichungssystems entstanden sein. (Ansonsten kriegt man redundante
Gleichungen und gewinnt neue Loésungen.)

I\

¢ Gleichungen, die die zu eliminierende Variable gar nicht enthalten; werden stets unverdndert vom alten in
das neue Gleichungssystem iibernommen.

R Aufgabe 10.4 Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Gleichungssysteme.

3r4+8y =26 (G1) L ey =61 (Gy)
D\ or—sy——50 (G P 6e— y=61 (G
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10.2 Gleichungssysteme mit unendlich vielen Losungen —

N
|\7 lL_
Hat ein Gleichungssystem weniger Gleichungen als Variablen, so hat dieses System meistens unendlich viele
Losungen. Das kann aber auch passieren, wenn es «genug» Gleichungen hat, aber eine der Gleichungen aus den
anderen folgt.

Man sagt, dass das Gleichungssystem unterbestimmt ist. &2 €% glu W(Mlﬂ‘}ﬂ "U'L LO\S“ " %

Beispiel: Bestimmen Sie alle moglichen Losungen von folgendem unterbestimmten «Gleichungssystem» (zwei

\/omSQM #Unbekannte, aber nur eine Gleichung). Finden Sie eine geometrische Interpretation aller moglichen Lésungen:

r+2y=4
y = "'%_)("’2. De, Wk voau x r;‘» Cm' wi"ﬂ”ow, Y bvmu SI‘CL o(awms_

aleo ol Punlle oles Graphun clev Givans en Fundfian f(k)='izx+2.

o Mok Y onf (<o :
Die Lsswmgum sid

(G1)

L= queb(t) = {(x,-4x42) | x eR]
Lost man ein unterbestimmtes GleichungssyStem durch Auflésen und Einsetzen, erhalt man am Schluss eine
Gleichung mit mehr als einer Variablen. Nach einer kann aufgeldst werden, alle restlichen koénnen frei gewéahlt
werden (im Definitionsbereich des entsprechenden Ausdrucks). Geometrisch ergibt sich dann eine ein- oder
mehrdimensionale Punktemenge. D.h. Geraden und Ebenen etc. im Falle von linearen Gleichungssytemen, bzw.
Kurven und Flichen etc. im Falle von nicht-linearen Gleichungen:

Anzahl Variablen Anzahl Gleichungen
2 1

x+qtz=1

1

2
Oy+ 0yt 2=0 2
3

o W

10.3 Zu erwartende Losungsmengen

2
X *72

@u's,n:’ oSem
Zu erwxftende Losun enge
Gerade”(bzw. Kurveyin der Ebene

=25 LESWI:{SS womge
Ebene (bzw. Fliche) im Raum ———

vus
Gerade (bzw. Kurve) im Raum @

(P Uik -
%) s Ur ‘MJ

Ebene Qzw. Fliche) im 4-dimensionalen Raum

Gerade (hgw. Kurve) im 4-dimensionalen Raum

SO(AWIH 2wuer ES’«W

Laguw) S Lo il
die €4 olind)
die dvey Rualefe
o) [940)ud (00

«Normalerweise» hat eine lineares Gleichungssystem mit gleich vielen Variablen wie Gleichungen gen
Losung. Wie schon bei einfachen linearen Gleichungen kann es aber durchaus vorkommen, dass auch Glei-

chungssysteme dieser Art keine oder unendlich viele Lésungen haben.

L. dr—3y=2 (Gy)
Beispiel 1:
—8r+6y=1 (Gy)
0=5

20)+():

Das Sqshu bt Lo Lasungy

L=

Zeichnen Sie fiir beide,
system:

Beispiel 1
{ (Ga)e=dy = <«

Gy =%-3

E)=-15(@.)
—4x — 10y =8 (Gy) { N
6ot 1oy =—12 (Gy) Ehwitve 9

30G)+20): 0x+94= 0 o
x kann BJA;Q\‘? ta.w’alsu wordom Y bk @ CL

elwa oms (C1 v =-064yx-02%

Beispiel 2:

eispiele jeweils die beiden Losungsmengen von (G1) und (G2) in einem Koordinaten-

Beispiel 2 —de =10y =8 (Gl)c;—) 7 —O'C'XN Oz
+_g: p 6x + 15y = —12 (Gg)@._,y., —0by - 0.9

Gow disd.e ¥ / /L?Wu@f)wvt ¥
2 v 2
%w‘vl;m(““a rl::‘ //
LS l
/ .
I( 1 - &S
3 2 -1 ;)l s X 1A 1 ‘§%\ O Ij -
\_55 At 1" g /! «
Qo /AT s
Vv WUy/ / / . ,
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10.3.1 2 Variablen, 2 lineare Gleichungen

Die Losungen einer einzelnen linearen Gleichung mit zwei Variablen entsprechen normalerweise den Koordinaten
aller Punkte auf einer Geraden. Die Gerade kann sogar vertikal sein, z.B. 4+ 0y = 4.

Gleichung (z.B. 0z + Oy = 1) oder auf eine stets wahre Gleichung 0z + Oy = 0. Im ersten Fall hat das System

Der Spezialfall, wo gar keine Variable vorkommt, interessiert uns wenig: Er fithrt entweder auf eine nicht lésbare)
keine Losung, im zweiten Fall sind alle Punkte (z,y) der Ebene Losungen.

Die Losung eines linearen Gleichungssystems mit 2 Variablen und 2 Gleichungen entspricht im Normalfall den
Koordinaten des Schnittpunkts der beiden Geraden, die man aus den beiden beteiligten Gleichungen erhélt. Es
gibt somit 3 Félle:

Fall 1: & D{t ‘au‘dw C.’mJ.M sc(,w,.‘ob_”, g{cﬂ” ES Q]xU‘ %:Mam me LBSMM.:& (: SJMMU‘PMM“/
Fall 2: & 0{( lOMO‘JM GWM Q(M PM“c( W‘U/{ VM&GA&M i EQ %lu‘ L‘(MN. LZ)SM} (&A?Jd 4)

P Dic buiduw Gooadie: s (dunkisdrs Al Punkle auf ol (Schuib-) groclin

10.3.2 3 Variablen, 3 Gleichungen g,\‘,{ Las U (BMBP(L‘ 2)

Wenn man wie oben von Spezialfillen absieht, entsprechen die Lésungen einer einzelnen Gleichung den Koordi-
naten der Punkte einer Ebene im Raum. (Warum und dass das so ist, werden wir spéter in der Vektorgeometrie
untersuchen). Im Allgemeinen schneiden sich zwei Ebenen in einer Geraden (vgl. Riicken eines Schulhefts). Die
Losung der Gleichung entspricht also dem Schnittpunkt dreier Ebenen, falls es diesen gibt. Es ergeben sich

folgende Félle:
e Fall 1: Je zwei der drei Ebenen sind parallel zueinander oder

gleich.

— Falls zwei der drei Ebenen verschieden sind, gibt es
keine Losung.

— Sonst sind alle drei Ebenen gleich und alle Punkte die-
ser Ebene sind Losungen.

e Fall 2: Genau zwei der drei Ebenen sind parallel zueinander
oder gleich. (Dann ist die dritte nicht parallel zu jeder diese
beiden.)

— Falls diese beiden parallelen Ebenen verschieden sind,
gibt es keine Losung.

— Sonst bilden sie eine Ebene, die die dritte in einer Ge-
raden schneidet; die (Koordinaten der) Punkte dieser
Geraden sind die Losungen.

o Fall 3: Keine zwei der drei Ebenen sind parallel zueinander
oder gleich. Dann schneiden sich je zwei der drei Ebenen in
einer Geraden.

Wir betrachten eine beliebige der drei Ebenen. Sie enthalt
dann zwei Schnittgeraden (mit den anderen beiden Ebenen).

— Fall 3.1: Diese beiden Schnittgeraden sind parallel und
verschieden: Es gibt keine Losung. (Dies ist wohl die
Toblerone-Situation)

— Fall 3.2: Diese beiden Schnittgeraden stimmen iiberein.
Dann schneiden sich die drei Ebenen in dieser Geraden,
und die (Koordinaten der) Punkte dieser Geraden sind
die Losungen.

— Fall 3.3: Diese beiden Schnittgeraden schneiden sich in
einem Punkt. Dann ist dieser Punkt (oder seine Koor-
dinaten) die einzige Losung.
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R Aufgabe 10.5 Losen Sie jeweils das angegebene lineare Gleichungssystem.

Fiithren Sie dann die Probe durch, ob die von IThnen berechnete Losung alle Gleichungen des Gleichungssystems
erfiillt. Wenn nicht: Suchen Sie Thren Fehler oder starten Sie einen neuen Losungsversuch!

—2r-3y=-1 (Gy) b) 2 — 3y = — (G1)
3z + 3y =-3 (Gg) —2r + 2y =-2 (Gg)

)
)

20— y=1 (Gl z+2y=-1 (Gl

~—~ ~—

bx—2y=1 (Gs

) { x+5y—5 (GQ
3+ y+22=0 (G1)
) ¢dx+2y+3z2=-4 (Ga)
)

2e+4y— z=-4 (Gs dr—6y+3z=1 (Gs

—r+ y+22=3 (
x + z=-1 (G9)
—2r 44y —4z=-4 (

—b5r—3y—3z=5 (
—5r+5y— z=-1 (Ga)

3+ y+ z2=-3 (

—3a—8b+5c+ d=-4 (Gy)

a+4b—8c—3d=-2 (Gs)

—3a—5b+ c+ d=-2 (Gs)

a+9b+8c+5d=—4 (Gy)
a+4b+3c+ d+6e=—-4 (Gy

(

(

(

(

—2x—3y+8=1 (Gy)
{2m y+4z=3 (G2)
)

—2b +2d=2 (Gh)
20+2b+ ¢ =1 (Go)
—4da+ b—2c—8d=-1 (Gs)
—2a+4+2b+2c— d=-2 (Gy)
—3a—3b— c+ d—2e=3
—ba—4b— c+ d— e= -2

) (G1)
3a —2b+ 2¢ +4e=3 ) (G2)
G3) 1) da—2b+3c+2d— e=2 (Gs)

) (Ga)
) (G5)

k) ¢ 3a —5b—5c—6d—4e=—2
—a—2b—5¢+3d— 9 = -1
2a —3b+ ¢ + e=2

4a+4b—5c+5d+ e= -2
5a +2c+3d+ e=—3

R Aufgabe 10.6

) [100 8y =13 (G1) ) {1203y =30 (G1)
15z + 12y = —18  (Ga) —16x —4y =40 (G2)

20+ by— z=-8 (G1) Ter— 14y —212=0 (Gy)
c) 152 —10y — 20z = —-26 (G2) d) $2x— 4dy— 62=0 (Ga)
9x — 6y —12z2=-15 (G3) doe— 2y— z=5 (Gs)
28r—28y+72=0 (Gy) 132 4+ 30y + 20z = —10  (Gy)
e) ¢ =20z +20y —52=0 (G2) f) 3x+ y— 4z=12 (G2)
—8r+ 8y—22=0 (G3) x+ 4dy+ 4z=-5 (Gs)

120 — 32y — 332 = —23
g) « =3z+ y— 4z=11 (Go)
3z — by— 3z=-8 (

R Aufgabe 10.7

I4 =8 zy =-—1
a) z 1 b) { 1y 23
13 = _ ; 22 + Vw = i
c) Losen Sie nach z und y auf, ohne Diskussion der d) Lésen Sie nach  und y auf, ohne Diskussion der
Spezialfalle: Spezialfalle:
{ ar+y =a+2 {(al)x+(a+1)y =2
a’r—y =-1 2a
(a+Dz+(a+1l)y =%
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?Aufgabe 10.8 Folgende Aufgaben sind aus einer alten Ausgabe von Algebra 1 S. 181-186

Hinweis: Notieren Sie zuerst immer Thre Unbekannten, mit Angabe der Masseinheit. Bei den Gleichungen,
notieren Sie sich jeweils, was Sie in welcher Masseinheit ausrechnen.

Die Gleichungen diirfen mit dem TR ausgerechnet werden.

a)

A108 S. 183

Ein Goldschmied besitzt zwei Sorten Gold. Legiert er 50 g der ersten Sorte mit 100 g der zweiten, so erhalt
er 14-karétiges Gold. Wenn er zu dieser Legierung noch 150 g der ersten Sorte hinzufiigt, so wird die neue
Legierung 16-karédtig. Welchen Goldgehalt besitzt jede Sorte?

Hinweis: 24 Karat entspricht reinem Gold. Genauer meint 1 Karat einen Goldanteil von 2—14 = %% ~
116% und T Karat emen Goldantell von &« oo = & - =% A2 & - 4.16%:.
b) A11} S. 184

Herr Merz fahrt in 48 min auf einer Autostrasse von A nach D und in 55 min zuriick. Das Teilstiick BC
ist in beiden Richtungen nur mit 40 km/h befahrbar, auf dem Rest der Strecke fahrt Herr Merz auf der
Hin- bzw. der Riickfahrt eine mittlere Geschwindigkeit von |90 km/h bzw. 70 km/h. Wie lang sind AD
und BC?

A118 S. 184

Von zwei Eisenbahnstationen, deren Entfernung d Meter betriagt, gehen gleichzeitig zwei Ziige ab, jeder
mit konstanter Geschwindigkeit. Wenn sie einander entgegenfahren, treffen sie sich nach a Minuten, wenn
sie aber in derselben Richtung fahren (in Richtung einer weiteren, sehr weit entfernten Station) und der
langsamere Zug vorausfihrt, so holt der schnellere Zug den langsameren nach b Minuten ein. Wie viele
Meter legt jeder Zug pro Minute zuriick? Losen Sie mit a =4, b=20, d = 8600.

Losen Sie Aufgabe c¢) allgemein. Das Resultat ist eine Formel, die a, b und d enthdlt.

122 S. 184

Zwei Zuleitungen fiillen zusammen ein Geféss, wenn die erste 6 h lang gedffnet ist und die zweite 4 h lang.
Verwechselt man die Offnungzeiten, so lauft ein Sechstel des Gefiissinhaltes iiber. Welchen Bruchteil des
Geféssinhaltes liefert jede Leitung pro Stunde? In wie vielen Stunden wird das Geféss durch jede Leitung
einzeln gefiillt, in wie vielen durch beide zusammen?

R Aufgabe 10.9 Gegeben sind 3 Punkte A = (—2,—-1), B = (0,2) und C = (2,1). Gesucht sind die
Koeffizienten a, b, ¢ einer quadratischen Funktion f(z) = ax? + bx + ¢ so, dass der Graph von f durch die drei
Punkte A, B, C geht. Wenn Sie die Funktion bestimmt haben, skizzieren Sie deren Graphen.

R Aufgabe 10.10 Es soll eine Notenskala bestimmt werden, so dass 0 Punkte die Note 1, 10 Punkte die
Note 4 und 20 Punkte die Note 6 ergeben. Begriinden Sie, warum diese Notenskala nicht eine lineare Funktion
sein kann. Finden Sie die quadratische Funktion f(x) = axz? + bx + ¢, die ein solche Skala ergibt. Zeichnen Sie
dann den Graphen dieser Funktion.
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10.4 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben koénnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-
reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Verstindnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricks», zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und oder die Theorie in einen grésseren
Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 10.4 cxiineare-gleichungasysteme-2var-einstics

a) y eliminieren: (G1) + (G2): —120=-24 & z=2.
Eingesetzt in (G1): —-6+8y=26 < 8y=32 & y=4.
Ein anderer Losungsweg besteht darin, eine Gleichung nach einer Variablen aufzulésen, z.B. (G1) nach x
auflésen: = - (8y — 26). Eingesetzt in (G2):
-9+ (8y—26)—8y=-50 & —24y+T78—-8y=-50 & -32Y=-128 & y=4
Und damit = (32 — 26) = 2.
b) y eliminieren: (G1) + 10(G2): —z —60z = —-61+610 < —6lz=-61(1-10) < z=-9
Eingesetzt in (G2): —6-(—9) —y=61 < 54=614+y < y=-7
Ein anderer Losungsweg besteht darin, z.B. (G3) nach y aufzulésen und in (Gp) einzusetzen:
(G2) :  y= —6x — 61, eingesetzt in (G1):
—x+10(—6z —61) = -61 < —6lr—610=-61 < —-2zx—-10=-1 < z=-9
Und damit y =y = —6- (—=9) — 61 =54 — 61 = —T7.

R Losung zu Aufgabe 10.5 cxiincare-gleichungssysteme-von-hand

a)

—2x —3y =-1 (Go)
3x +3y =-3 (Gl)

Variable y eliminieren:

(Go) +(G1) x =—4 (Go)

Aus (GY) folgt: x = —4. Eingesetzt in (Go):

—2.(—4) =3y =—1 ITU
—3Jy+8=-1 | -8
—3y=—9 |:—3
y=3
Losung: = -4,y =3
b)
2z -3y =-2 (Go)
o +2y = -2 (G1)

2022-09-25 8-i https://fginfo.ksbg.ch/~olaf/mathe-ksbg.html



A

Mathematik 2. Klasse

Gleichungssysteme ®@ BY-SA Ivo Bléchliger, Olaf Schniirer
Variable x eliminieren:
(Go) +(G1) —y =—4 (Go)
Aus (Gp) folgt: y = 4. Eingesetzt in (Gy):
20 —3-4=-2 |TU
2z —12=-2 | +12
2z =10 | :2
r =25
Losung: ¢ =5,y =4
c)
2z -y =1 (Go)
5x —2y =1 (Gy)
Variable y eliminieren:
2(Go) — (G1) : —x =1 (Go)
Aus (GY) folgt: x = —1. Eingesetzt in (Go):
2-(-1)—y=1 TU
—y—2=1 | +2
—y=3 |:—1
y=-3
Losung: ¢ = —1, y = —3
d)
+2y =-1 (Go)
+5y =5 (Gl)
Variable x eliminieren:
(Go) — (G1) : =3y =6 (Go)
Aus (GY) folgt: y = 2. Eingesetzt in (Gp):
r+2-2=-1 |TU
r+4=-1 | —4
r=-95

Losung: © = -5, y = 2

e)

2022-09-25

8-ii https://fginfo.ksbg.ch/~olaf/mathe-ksbg.html



E Mathematik 2. Klasse
@ BY-SA Ivo Bléchliger, Olaf Schniirer

Gleichungssysteme

4z +2y +3z =—4 (G1)
2x +4y —z =—4 (Gs)

Variable y eliminieren:

2(Go) — (Gy) : 2x +z =4 (Gy)
2(G1) — (G) - 6 +7z =—4 (GY)
Variable x eliminieren:
3(Gh) — (GY) : —4z =16 (Gy)
Aus (Gf) folgt: z = —4. Eingesetzt in (G{):
2+ (—4) =4 ITU
2 —4=4 |44
2 =8 |22
=4
Eingesetzt in (Go):
3-44+y+2-(—4)=0 |TU
y+4=0 | —4
y=—4
Losung: z =4, y=—4, 2 = -4
f)
—2x -3y +8z =1 (Go)
—2x —y +4z =3 (Gh)
4x —6y +3z =1 (Gs)
Variable x eliminieren:
(Go) — (Gl) : —2y +4z =-2 (GE))
2(G1) + (Go) : —8y +112 =7 (GY)
Variable y eliminieren:
4(Gy) — (GY) - 5z =-15 (Gy)
Aus (G})) folgt: z = —3. Eingesetzt in (G}):
—2y+4-(-3)=-2 |TU
oy —12=-2 |+ 12
—2y =10 =

y=-5
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Eingesetzt in (Go):

—2x—3-(-5)+8-(-3)=1 |TU
—2r—-9=1 |+9
—22 =10 =

T =-5

Losung: ¢ = =5,y = =5, z = —3

g)
-5z —3y -3z =5 (Go)
_5p +5y —z =-1 (Gh)
3x +y +z =-3 (G9)

Variable z eliminieren:

(Go) — 3(Gy) : 10z —18y =38 (Gy)
(G1) + (G2) : —2x +6y =4 ( ’1)

Variable y eliminieren:

(Gp) +3(GY) - 4x =4 (GY)

Aus (Gf) folgt: x = —1. Eingesetzt in (Gy):

10-(—1) — 18y = 8 ITU
—18y —10=28 | +10
—18y =18 |1 —18
y=—1
Eingesetzt in (Go):
5.(-1)—3-(-1)—32=5 ITU
—3:4+8=5 |8
—3r=-3 =
Zz =

Losung: z=—-1,y=—-1,z=1

h)
—x +y +2z =3 (Go)
x +z =-1 (Gy)
-2z +4y —4z =—4 (G2)

Variable = eliminieren:

(Go) + (Gl) :
2(G1) + (G2)

4y

+3z
—2z
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Variable y eliminieren:

4(Gy) — (GY) = 14z =14 (Gy)

Aus (G{) folgt: z = 1. Eingesetzt in (G}):

y+3.1=2 ITU
y+3=2 | -3
y=-1
Eingesetzt in (Go):

et (1) +2-1=3 ITU

—x+ =3 |_
—r =2 |:—1

=2

Losung: z = -2, y=—-1,z=1

i)
—3a —8b +5c¢ +d =—4 (Go)
a +4b —8¢ —3d =-2 (G1)
—3a —5b +c +d =-2 (G2)
a +9b +8¢ +5d =—4 (Gs)
Variable a eliminieren:
(Go) — (Ga) : —3b +4c = -2 (G{))
(G1) — (G3) : —5b —16¢ —8d = (GY)
(G2) +3(Gh) : 7b —23¢ —8d = -8 (GY)
Variable d eliminieren:
(Gyp) : —3b +4c = -2 (GY)
(G) — (GY) : —12b +7c =10 a7
Variable b eliminieren:
4(GY) — (G - 9¢ =18 (Gy)

Aus (GY') folgt: ¢ = —2. Eingesetzt in (Gy)):

—3b44-(—2) = -2 ITU
—3h—8=—2 |+8
—3b=6 |: -3

b=—2
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