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18 Differentialrechnung

Die Differentialrechnung als Teil der sogenannten Analysis beschéftigt sich mit der Berechnung lokaler Anderungs-
raten von Funktionen. Konkret geht es um die Frage:

«Wenn sich das Argument einer Funktion leicht dndert, wie viel mal grosser ist die Anderung des
Funktionswerts (im Vergleich zur Anderung des Arguments)?»

Oder salopp ausgedriickt:
«Wenn x wackelt, wie viel mal mehr wackelt f(x)?»

Diese Anderungsrate ist selbst eine Funktion, die sogenannte Ableitung der Funktion. Fiir jeden z-Wert gibt
die Ableitung an, wie stark sich die Funktion an dieser Stelle dndert.
Wichtige Anwendungen sind z.B. die Bestimmung von lokalen Minima und Maxima einer Funktion (Optimie-
rung), die Beschreibung physikalischer und technischer Abldufe und Computergrafik (z.B. Bézier-Kurven oder
die Beschreibung von gekriimmten Flachen mit sogenannten Nurbs).

Hinweise zu den «Beweisen»

Wir werden viele Dinge «beweisen». Diese «Beweise» genligen aber meistens nicht den Anforderungen an
Prézision, die in der Mathematik tiblich sind. Stattdessen werden «Beweise» gezeigt, die in den meisten Féllen
auch eine Intuition fiir die Sachverhalte vermitteln.

18.1 Erinnerung: Steigung einer Geraden

Die Steigung einer Geraden in der z-y-Ebene gibt an, um wie viel sich der y-Wert pro (also Division) z-Einheit
verdndert. Sie ist definiert als der Quotient der (vorzeichenbehafteten!) Differenz Ay («Delta y» zweier y-Werte)

eteilt durch die Differenz Az der entsprechenden z-Werte: i\- .
Ay Y — YA - .
- X = —
b ( B,VB) Ae | ip—oa weadiv sen

A7= Yo YA gl\:/j“ f W\’O ‘?M‘l Q{UbL

a ug - )
drese Bl L(augl wm<0 ( wede ﬂm
Am'}’x" ~ w\_h& voa dar wm=0 Gunb‘z M‘ZM“M‘
; B Wold s Leidsn

1

XA YB N )
Sluguegs dredk Punkle A wal B oLV ( B oot 0wl s ﬁmy.,
R Aufgabe 18.1 Lassen Sie einen Stift auf dem Tisch rotieren. Wenn er zum Stillstand kommt, schétzen

Sie moglichst schnell die Steigung der durch den Stift definierten Geraden ab. Legen Sie dazu zuerst sinnvolle
Achsenrichtungen fest.

18.2 Lokale (oder momentane) Anderungsrate

Eine Anderungsrate gibt an, wie sich eine zeitabhingige Grosse wihrend einer gewissen Zeitdauer éndert.
Zum Beispiel ist die Anderungsrate der von einem Fahrzeug zuriickgelegten Strecke die Geschwindigkeit; wenn
man hier «unendliche kleine» /«infinitesimale» Zeitdauern betrachtet, spricht man von der momentanen oder
lokalen Anderungsrate. Damit nihert sich die Durchschnittsgeschwindigkeit auf immer kleineren Zeitintervallen
der Momentangeschwindigkeit.

Statt fiir die Anderungsrate der Strecke s in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ interessieren wir uns nun allgemeiner
fiir die Anderungsrate einer Funktion f in Abhingigkeit vom Argument z. Auch diese kann angenéhert werden,
indem man f an zwei immer nédher beieinander liegenden Stellen betrachtet und davon die Steigung der Sekante
berechnet.
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Anschauliche Definition der Ableitung

—— Merke 18.1 Ableitung einer Funktion

Die Ableitung f’(z) einer Funktion f an einer Stelle z ist die Steigung der Tangenteuan den Graphen
von f im Punkt (z, f(z)). Mit anderen Worten ist die Ableitung die lokale Anderungsrate von f an der
Stelle x.

Die Zuordnung z — f/(z) ist wiederum eine Funktion Sie heisst die Ableitung von f und wird als f’
geschrieben. Sprechweise: « f Strichy.

(4) gﬁ%“"@ J"Mﬂh ‘N‘p[-“‘] ™ Puuu (4‘_('{4}/

R Aufgabe 18.2 Skizzieren Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen: ‘t ( ) 1.5

2 2 / 2
x //
1 1 1s2 1
x 1
0 0 T 0_& 0
/(
au\ -1 -1 ~ -2 -1
dyt03 -4-3-2-10 1 2 3 4

B“A'(Q'Qq -1 0 J/2_2/—2 @/o @ 2 ‘;‘('4]= 03 _2—2 -1 0 1 2

Beispiel: Beschreibt die Funktion s(t) die Strecke als Funktion der Zeit (z.B. s(t) = L-at® + vot + s¢),
ist deren Ableitung die entsprechende momentane Geschwindigkeit (also v(t) = at 4 vg). Die Anderung der
Geschwindigkeit wire dann die Beschleunigung (also a(t) = a, in diesem Fall konstant).

Y

4

—— Merke 18.2  Ableitung als Grenzwert von Sekantensteigungen

Die Ableitung f’(x) einer Funktion f an einer Stelle x ist der
folgende Limes (= Grenzwert) von Sekantensteigungen.

RSN (RS0 (N (DR (O} 2

h—0 h u—w U—T

: «der Limes fiir h gegen Null von ... » bzw. «der Limes )
T von ...»

Die Quoffienten Slw‘.‘n“ "9 dor QQLGMJW ]
flx+h) - f(z) fu) — f(z)

und

h \k u—x

von Differenzen heisst Differenzénquotienten. c L p( PE
Der obipe Limes von Differenzenquotienten heisst Differentialquo- eog e

tient.

_3A=3

P(2) = 440

18.3 bleitung von Potenzfunktionen P (0) \ 3.2% 2

R Aufgabd 18.3 Bestimmen Sie die Ableitung von f(z) = 2, indem Sie ermitteln, wie sich der Differen-

zenquotient M fur h gegen Null verhilt 2 2 .
! % Y 3wt W (aEe )
© Df“wwz wqudl«lnt (k) - (%) — (\Hh) - X _ )}(/"gx L:c /{z/_ A (L‘

o.xpwm..(;ﬂ 2{4) ~?0 2'(-7)’:

=3 %x2+ %l +L2

3¢

W W
ok 3 +ZXL\+lA2) g
[z |2___) \4—30( x -0 - ﬁ 0 L\ochm M“"”d"’“{“"““ (‘3)’—:3”2

&« die Ableitung von )(3 ist 32 >
R Aufgabe 18.4 Leiten Sie f(z) = 22 ab (d. h. bestimmen Sie die Ableitung dieser Funktion). Vergleichen
Sie ihr Ergebnis mit dem friiheren Resultat, dass die Tangente an die Normalparabel im Punkt (p,p?) durch

t(x) = 2pxr — p? gegeben ist. 3 2 2 2 2
k)| = A 300 + 34l 407 = X743 L+ 3k
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# Aufgabe 18.5 Leiten Sie f(z) = z™ ab. w1 " ?"r...,-\- “l
& Dﬁumﬁwqiao'\r'w‘ M lmL) L _ e M B A
h
(s ‘? ‘(J= D (ux J'(L_,,u'("')) =:::|“ X K(ug "+ 2 b )
-0 —20 = = le

k +h[ )

Satz 1  Ableitung von Potenzfunktionen

Fiir beliebiges p € N* gilt: Die Ableitung von f(x) = a? ist f’(z) = pzP?~!. In Kurzschreibweise:
! b
(aP)" = pa?~! z R ()('ﬁ) = /ﬁl )(4
Vol!
/

Der obige Satz gilt auch fiir negative ganzzahlige Exponenten und kann dhnlich wie oben bewiesen werden. [x ) h K

Der obige Satz gilt sogar fiir reelle Exponenten. Der Beweis dafiir wird spater mit Hilfe der Exponentialfunktion
mit Basis e (= Eulersche Zahl), dem natiirlichen Logarithmus und der Kettenregel gefiihrt.

R Aufgabe 18.6 Was ist die Ableitung einer konstanten Funktion, wie z.B. f(z) = 17 OJN “\ (K) = Z'qu'
%Z\ Der Graph ist seine elgene Tangente (in jedem Punkt) und hat Steigung Null.

> [0 e B2 0= also Px)=0

18.4 Ableitungen von Vielfachen und Summen

Die Definition mit dem Grenzwert des Differenzenquotienten ist oft nicht praktikabel. Im Folgenden werden
Regeln fiir das Ableiten hergeleitet, mit denen schliesslich beliebige Funktionen (zusammengesetzt aus Standard-
Funktionen mit bekannter Ableitung) «einfach» abgeleitet werden koénnen.

Wos i} ok AQ(AJM‘ vor 3¢ 4 75 "
2.b Y=

R Aufgabe 18.7 Gegeben sei eine Funktion f(z) und deren Ableitung f’(z). Fiir eine beliebige reelle n=3
Zahl a € R betrachte die Funktion g(x) = a - f(x). Beweisen Sie, dass ¢'(z ) = a - f'(x). Der Beweis kann auf (-3 h
% X/= 2«
—?

verbchledene Arten erfolgen. Einerseits algebralbch mlt(ﬂ:lﬁad_aﬁre de orgeits geometrisch.
L 0 \_,/ a , ol gl =al b

\ Urz 'ﬁx)) -—af &/
/"‘A%LWA \c(‘» V“LI M (a i '
“q ¢ (a- ) =af

18.4.1 Vielfaches einer Funktion

18.4.2 Summe zweier Funktionen Ay
s
2& R Aufgabe 18.8 Gegeben sind zwei Funk-
g(x): y~ tionen f(@) und g(x) und deren Ableitungen Las
‘() und ¢'(z). Daraus wird eine neue Funktion
%(0(): x?' = f(x) + g(x) gebildet. Mit Hilfe des Differen- 2
zenquotienten kann man relativ einfach zeigen, dass N T
S(K) g¥(x) = f'(z) + ¢'(x). Mehr Einsicht gewinnt man 1is /_f(m)
aber mit einem geometrlschen Beweis. @
Skizzieren Siesl(x) und die Tangente an die Funk- !
tionen bei xy = 2. Zeichnen Sie Steigungsdreiecke
mit gleichem Az ein. Was ist die Steigung von A im T 09 \/
Punkt z¢ = 27 g()
: + i
dbdiancle, Brues: o ; -
— *h)- {
g k) _ g, {0 | @ - 42) - Pt
w " L-0
)
W20 ,

W0 & % 6( )
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—— Merke 18.3 Ableitung von Summen und Vielfachen

Die Ableitung der Summe von Funktionen ist die Summe der Ableitungen:
(f(x) + 9(x)) = f'(x) + g'(2) oder kwrz  (f+g)'=f'+4"
Die Ableitung eines (konstanten) Vielfachen einer Funkton ist das entsprechende Vielfache der Ableitung:

(a- f(z)) =af'(x) oder kurz  (a-f) =a-f" fiir beliebiges a € R.

R Aufgabe 18.9 Leiten Sie mit Hilfe der bereits bekannten Ableitungsregeln nach x ab: t{)) 4(“]' 3 +7
a) a(z) =™ b) b(x) = 5a* ) c(x) = a3+ 22 ¢ P(() X W +1
d) d(x) =7 e) e(z) == " £) f(x)

g4 g2 1 — ) \ 2
¢) glz) =1+z+ 222+ Lad ) h(z) = L W\M\au\d y ¥(X)= y (3“2)

T ) = ()

18.5 Ableitung von Exponentialfunktionen
Im folgenden soll die Herleitung der Ableitung von Exponentialfunktiynen skizziert werden. — 0{(,] Qa

=TT

X

Im ersten Schritt betrachten wir die konkrete Funktion f(z) = 2% und\yntersuchen deren Ableitung mit Hilfe
des Differenzenquotienten, um zu zeigen, dass die Ableitung bis auf eine mynlti likaﬁve K,(f)nstante die Funktion 2"\ 2

selbst, ist: . ( L)-— P(X) _ 2"“‘,_ 2x _2_’__ _ X (. <z <
e oy B =y 2 =y @50 =20y

X {
D.h.: Wenn wir die Ableitung von f(x) an der Stelle Null kennen, kennen wir die Ableitung — 2 . _F (0)

V(:ﬁié(x r?z?uegl etlacrh%(ralhﬁkr)r{ er?m%&%g% fnd giiltig, wenn man die Basis 2 durch eine allgemeine}xﬁﬁ positive Basis

a # 1 ersetzt. Es gilt also fir g(z) = a*:
F@ ) = a" g0 wobei 0) R

Die Zahl ¢’(0) direkt als Grenzwert zu bestiffinen, iibersteigt hier unsere Moglichkeiten. Anstatt g(0) fiir eine
gegebene Basis a zu bestimmen, suchen wir ejhe Basis a so, dass ¢’(0) = 1 gilt (d.h. die Ableitung bei 0 moglichst
einfach ist). Dies bedeutet, dass die Ableiturjg der Exponentialfunktion mit oief‘)%r 1378 die Funktion selbst ist. A {
+h) - a*-
W

AWy cudun @ o, chss) 4= ) = B FEETEE ol S8 = f,

W
Fov Mo o o‘)N dann wad, @X)l¢ a ’o{L_ 0* i hw O A%’iw«g.

Listing 1: Python-Code zur Annéherung der speziellen Basis fiir Ableitung 1 bei x = 0.

from math import e . .
s amax -3 Experiwninkell &sJW"‘W:a v o, go oliss
3 a_min = 2 a -1
a2 h = 1le-8 4 3 ﬂm u
5 genauigkeit = le-3 %“=0
6
7 def differenzenquotient(a):
8 return (a*x*h - 1) / h Di Nah
° iIeses Nanerungs-
10 while a_max - a_min > genauigkeit: a " 2 , 3 l 25’ \ 27‘ verfahren heisst
11 a = (a_max + a_min) / 2 - Intervallschachtelung.
12 if da:'LfHJl‘.ienrenz:nquotient(a) < 1: 0'4_4 ” 0'60-)3,1 l 4'0536 ] 0‘3462_(
13 _ = '
14 else: W 2u ‘L(Mu W W’ ‘ZML(M"I
15 a_max = a
16 print (£"{a=}") 2"‘,‘: &dﬁ_mu“ a 04& g
17 print(£"{e=}")
18 print(f"Fehler: {e - a}") \ A/ML(M!(MQ 4(”(,44
y -
< K |73
2 25 23 3
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—— Merke 18.3 Ableitung von Summen und Vielfachen

Die Ableitung der Summe von Funktionen ist die Summe der Ableitungen:

(f(x) +g(x)) = f'(x) + g'(x) oderkwz  (f+g) =f'+g"
Die Ableitung eines (konstanten) Vielfachen einer Funkton ist das entsprechende Vielfache der Ableitung:

(a-f(z)) =af'(x) oder kurz (a-f) =a-f  fir beliebiges a € R.

R Aufgabe 18.9 Leiten Sie mit Hilfe der bereits bekannten Ableitungsregeln nach x ab:
a) a(x) =z b) b(x) = 5z* ) c(x) = a3+ 22
d) d(z)=7 e) e(z) ==z f) fla)=x =
g) g(x)=1+z+ Fa*+ o h) h(z) = L

x

18.5 Ableitung von Exponentialfunktionen

Im folgenden soll die Herleitung der Ableitung von Exponentialfunktionen skizziert werden.

Im ersten Schritt betrachten wir die konkrete Funktion f(z) = 2% und untersuchen deren Ableitung mit Hilfe
des Differenzenquotienten, um zu zeigen, dass die Ableitung bis auf eine multiplikative Konstante die Funktion
selbst ist:

ESN

Die genau gleichen Umformungen sind giiltig, wenn man die Basis 2 durch eine allgemeine Basis positive Basis
a # 1 ersetzt. Es gilt also fir g(z) = a*:

g (z) = (a®) =a® - ¢'(0) wobei ¢'(0) € R

Die Zahl ¢’(0) direkt als Grenzwert zu bestimmen, {ibersteigt hier unsere Moglichkeiten. Anstatt ¢'(0) fir eine
gegebene Basis a zu bestimmen, suchen wir eine Basis a so, dass ¢’(0) = 1 gilt (d.h. die Ableitung bei 0 moglichst
einfach ist). Dies bedeutet, dass die Ableitung der Exponentialfunktion mit dieser Basis die Funktion selbst ist.

ESN

Listing 1: Python-Code zur Annéherung der speziellen Basis fiir Ableitung 1 bei x = 0.

from math import e
a_max = 3
a_min = 2
h = 1e-8
genauigkeit = le-3

def differenzenquotient(a):
return (a*x*h - 1) / h

while a_max - a_min > genauigkeit:
a = (a_max + a_min) / 2
if differenzenquotient(a) < 1:
a_min = a
else:
a_max = a
print (£"{a=}")
print (£"{e=}")
print (£"Fehler: {e - a}")
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—— Definition 18.1 Eulersche Zahl e und exp(z)

Die Eulersche Zahl e ist definiert als

1 n
e= lim <1 + ) A 2.718281828459045.. .,
n

n—roo

Sie ist eine der wichtigsten mathematischen Konstanten.
Der [natarliche Logarithmus Tnist der [Logarithmus zur Basis e
Man definiert die Funktion exp als:

exp(z) :=¢”

Die Funktion exp(z) = e” wird oft auch einfach als die Ezponentialfunktion bezeichnet.

Merke 18.4  Ableitung von f(z) = e” = exp(x)

(") =e" (exp(z)) = exp(x) @K/P = eVP

Die Ableitung der Exponentialfunktion mit Basis e ist die Funktion selbst.

Diese Eigenschaft mag erst mal als Kuriositdt erscheinen, ist aber fundamental wichtig.

Soll ein Vorgang beschrieben werden, dessen Anderungsrate proportional zu seiner Grosse ist (z.B. ist am Anfang
einer Epidemie die Zunahme der Ansteckungen proportional zur Anzahl der Infizierten sein), kann man zeigen,
dass nur Exponentialfunktionen diese Eigenschaft haben.

Merke 18.5
Alle Funktionen feiern eine Party. Da kommt der Ableitungsoperator und schreit: «Ich leite Euch alle ab!».
Alle Funktionen zittern vor Angst. Nur eine steht cool an der Bar und grinst: «Ich bin e*!». \‘4-...
oy
b
# Aufgabe 18.10 Leiten Sie f(x) = a® ab, indem Sie die Funktion mit Basis e schreiben. ' I

S Wi wisse binds ) 91) = o* {0 (sicke o Sufe () I expl)-oglt) (
(2] oxp'0) = wr(o) . D
2‘-" lOL 1w 131 2{0) {

x &(, ) _‘_ X QM&) * 2=
Q(X) - @ =. g . 'gﬁﬂﬁ"iJ bw. 2 = [obﬂﬁ(a-)
—-20 oann awdy bW—0 (Am ww;cLLLI-

b
=l Buls), db. wi Woan
Sdwebe E E ﬂ;«'w f‘:l) a“(‘} Q‘m__, — Q«(ﬂ 011’{0) ‘

] . e -4 = -
plo)= b (SF T £
& q \M (’]) U‘\‘u,'zm; l(x)“—" ) ﬁn(ﬂ .
4Tz Merke 18.6
Die Ableitung der Exponentialfunktion f(z) = a® ist (fiix beliebiges a > 0)
f'(x) = (a®) = In(a)a”.
Insbesondere gilt (e , D(Q M‘) =

19. Februar 2024 5 https://fginfo.ksbg.ch
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Qul4)= 0 U 4)= - 049
(2= 069 sS4z
0.(3)= 4,00..

18.6 Ableitung der Umkehrfunktion

Bestimmen Sie die Ableitung von |f(x) = In(x)|(Logarithmus zur Yy
Basis e). Gehen Sie wie folgt vor: (AMAL{L«,CML-L,'M 3

£
a) Zeichnen Sie die Graphen von f(z) = In(z) und g(z) = Dul). # ) -L_‘,
e® ins gleiche Koordinatensystem. Was ist der geometrische ’ % Und M} L~

. . ? 1.5 =
Zusammenhang dieser beiden Graphen? %, Q au

© Die Graphen dieser beiden Funktionen gehen durch / et
Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden 03 (o &lx.)/

auseinander hervor. Diese Spiegelung vertauscht
-2 -15 -1 -0 A 1.5 2.5 3 3.5 4 T
xundy. LT s

p b) An der allgemeinen Stelle soll die Ableitung bestimmt
&1)(0)._.1 werden. Fir zo = 2 skizzleren Sie im Punkt (zo,In(zg))

i " die Tangente tf an f(x). Skizzieren Sie die Tangente ¢, im ‘ "
gespiegelten Punkt an g(z). /

Sie-dhe-fangentensteigg vorrt;mit-Hitfeder Aoleltung von g(Z)-

e D"-‘ Shiog isk  obe AS[«L.? 9(1)- Sl Gl
Jﬁ\(&a{/n) a(ld)) = & &6:-)5 Yo (=

)-

=9

d) Schliessen Sie darats-atid

rtemnsteigung von ¢ und damit die Ableitungsfunktion von f(z) = In(x).

. Beim Spiegeln eines Steigunsdreiecks an der ersten Winkélhalbierenden werden
b uad 417 vertauscht. D. h. die Steigung von ist der Kehrwert der Steigung von 'l:g

‘ : 1 y_ A
/“50 ﬂm(XO): S{uﬂwav«« 'l'-g = o e

Diese NS colagupn oebe wd we (N v, =2, sgud bv Selibine wo,
r A
oUn lgMMuw ‘Dlu Qﬂ("o = "‘_ Lawe QM (x) = X

Merke 18.7  Ableitung des natiirlichen Logarithmus

Es gilt: )
(In(z)) = —.

T

R Aufgabe 18.11 Mit Hilfe der Babibwechbelformel leiten Sie f(x) = logb( ) fur eine beliebige Basis in
R*\ {1} ab.

/ Qu(x) — ()] =—— ( =44
logy()' = | =o") 17,4;) L ) L@ H L0 x

Merke 18.8 Ableitung einer beliebigen Logarithmusfunktion

Es gilt: /1
(logy(@) = 1. -

LY x

R Aufgabe 18.12 Analog zum Einfiihrungsbeispiel mit der Ableitung des natiirlichen Logarithmus, leiten
Sie die Funktion f(z) = /= als Umkehrfunktion der Funktion g(z) = 22 ab.

19. Februar 2024 6 https://fginfo.ksbg.ch
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4
x = x2
—— Merke 18.9  Ableitung der Wurzelfunktion
. 4y A A 24
Es gilt: A\ ) _ 4 2 A 2 {1
(X—z) = (ﬁ)lz;zi-x_% X/ =5 K =—2-X :E_Jf’
= N AR N2

Beachten Sie, dass die Wurzelfunktion auch als Potenzfunktion mit p = % abgeleitef werden kann (Beweis
fiir beliebige p spéter):
(zP) = paP1.

Diese Methode kann auf beliebige Umkehrfunktionen verallgemeinert werden:

N £ Lekaunt i)

Merke 18.10 Ableitung der Umkehrfunktion g

Die Ableitung der Umkehrfunktion f~!(z) ist

) = -ty

18.7 Ableitung als Approximation fn é[ww}

Die Tangente an den Graphen von f(x) in einem Punkt (zq, f(z0)) ist die beste lineare Approximation an die
Funktion. Insbesondere sind die beiden Graphen in einer kleinen Umgebung um den Punkt (xg, f(z¢)) kaum
zu unterscheiden. Konkret:

f(zo + h)|=|f(z0) + f/(z0)h fiir kleine h. \A Lleane Ll
Skizze: /\ Sldﬁah"a=£'(xa} =f—z— _ %1 l‘“

D Ml 2'(6) i e Poperkoditls-

Qo clor onghh, Wi vl el M‘w’
ad o FW\WO\\SWMA‘ ﬁuo‘u'(', wwy sih

o sk 10 soded Sl

£

’P’(")' L Ruw sowl
wadelt ol Fnhbing~
wea b

] Pk =4y

& Woan ve wachl
e Cnddione wd-

I’ Javm Wul-“
#l(st.)-ﬂn‘ So s‘o»((’]

1 | /ro WL QM\CLII

7

t t
t  Guly

Die lineare Approximation kann nun verwendet werden, um weitere Ableitungsregeln wie die Kettenregel einsich-

tig zu machen. Bewiesen wird die Kettenregel aber normalerweise iiber Grenzwerte von Differenzenquotienten,

was zwar «wasserdicht» ist, aber kaum eine intuitive Einsicht fordert.

Um die Kettenregel zu verstehen, ist erst eine kurze Repetition notig:

R Aufgabe 18.13

Bestimmen Sie folgende Ausdriicke:

a) flg() =)= 2
d) k(h(f(x)))

R Aufgabe 18.14
g9(h(x)).

l')S: ZSK

Gegeben sind die fiinf Funktionen f(z) = z°, g(z) = 2%, h(z)

Bestimmen Sie jeweils zwei nicht-triviale Funktionen g(z) und h(z) so, dass f(x)

— In(x), k(@) = V&.

a) f(x)=1In(2°) b) f(x) = V4= c) d) f(z) = (27)*
= o (5G) 2
it oc(x)= Qux) [x) = x
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18.8 Kettenregel

 lelx) = \%&I/

tionen f(x) und g(x). Daraus wird eine neue 1%
Funktion k(z) = f(g(x)) gebildet. L, N

K pis
a) Skizzieren Sie k(z). N >< \ /

b) Skizzieren Sie die Tangente ¢, im Punkt [ v

4
xo = 3 an g, die Tangente ¢y im Punkt g(xo) \\A
4.5

# Aufgabe 18.15 Gegeben sind zwei Funk- ( /

an f und die Tangente t; im Punkt xg. 1/ / \t3 Wh(l«l -

c¢) Was ist der Zusammenhang dieser drei - 0 /n}; s R B L z QLL‘«
Steigungen? -0 (Xo) Ko (2) ' ( _.A
Oder salopp ausgedriickt: « Wie fest wackeln / » ar & ? "") R ¢

die Funktionswerte, wenn zo wackelt?».

(Y d Y . ﬂ,l > -
%g’mrfu\lﬂ': ‘iu(aﬁ” MSH#Q(E)‘) (K) : Wﬂa\l so gl w g(%)

Mo wodlt Lelvo) = Dlg(w) §lale)). y7b)- le So s’ml. We Yo 2-(-4)

# Aufgabe 18.16 Gegeben sind zwei Funktionen f(z), g(z) und deren Ableitungen. Daraus wird die
Funktion k(z) = f(g(x)) definiert. Bestimmen Sie die Ableitung k’(z). Schreiben Sie dazu f, g und k als lineare
Approximationen.

I

Merke 18.11 Kettenregel G(%( ])) I
%

(f(g(@)) = f'(9(2)) - ¢' () oder kurz - (fog)' = (f'og) ¢

f wird dussere Funktion, g innere Funktion genannt.
Der Operator o bedeutet die Verkniipfung von Funktionen und f o g wird «f nach g» gelesen.

R Aufgabe 18.17 Bestimmen Sie folgende Ableitungen. In einigen Féllen kann die Funktion nach Umfor-
mungen auch ohne Kettenregel abgeleitet werden.

() c) f(z) =1In(z") d) f(z) =In(e") B.kioaf

g) f(z) = (In(x))* h) f(z) = 1y e
e ux

R Aufgabe 18.18 Mit Hil%ﬁ(ettenregel ann nun die Formel zur Ableitung von Potenzfunktionen {') " e/h/"

f(z) = 2P fur alle Exponenten /E’W bewiegen werden. Vorgehen: Schreiben Sie f(x) als Exponential-

funktion mit Basis e, wenden Sie ein Logam&«(?)lsg setz an, leiten Sie ab und formen Sle wieder um. ‘ vnd v =-1

%2 X) =yf = e'aufxf) = ’a(x')) wh ald)= of wd blr)= Pﬁ“")
b Rbend: ()= X wdd blx)= P[ﬂlt)/ -pr

J _ [ L _ p mlx . ] i -

{(X) = O (E(Y)) L(X) ep AF X XP-4 E;i'{_. @P)'___ )(F 1 F‘\'."‘ Pel?
X px = P —
18.9 Produktregel @}_»J) ) -2 _ %x 4

Als «letzte» Regel leiten wir die Produktregel her. Diese Herleitung ist technisch und gibt Embhck in einen in =,Q____
der Mathematik «geldufigen Trick», wo zu Termen Null addiert wird (oder mit Eins multipliziert wird). 3 —\3”(1

# Aufgabe 18.19 Gegeben sind zwei Funktionen f und g und deren Ableitungen. Zu bestimmen ist die
Ableitung der Funktion k(z) = f(z) - g().

19. Februar 2024 8 https://fginfo.ksbg.ch
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k(y) = 9)3() olis Produkl vou Qwi&

W) = tim FEER k@) S@h) gt h) - f@)-g() _
h—0 h h—0 h
/ 0

(aP(X)a(X})I g SR 9@ ) —f(@) - (x+h)+f() g(x+h)—f(@) g(x) _

(#lew) = £00) afectd + 20 [ glerb) = ¢lx]

0 ok (th) - 3
= P <£_(h_)—_£ff_ gbet) + Pl 5 .4”‘*)
W0

= ) 4l + y(x)-g'(r)J

Merke 18.12 Produktregel
F (f(2) - g(@)) = f'(@)g(x) + f(2)g'(z) oder kurz  (fg)" = f'g+ fd

« Aufgabe 18.20 Gegeben sind Funktionen f(z), g(z) und deren Ableitungen. Daraus wird die Funktion
p(z) = f(z) - g(x) definiert. Bestimmen Sie die Ableitung p’(x), indem Sie p(x + h) mit Hilfe von f und g und
deren linearen Approximationen im Punkt zg schreiben. Aus dem Resultat kann die Ableitung von p abgelesen
werden. Der Term in h? ist fiir kleine h vernachliissigbar.

R Aufgabe 18.21 Leiten Sie ab:
a) f(z) =2*In(z) b) f(z) =z e" c) fla)=2" 272 d) f(z) =22

# Aufgabe 18.22 Mit Hilfe der Produktregel und der Kettenregel leiten Sie die Quotientenregel her.
Bestimmen Sie die Ableitung von k(z) = *5 E;ﬂg , wenn die Funktionen f und g und deren Ableitungen gegeben
sind. Schreiben Sie dazu die Funktion als Produkt. -1

“ ) = B = gl g = 0 ) b o.(x) ;z -

= (1)«
/
'(x) ML) /lghl) + P (a(q(x)))
k _c'(x)—:— —t—.ﬁ(x) a{fa(x)) g(x) (’f + g(x) ( J’T) %(x)

. _4»_'(,_) | fWeld 0l &)- g
ol G (g&F

Merke 18.13  Quotientenregel

(L2 )’: ['(@)g(@) = f(2)g' (@) — )’: 7’9 1o
e

(Kt boraress ’)
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R Aufgabe 18.23 Leiten Sie ab und vereinfachen Sie:
n(x g T e’
a) f(z) = 2 b) f(z) = 4 ¢) fla) = B d) f(@) = 4=

18.10 Termanalyse, Termbidume und Ableitungsregeln

Das Wichtigste beim Ableiten komplizierterer Funk- Beispiel:
tionen ist zu erkennen, welche Regel angewendet wer- . 2 e’ —In(3-x) .

’ Der Ausdruck s _— d
den soll. Hierfiir ist es hilfreich, die Funktion als e Ausaruck st (x )+ 2+1n(3) Wit
Baum darzustellen. Je nach Operation oder Funk- als
tion in der Wurzel und der Art der Unterbdume +
wird die entsprechende Regel angewandt und die Un- sin 7 - dargestellt.
terbdume abgeleitet. Zur Repetition: « Termanalyse, A RN
Kapitel 2.2, Seite 15». /N /* .

Funktionen werden als Knoten mit nur einem Unter- 2 exp In _;_
baum dargestellt. Speziell wird die e*-Funktion als ! ! 2/ \1
«exp» notiert. * N\ p
3 X 3
R Aufgabe 18.24 Zeichnen Sie die entsprechenden Termbaume fiir folgende Ausdriicke ohne Vereinfachen.
1 3
A3 e”
I (32— v2) -2t by 22 2
a) In z—2)-e ) I (V7) c) x+w+4‘x
d) y/In (22 +e®) e) e 4 (e°)" + e f) 2 —+r+In(z)- e”

18.11 Ableitungsregeln mit Bidumen

Im Folgenden steht A fir beliebige Ausdriicke ohne z. Ausdriicke, bzw. Funktionsterme, die x enthalten, werden
mit f und g geschrieben:

Regel Funktionsterm Ableitung Algebraisch
Konstante A 0 (¢)) =0
Konstanter Faktor R S c- f(x)) =c- f'(z
a a (e @) = 5@
f * ! ! A
Kettenregel | R (f(g(2))) = f'(g9(z)) - ¢'(x)
g9 " g
g
* +
Produktregel N\ PN (f(z)-g(x)) = f'(x) g(z)+ f(z) - ¢'(x)
g M\ AR
"9 f ¢
- - / ’ ’
Quotientenregel 7\ B PN N ( ggig ) =1 (x)-g((:z)(;)J;(Qz)-g (2)
f g PN . /N
/ \ / N\ g 2
"9 f ¢

Merke 18.14  Ableitungen einiger Grundfunktionen

(@) =pa"™" (") =" (") =In(a)a”  (In(x)) = % (log, (2))" =

R Aufgabe 18.25 Leiten Sie ab und vereinfachen Sie:
a) e* b) x-2° ¢) Jn@

d) 5 e) In (V27 B o Jotr L

19. Februar 2024 10 https://fginfo.ksbg.ch
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R Aufgabe 18.26 Leiten Sie ab. Das Resultat braucht nicht vereinfacht zu werden.

e~ =.In(x) In(z?-1 i - ‘ 4-In(bx-6%
2) fla) = LEL b) flz) = SE- - 2! R T

R Aufgabe 18.27 Leiten Sie ab und vereinfachen Sie (Resultat in ¢) als Bruch).
a) f(z) = (22 — 2z +2)¢” b) f(x):—%—i c) f(x):g”z#fw—i-ﬂn(x—l)

x

« Aufgabe 18.28 Bestimmen Sie die hundertste Ableitung f(1%0) von f(z) = 22 - e®.

18.12 Ableitung der trigonometrischen Funktionen

In der Analysis werden wir fortan die Winkel immer im Bogenmass angeben. Das hat praktische Vorteile,
wie gleich ersichtlich sein wird.

Repetition Bogenmass: Das Bogenmass eines Winkels ist die Lange des entsprechenden Bogens auf dem
Einheitskreis. D.h. 0° bis 360° entspricht dann dem Bogenmass von 0 bis 2.

Gradmass ‘ 270° ‘ 360°

Bogenmass 0 T -5 s 2m

18.12.1 Gleichmaissige Kreisbewegung

Wir betrachten einen Punkt P, der eine gleichférmige Kreisbewegung im positivem Umlaufsinn auf dem Ein-
heitskreis mit Geschwindigkeit 1 und Startpunkt (1,0) (zur Zeit ¢ = 0) ausfithrt. Wir notieren mit P(t) die
Koordinaten vom Punkt P zum Zeitpunkt ¢.

o Tragen Sie die Zeitpunkte im Einheitskreis (z.B. mit ¢ = 0) ein, zu denen sich der Punkt P auf den Achsen
befindet.

« Tragen Sien der Skizze den Punkt P(0.5) ein, also P zur Zeit t = -

e Zum Zeitpunkt ¢ hat P die Koordinaten P(t) = (z(t), y(t)), wobei x(t) und y(t) zwei Funktionen sind.
Welche genau? Tragen Sie diese ebenfalls in der Skizze ein.

o Wie lang ist der Geschwindigkeitsvektor #/(¢)?

« Was ist die Beziehung zwischen OP(t) und #(t)?
o Zeichnen Sie 9(t) ein.

o Tragen Sie die Komponenten von ¢(t) ein.

o In welche Richtung wirkt die Beschleunigung @(t)?

Die Komponenten von #(t) entsprechen den Ableitungen der Koordi-

naten von P(t). Y
"
Merke 18.15  Ableitung von Cosinus und Sinus
Fiir z im Bogenmass gilt:
(sin(z))" = (cos(x))" =
—1 L
o) gy

R Aufgabe 18.29 Wie gross ist die Geschwindigkeit der Kreis-
bewegung, wenn man den Winkel im Gradmass misst, d.h. eine Um-
drehung erst nach ¢ = 360 vollendet ist? Was bedeutet das fiir die
Ableitungen von sin(«) und cos(a) wenn « im Gradmass gemessen
wird? 1

19. Februar 2024 11 https://fginfo.ksbg.ch
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R Aufgabe 18.30 Leiten Sie tan(z) ab. (z im Bogenmass).

R Aufgabe 18.31 Sei P(t) = (cos(t),sin(t)). Bestimmen Sie den Beschleunigungsvektor d(t), indem Sie
O_P(t) zwei mal ableiten. Wie gross ist der Betrag der Beschleunigung? Was ist die Richtung von @(t) beziiglich
OP(t)?

19. Februar 2024 12 https://fginfo.ksbg.ch
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18.13 Ldosungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben koénnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-

reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Verstindnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricks», zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

< . . o . . . . . .
X Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und/oder die Theorie in einen grosseren

Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 18.2 cxableitungenskizzicren

3
2
9 2
=1 2 1
1 1
// 0 0
0 0 -1
-2 -1
-1 -1 —4-3-2-10 1 2 3 4
/ —2
9 -2 2 -1 0 1 2

a) a'(x) = 4224

c) d(z) =322+ 2z d) d'(x)=0
e) ¢(z)=1 f) f(z) = («2)
g) J(@)=1+z+ 5o h) b'(z) = (

R Losung zu Aufgabe 18.12 cxwursel-ableiten

Gesucht ist die Tangentensteigung an den Graphen von f(x) = y/x. Wir wahlen einen Punkt (xg, /Z¢) auf dem
Graphen von f(z). Der entsprechende Punkt auf g(x) hat die Koordinaten (1/Zg, o). Die Tangentensteigung
in diesem Punkt erhalten wir durch die Ableitung von ¢'(z) = 2z, also ¢'(\/Zo) = 2/%q.

Der Kehrwert davon ist die Tangentensteigung an der Stelle xg. Wir folgern

wLﬁSung zu Aufgabe 18.13 ex-funktionen-verschachteln

5

a) f(g(z)) = (27)°
d) k(h(f(2))) =

b) g(f(z)) = 2"

In (%) ©) g(f(h(x))) = 200"

R Losung zu Aufgabe 18.14 cctunktionen-entschachteln

g(z) = In(z), h(z) = 2°
g(z) = 2%, h(z) = 2?

g(:,C) = \/57 h(x)

41
9(a) = 22, h(r) = 2°
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# Losung zu Aufgabe 18.16 cxictrenregclmit-linearer-approximation-herleiten
Es gilt f(zo + h) = f(zo) + f'(xo)h und g(zo + h) = g(zo) + ¢'(x0)h. Es gilt also:

k(zo+h) = f(g(zo+h)) = f | g(zo) +h-g'(x0) | = f(g(x0))+haf'(g(z0)) = f(g(x0))+h-g'(x0) f (9(x0))
——

ha

Der erste Term ist k(z¢), der zweite ist also h - k' (z¢). Wir schliessen daraus

(flg(=)) = f'(g(x)) - g'(x)

Intuitiv kann man die Sache wie folgt verstehen: Das Argument in f dndert sich nicht mit Anderungsrate 1 (wie
wenn dort nur x stehen wiirde) sondern mit Anderungsrate ¢'(x). Darum wird die Anderungsrate noch damit
multipliziert. Man spricht von der inneren Ableitung.

R Losung zu Aufgabe 18.17 cx-kettenregel-anwenden
Die Hauptschwierigkeit besteht darin, die dussere und innere Funktion zu bestimmen. Wir schreiben f(x) =

g(h(x)):
a) g(z) =e® und h(z) = 22. ¢'(z) = e® und h'(z) = 22. Und damit f'(z) = ¢'(h(z)) - ' () = e - 2z.
) g(x) = 22, h(x) = €%, ¢'(z) = 2z, ' (z) = . Und damit f'(z) = ¢'(h(z)) - h'(z) = 2% - e = 2*.

) g(z) =In(z), h(z) =27, ¢'(z) = L, W'(z) = 725. Und damit f'(z) = ¢'(h(z)) - h'(z) = - - T2 = L.
Hétte man umgeformt als f(z) = 7ln( ) wire die Sache etwas einfacher gewesen.
)

g(z) =In(z), h(z) = e”, ¢'(x) = -, W' (z) = e”. Und damit f'(z) = ¢'(h(z)) - h'(z) = L - e* = 1. Hitte
man umgeformt als f(z) = « wire die Sache sofort klar.
f'x) = 9’(h(’€($))) - (h(k(2)))" = g'(h(k(x))) - ' (k(x)) - k' (z)

g(x) = e, h(z) = pln(z), ¢g'(x) = e*, W' (z) = - und damit f'(z) = ¢'(h(x)) - '
8) 9(x) = o, h(z) = In(z), ¢'(z) = 42, W'() = L und damit f'(x) = g'(h(z)) - ¥
h) f(z)=(k ( ))” 1. Aussere Funktion g(z) = 2!, innere Funktion h(z) = k(z), ¢'(z) = —z =2, b/ (z) = k()

und damit f/(z) = ' (h(x)) - b () = —(k(2)) 2 - K'() = —Erle) -

o

o

o,
Nad

N IR

fLﬁSung zZzu Aufgabe 18.20 ex-produktregel-mit-linearer-approximation-herleiten
Es gilt f(z 4+ h) = f(z) + f'(z)h und g(z + h) = g(z) + ¢'(x)h. Das Produkt ist

plx+h) = f(x+h) glz+h)=(f(z)+ f(x)h) - (9(x) + ¢'(x)h) =
f(@)g(x) + h(f(z)g (x) + [ (x)g(x)) + h* [ (x)g' (x)

Der erste Teil ist p(x), der zweite Teil ist eine lineare Approximation von p, also p'(x) = f(z)g'(x) + f'(z)g(x).
Der letzte Teil ist fiir sehr kleine h vernachléssigbar.

R Losung zu Aufgabe 18.21 cx-produktregel-anwenden

a) f/(z)= (2% ln(x))/ =422 - In(z) + 22 - L =2 . (1 + 42In(z))

b) f(a) = (VB e) = VEe + b ot = o - 2251

) flle)=(2"-272) =In(2)- 2% - 2427 (-2) -2

d) f(z) = (25 x4)/ =52* - 2% + 25423 =928  Hier hiitte man besser zuerst umgeformt.

R Losung zu Aufgabe 18.23 cxquotientenregel-anwenden

a) f/(l'): ( In(x) )/: L 2%—In(z)-32®  22—32%In(x) _ z2(1-3In(z)) _ 1-—3In(x)

w3 (w3)2 - :166 366 - 3:4
! x® ! 5zt.23 25322 227 : 5 3
b) fl(x)=(-5&) = @ = =% =2z Zuerst vereinfachen wire einfacher gewesen!
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I 1 9% _Jog,(x)In(2)-2" 2% (e — 2 n(2 1 _In(z
C) f’({L‘) _ ( 1Og22m(a;) ) _ s g2 () In(2) _ ( n(2)z (21)1;(2) ( )) ln(2)1‘2$ ()
x / x x .e® — —
d) f/(a) = (L) = Cogele - 20D _ o 22
R Losung zu Aufgabe 18.24 cx-termbaueme-seichnen
1 3
e _l’_ =
1 (3. _ 2) o 2-da b) 2 2
a) In r—V2)-e ) I (V7)
N -
In exp P
‘ + In
_ B SN !
/ N 2/ \ /*\ /T\ \/>
* : * - T !
7N\ i 7N\ VAN 3 2 z
3 = 9 4 x 1 2
¢) x4+ 4e d) y/In (22 +e?)
" Vv
/ \ . I
/N 7 ' N l‘n
T A exp *
/0 | N\ /+\
r 2 =z 4 /A\ exp
P
e) e + ()" + e f) z—Vr+In(z)- e”
+ +
RN PN
+ exp — *
7N ‘ /N /N
exp A A r - In exp
exp ©&Xp T T e a‘j x Q‘U

> .o
R Losung zu Aufgabe 18.25 cx-dem-teufel-cin-ohr-ableiten

a) Kettenregel. Aussere Funktion: e”, innere Funktion 2z. Also (e%)/ =e

2z

b) Produktregel. (z-2%) =1-2% 4 2 -1n(2) - 2* = 27(1 + In(2)z).

In(z)

z—In(z)-1

_ 1-In(x)

x

¢) Quotientenregel. (

ﬁ

2

-+ V€% In(4z) —V/eT -

In(4x)

e) (In(v2)) = =

B () =

2
T Ta@)

(In(4a))?

1
227
Das konnte man auch billiger haben, indem man zuerst vereinfacht: In (\/ 2”5) =In (2 2

(In(4x))?

. 111(2) L9T — In(2)-2% _

2.2T

In(2)
2

I
f) (ez '\/x+%) =t 2weyfot - te” e (1= o)

> .o
R Losung zu Aufgabe 18.26 cx-ableiten-bis-zum-abwinken

) fla) = A

x2

f'(=) =

-2

m‘ﬂ
~—
Il

|
—
j}
—~
\V]
—
I
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In(z?— —x2
b) f(il’) = 14-§0g7(éll%) - 21

f/( ) _ (ﬁ . 2:17) . .’E4 . 10g7(42) — 1n(9€2 — ].) . (4£C3 . 10g7(42)) ) (2) 217$ (_2)
B a8 - (log;(42))°

_ 3 4In(5z-6")
c) fla)y=142x ROl

Hier lohnt es sich, zuerst ein bisschen zu vereinfachen, ndmlich
In (52 - 67) = In(5) + In(z) 4+ 2 1n(6) und
U/z8 In(9) = 2 - (In(9)) 7.

Wir leiten also f(z) =1+ 22° — 4 @) Hn@)+en®) .
™7 (In(9)) 77

(L +1n(6)) -z - (In(9)) = — (In(5) + In(z) + 21n(6)) - Sz - (In(9)) +

") = 0+ 622 — 4 5 p)
oy =0+ o (o) T

*Lﬁsung zu Aufgabe 18.27 ex-ableiten-mit-vereinfachen

a) f(z) = (22 —2z+2)e”

(z+D)(x-1)+2  22+1
rz—1 r—1 r—1 oz —1

X Losung zu Aufgabe 18.28 conunderste-ableitung

Man bildet die ersten Ableitungen, um eine Gesetzméssigkeit zu finden.

fl(x) =2z -e® + 22%e® = (2% +21) - e

f'(x) = 2z + 2)e® + (22 + 27)e® = (22 + 4x + 2)e”

" (x) = (22 +4)e® + (2% + 4o + 2)e® = (2% + 62 + 6)e”

Man stellt fest, dass man immer ein Polynom zweiten Grades multipliziert mit e® erhélt. Etwas allgemeiner:
(9(x)-e”)" = g'(x)e” + g(w)e” = (g(x) + g'(x))e”

Wenn g(z) ein Polynom n-ten Grades ist, dann ist g(z)+g¢’(z) wieder ein Polynom n-ten Grades. Der Koeffizient
der hochsten Potenz von x &ndert sich nicht.

Untersuchen wir den allgemeinen Fall mit g(x) = 22 4 ax + b. Wir erhalten ¢’(x) = 22 + a und damit
g(x)+g'(x) =22+ (a+2)x + (a +b).

D.h. der Koeflizient von x wir immer um 2 grosser. Die Konstante wird immer um den Koeffizienten von x
grosser.
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Damit bilden die Koeffizienten von = eine arithmetische Folge mit a1 = 2 und d = 2, die Konstanten eine
arithmetische Reihe (mit erstem Glied 0 und d = 2).

Damit lassen sich die Koeflizienten des n-ten Polynoms angeben:

Koeffizient von x: 2n
ai+an 0+2(n—1)
= =n- 5 =n(n—1)

Konstante : n -

und damit:
= (2 +2n-z+n(n—1))e"

£ = (22 4 200z + 9900) €

R Losung zu Aufgabe 18.29 cx-im-gradmass-ableiten
Der Betrag der Geschwindigkeit (d.h. Lange des Geschwindigkeitsvektors) ist nicht mehr 1 sondern % = <80
Fiir die Ableitungen heisst das

sin(a)’ = 17;0 - cos(a) und
cos(a) = —1;;—0 -sin(a).

Darum ist das Bogenmass so viel eleganter.

R Losung zu Aufgabe 18.30 cxtangens-ableiten
Fir z # 5- + km mit k € Z gilt:

sin(x) )’ _ cos(zx) - cos(x) + sin(z) sin(x) 1
(cos(z))? cos(z)?

(an(o)) = (

cos(z)

‘RLﬁsung zu Aufgabe 18.31 ex-beschleunigung-im-einheitskreis
N /
(t) = (OP(t)) = ((cos(z)), (sin(z))') = (- sin(z), cos(z)).

d(t) = (7))’ = (= sin(2))', (cos(x))') = (— cos(x), —sin(x)) = —OP(t)

Der Betrag (Lénge) der Beschleunigung ist ebenfalls 1. Die Richtung ist entgegengesetzt der Richtung von O]D,
was auch Sinn macht. Denn in diese Richtung wirkt die Zentripetalbeschleunigung. Oder man stellt sich den
Punkt an einem im Kreiszentrum befestigten Faden vor.
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