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8 Satzgruppe des Pythagoras

8.1 Bruchverbrechen

R Aufgabe 8.1 Falls ein Fehler vorhanden ist, erklaren und korrigieren Sie diesen. Wenn kein Fehler
vorhanden ist, erkldren Sie, wie man das einfacher machen konnte.
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1) Seien a und b zwei reelle Zahlen. Was lisst sich iiber die Vorzeichen von a und b aussagen, wenn man
weiss, dass a - b < 07

m) Seien a und b zwei reelle Zahlen von denen man weiss, dass a - b < 2. Was lasst sich iiber die Vorzeichen
von a und b aussagen?

8.2 Satzgruppe des Pythagoras

—— Satz 1  Satz des Pythagoras

AN
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R Aufgabe 8.2 Beweisen Sie den Satz von Pythagoras mit folgenden Skizzen:

a) b) c)

8.2.1 Hohen- und Kathetensatz

Um den Hohensatz herzuleiten, driicken Sie
c? einmal mit a, b und einmal mit p, q aus, set-
zen Sie die beiden Ausdriicke gleich und iso-
lieren Sie das Produkt pq.

AN

Fiir den Kathetensatz, driicken Sie a? mit h
und p aus und ersetzen Sie h? mit Hilfe des
Hohensatzes und klammern Sie p aus:

Satz 2 Hohen- und Kathetensatz

In einem rechtwinkligen Dreieck teilt die Hohe h auf die Hypotenuse ¢ diese in zwei Hypotenusenab-
schnitte, p und ¢ (wobei p néher bei a liegt). Es gilt:

Ho6hensatz: pg = h? Kathetensatz: cp = a® und cq = b?

R Aufgabe 8.3 In einem rechtwinkligen Dreieck teilt die Hohe h auf die Seite ¢ diese in zwei Hypotenu-
senabschnitte, p und ¢, wobei p ndher bei a liegt. Von den sechs Strecken a, b, ¢, h, p und ¢ sind jeweils zwei
gegeben. Finden Sie Formeln, um daraus die anderen vier zu berechnen.

a) a, b b) a, p ) p g d) p, c
® Aufgabe 8.4 Der Hohensatz und der Kathetensatz kénnen fiir die konstruktive Verwandlung von
Rechtecken in flichengleiche Quadrate gebraucht werden.

a) Konstruieren Sie mit Hilfe des Hohensatzes ein Quadrat, das die gleiche Fliche wie ein gegebenes Rechteck
hat.

b) Konstruieren Sie mit Hilfe des Kathetensatzes ein Quadrat, das die gleiche Flache wie ein gegebenes
Rechteck hat.

c) Gegeben ist ein Quadrat mit Seitenlinge s und eine Streckenlénge z. Konstruieren Sie mit Hilfe des
Hohensatzes ein Rechteck mit Seitenldnge z und gleicher Fléche wie das Quadrat.

d) Gegeben ist ein Quadrat mit Seitenldnge s und eine Streckenlidnge x. Konstruieren Sie mit Hilfe des
Kathetensatzes ein Rechteck mit Seitenlénge x und gleicher Flache wie das Quadrat. Was ist zu beachten?
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8.3

Spezielle rechtwinklige Dreiecke

K Aufgabe 8.5 Ein rechtwinklig gleichschenkliges Dreieck hat die Hypotenuse ¢ und die Katheten a = b.

a)
b)

Berechnen Sie ¢, wenn a gegeben ist.

Berechnen Sie a, wenn ¢ gegeben ist.

R Aufgabe 8.6 In einem Dreieck mit den Innenwinkeln 30°, 60°, 90° sei ¢ die Hypotenuse, a die kiirzere
und b die ldngere Kathete.

Wenn jeweils eine der drei Léngen gegeben ist, berechnen Sie daraus die anderen beiden.

8.4

Regulares Tetraeder

Das Tetraeder ist ein platonischer Korper bestehend aus 4 gleichseitigen Dreiecken mit Seitenlénge s.

Anzahl Flachen:
Kanten:

Anzahl Ecken:
Seitenhohe:

Korperhohe:

*Aufgabe 8.7 Folgende Aufgaben sind grisstenteils aus der Aufgabensammlung von Angelika Rupflin der Kantonsschule am

Burggraben St. Gallen

1.

10.

11.

12.

13.

Gegeben sind zwei Quadrate mit den Seitenldngen 3 cm und 5 cm. Konstruieren Sie ein Quadrat des-
sen Fldcheninhalt a) mit der Summe b) mit der Differenz der Inhalte der beiden Quadrate
iibereinstimmt.

Zeichnen Sie ein Quadrat mit der Seitenlinge a = 3 cm und konstruieren Sie dann ein Quadrat, das
a) den halben, b) den doppelten, ¢) den dreifachen Inhalt wie das urspriingliche hat.

Konstruieren Sie (ausgehend von ganzzahligen Streckenldngen) auf mindestens 2 verschiedene Weisen ein
Quadrat mit dem Flacheninhalt
a) 5cm? b) 27 cm?

Welchen Radius muss ein rundes Backblech mindestens haben, um eine rechteckige Tiefkiihlpizza mit den
Abmessungen 22 cm x 17 cm in den Ofen zu schieben.

Berechnen Sie die theoretische Blickweite von einem 100 m hohen Leuchtturm aufs Meer. (Erdradius
6.37 - 10° m)

Wie weit unter Wasser liegt die gerade Verbindungslinie von Romanshorn nach Friedrichshafen? Machen
Sie eine Skizze. Erdradius: 6370 km.

Wie hoch darf ein 60 cm tiefer Schrank hochstens sein, damit man ihn aus der liegenden Position in einem
2.4 m hohen Raum durch Kippen aufstellen kann?

Berechnen Sie die Lénge aller Seitenhalbierenden in einem rechtwinkligen Dreieck aus den Kathetenléngen
a und b. a) a=6und b=10 b) allgemein mit Parametern ¢ und b

Von einem allgemeinen Dreieck ABC' kennt man die Seite ¢ = 56 cm, die Hoéhe h. = 15 cm und die
Seitenhalbierende s. = 17 cm. Berechnen Sie die Lénge der Seiten a und b.

Gegeben sei eine Strecke der Lénge a.
Konstruieren Sie a) +/6la b) 153a c) V7a

Gegeben sind die Punkte A = (—3,—2), B = (6,1) und C = (—5,4). Priifen Sie durch Rechnung, ob das
Dreieck ABC rechtwinklig ist. (Achtung: Hier ist keine Zeichnung verlangt!)

Uberpriifen Sie durch Rechnung, ob das Dreieck ABC mit A = (2,1), B = (1,10) und C = (6,5)
rechtwinklig ist und geben Sie den Flicheninhalt an! (Keine Zeichnung!)

Verwandeln Sie ein Dreieck mit den Seiten 3 cm, 4 ¢cm, 5 cm in ein flichengleiches Quadrat.
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14. Verwandeln Sie ein Quadrat mit Seitenlédnge 7.5 cm in ein flichengleiches Rechteck, dessen eine Seite 5.5
cm lang ist. Erldutere kurz dein Vorgehen!

15. Ein Matrose sitzt auf hoher (und ruhiger) See im Ausguck eines Schiffes 25 m iiber dem Wasser. In welcher

Entfernung (Luftlinie) sieht er frithestens
a) eine auf dem Wasser treibende Luftmatratze?

b) einen anderen Matrosen, der seinerseits in einem Ausguck 30 m {iber der Wasseroberflache sitzt?
Hinweise: Fertigen Sie eine Skizze an. Erdradius: 6370 km

R Aufgabe 8.8

a) Berechnen Sie aus a und b die Langen der Strecken b) Berechnen Sie s und r aus a = 4v/5 und h,. = 8.
AB, MB und CB.

B

|

P! 1 X ‘
< a ><t— p —] A

# Aufgabe 8.9 Berechnen Sie aus a den Radius = der skizzierten Fiillkreise.

a) b)

< a =

MooIRI( 09-,0€ Sep 9IS ueyong :(e Nz semuly
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8.5 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-

reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

-g® . . o . . . . . .
X Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und/oder die Theorie in einen grosseren

Kontext zu stellen.

R Losung zu Aufgabe 8.1 cx-bruch-verbrechen

a) Falsch. Richtig: 2 - =

2ab

ab 3 ab
a? — b2 1

b) Richtig, aber unnétig kompliziert.

a2 —p2

a2 —p2 "
a bla—b) ala+bd)

a+b

= . Erweitern ist unnotig beim

"a—b a? — b2 a? — b2

Multiplizieren (nur zum Addieren muss erst gleichnamig gemacht werden). Es kann nachher wieder gekiirzt

erden b ¢ ab
w . . =
a+b a-—0» a? — b2

bla—0b) ala+b)

_ bla—10)-ala+b)

c¢) Falsch. Richtig wére Ry R s

a® + ab

(2127

ab — b? a? +ab — (ab— b?) a? + b2

d) Falsch. Schutzklammer setzen: —;
a? — b?

—_p2 a2 — b2 T a2 — b2

e) Falsch. Gekiirzt werden kann nur aus Produkten von Briichen.

f) Falsch. Schutzklammer setzen:

b —ab 1

1
= —(® —ab) = —— —b* +ab

a? —ab

g) Falsch. Punkt vor Strich! (Und es wurde unnétigerweise fiir eine Multiplikation erweitert).

1 a? —ab

a? —ab
(a+b)?

a2 — b2 +

a2 — b2 a2 — b2 a2 — b2

(a—b)? _(2(a2—b2) o >: (a+b)2+(a—b)? — 22— a®

/cz%—/l)2 a2 — 12

h) Falsch. a kann nicht ausgeklammert werden (und dann auch nicht gekiirzt werden).

i) Falsch: Aus Differenzen und Summen. ..

j) Falsch. Auch = muss mit 6 multipliziert werden. Die Operationen werden immer auf die gesamte linke

und rechte Seite angewandst.

4dr — 5

= —_— . 6
5 T+ |
dr —5=6x+5
k) Falsch. Die neue Gleichung hat zwar die gleichen Losungen, es wurde aber nicht 42 sondern 4% subtra-
hiert. Richtig:
dx+7  4+5zx | 4o 4
6 6 6 6
3_=
6 6

1) Wenn ab < 0, muss eine Zahl positiv und die andere negativ sein. D.h. Entweder (¢ < 0 und b > 0) oder

(a>0und b < 0).

m) Nichts, jede Kombination ist moglich (man nehme z.B. alle méglichen Zweier-Kombinationen von +1 und

1)
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R Losung zu Aufgabe 8.2 cxpythagoras-beweise

a) Mit den Katheten a, b und der Hypotenuse ¢ kann man die Gesamtfliche auf 2 Arten berechnen und die

entstehende Gleichung vereinfachen:

1
(a+b)?*=c*+4- <2ab)
a® + 2ab+ b = + 2ab

a®>+ b2 =¢?

was zu beweisen war.

| — 2ab

b) Mit den Katheten a, b und der Hypotenuse ¢ kann man die Gesamtfliche auf 2 Arten berechnen und die

entstehende Gleichung vereinfachen:

1
A =(a—0b)*+4- <2ab>
= a® — 2ab + b* + 2ab

A =a?+ b
was zu beweisen war.

¢) Zuerst ist zu bemerken, dass die Dreiecke AAB;C; und
A Ay BCy deckungsgleich sind mit AABC und durch Dre-
hungen um 90° erhalten wurden (gleiche Winkel, gemein-
same Seite b, bzw. a).

Damit gilt, dass die Strecken [AB;] und [BA] und [CD]
alle die gleiche Lange ¢ haben.

Das Parallelogramm ACDB; hat die gleiche Grundlinie
und Hohe wie das Quadrat tiber der Seite b = [AC] und hat
somit die Fliche b%. Dieses Parallelogramm hat die gleiche
Flache wie das Rechteck AH H1B;.

Das Parallelogramm BA;DC hat die gleiche Grundlinie
und Hohe wie das Quadrat iiber der Seite a = [AC] und hat
somit die Fliche a?. Dieses Parallelogramm hat die gleiche
Flache wie das Rechteck HBAsH; .

Das Quadrat ABA,B; hat die Fliche ¢? und ist gleich der
Summe der Flachen der Rechtecke AH Hy By und HBAsHq,
also b? + a2, was zu beweisen war.

R Losung zu Aufgabe 8.3 cx-umkenrformeln

a) |c = +va?+ b? | Die doppelte Dreiecksfliche ist ab = ch und daraus h = aTb7 eingesetzt fir c:

By

Ch

a2
c

Kathetensatz: cp = a? also p =

eingesetzt fir c: | p

a2

Va2 457

=@ P

D
H1 A2
C
Co
H B
_ ab
T Ve |
— b’
. Entsprechend | ¢ = RV v

, Kathetensatz cp = a2 also E. Aus p+q = cergibt sich ¢ = ¢—p, also| g = &

Fiir b bieten sich jetzt viele Wege an, z.B. b = v/¢? — a?, eingesetzt fiir ¢: |b = Z—: — a? |. Hinweis: Die
letzte Formel lasst sich zu b = a% vereinfachen.
c) VPille=p+qla= \/h2 + p2, eingesetzt fiir h: |a = \/pq + p? |, entsprechend |b = /pq + ¢2 |
d) . Aus dem Hohensatz ergibt sich | h = 1/p(c — p) |, aus dem Kathetensatz|a = /cp|und | b =
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http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
mailto:ivo.bloechliger@ksbg.ch
https://fginfo.ksbg.ch/blc

::: : Mathematik 1. Klasse
Satzgruppe des Pythagoras e ) @ BY-SA Ivo Blochliger

R Losung zu Aufgabe 8.4 cx-facchenverwandlung

a) h? = pq. Die Rechtecksseiten entsprechen p und ¢. Damit kann die Seite ¢ = p + ¢ hingelegt werden
(Punkte A, B). Die Hohe als 1.g.0.f.C' kann eingezeichnet werden. Der Thaleskreis iiber [AB] ist der
2.2.0.£.C. Das Quadrat iiber h ist nun flichengleich.

b) a? = cp. Die lingere Rechtecksseite entspricht c, die kiirzere p. Damit kann die Seite ¢ (Punkte A, B)
und die Hohe h auf ¢ (1.g.0.£.C) eingezeichnet werden. Der Thaleskreis iiber [AB] ist der 2.g.0.f.C. Das
Quadrat iiber a ist nun flichengleich.

c¢) h? = pq. Eine Quadratseite entspricht » (Punkt C' und Hohenfusspunkt H), der Hypotenusenabschnitt p
entspricht der Rechtecksseite . Damit kann B konstruiert werden und die Seite b rechtwinklig zu a in C'
abgetragen werden, ergibt A und den gesuchten Hypotenusenabschnitt ¢ = [AH].

d) Je nachdem, ob = < s oder x > s ergibt sich eine andere Konstruktion.
Fall 1: 2 > s. Kathetensatz: a> = cp. Die Seite ¢ = z. Eine Quadratseite entspricht der Seite a (Punkte
B und C). Die Seite b kann also hingelegt werden (1.g.0.f.A). Der Kreis k(B, s) ist der 2.g.0.f.A. Der
Hohenfusspunkt auf ¢ kann nun konstruiert und der gesuchte Hypotenusenabschnitt p abgelesen werden.
Fall 2: x < s. Kathetensatz: a? = cp. In diesem Fall p = z. Das Dreieck ABCH kann konstruiert werden
(Thaleskreis iiber [BC] geschnitten mit k(B,z) ergibt H. Das Dreieck ABC kann nun ergénzt und die
gesuchte Seite ¢ kann abgelesen werden.

‘R‘Lﬁsung zZu Aufgabe 8.5 ex-rechtwinklig-gleischschenkliges-dreieck

a) 2 =a®+ a? = 2d?, also c = V2a.

_ = _ e _ en/2 2
b) Aus ¢ = v/2a erhilt man a = =5 V2=E e

R Losung zu Aufgabe 8.6 ex-30-60-90-dreicck
Erst ist zu bemerken, dass das 30°, 60°, 90° Dreieck ein halbes gleichseitiges Dreieck ist, d.h. a = %c.

:c:2aundb:\/02—a2:\/4a2—a2:\/3a2=\/§-a.
b gegeben || Aus b = v/3a erhélt man a = % = \/ng/\% = %-b.

Und aus ¢ = 2a folgt ¢ = %b.
: a = —+c und (aus Teilaufgabe a)) b = v/3a = %c. (Oder etwas komplizierter, via Satz von
Pythagoras: b = v/c2 — a? = \/02 - % = \/%62 = %c =3¢)

R Losung zu Aufgabe 8.7 ecx-pythagoras-angelikas-sammlung

1. a) Katheten mit Liange 3 und 5, dann ist das Hypotenusenquadrat die Losung
b) Kathete mit Linge 3, Hypotenuse mit Linge 5, dann ist das andere Kathetenquadrat die Losung

2. Fliachenverwandlung Rechteck — Quadrat (z.B. mit Hilfe des Hohensatzes, wobei ein rechtwinkliges Drei-
eck mit Hypotenusenabschnitt 3 und a) %, b) 6 und c¢) 9 zu konstruieren ist. Die Hohe ist dann die
gesuchte Quadratseite).

3. a) zB.5=124+2%0oder 5 = 3% —22 oder 5 =1-5. b) 27 =6%—3%oder 52 + 12+ 12 oder 27 = 3-9.

4. 13.9 cm (Halbe Diagonale im Rechteck, zu berechnen mit dem Satz von Pythagoras).

5. 35.7 km. Sei M der Erdmittelpunkt, L die Spitze des Leuchtturms, T der Berithrungspunkt der Tangente
durch L an k(M,r.). Im AMLT gilt: IT =ML’ - MT = (re +1)% —r2.

6. Alle Angaben in km. Erdradius r = 6370, Distanz d = 12.2. Die gesuchte Tiefe ist 7 — /72 — (%)2 ~
0.0029207. Also knapp 3m.

7. maximal 2.32 m. Entscheidend ist die Rechtecksdiagonale bei Schrank. Diese darf hochstens gleich lang
wie der Raum hoch sein.
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8. 84 = \/% + b2 =109 = 10.44, s, =+/a®+ % = +/61 = 7.81. Die Schwerlinien sind Hypotenusen in
rechtwinkligen Dreiecken!

S¢ = 5 = a22+b2 = 1236 = 5.83 C liegt auf dem Thaleskreis und damit ist s. ein Radius. Das gilt
natiirlich nur im rechtwinkligen Dreieck!

9. a =39 b = 25. Seien H der Hohenfusspunkt und M. die Seitenmitte von c. HM, ist Kathete im
AHM.C. HM, = /172 — 152 = 8. Damit ist HA = < — HM. = 28 — 8 = 20. b ist Hypotenuse im
ANAHC. b =+/202 + 152 = 25. a ist Hypotenuse im AHBC. a = /152 + 362 = 39.

10.a) zB.61=62+52 b) zB.153=1224+32 ) 7=42_32

11. Die Distanz zweier Punkte kann mit Hilfe des Satzes von Pythagoras berechnet werden. Z.B. ist die Strecke
[AB] die Hypotenuse und die Katheten sind parallel zu den Achsen. Deren Lénge entspricht dann genau
der Differenz der jeweiligen Koordinaten. Berechnet man diese Léngen, stellt man fest, dass die Summe
der Quadrate von zweien die dritte ergeben und damit ist das Dreieck rechtwinklig.

12. rechtwinklig, Fléache 20.

13. Dreieck in ein flichengleiches Rechteck umwandeln. Dann Héhen- oder Kathetensatz anwenden.

14. Hohen- oder Kathetensatz anwenden
15.a) 17.85 km (Losung analog zu Aufgabe 5). b) 37.39 km (Losung ganz dhnlich zu Aufgabe 6).

R Losung zu Aufgabe 8.8 cx-satzgruppe-pythagoras-figuren

a) Der Kreisbogen ist ein Thaleskreis {iber [PR], damit ist APRB rechtwinklig. Damit gilt der Héhensatz und
so ist AB = v/ab.

MB = MR = > (Kreisradien).

Der Kathetensatz im AMAB besagt: MB - CB = AB” und damit CB = ﬂBBZ = a‘sz = azi%
b) Im AMapBC gilt: MapB = /a? — h2 = /80 — 64 = /16 = 4.
Im AMagM A gilt: r? = MABA2 + (he — r)?. Eingesetzt:
2 =424+ (8—r)?
2 =16+8%—-2.8. 7 +1r? | —r?
0=80 — 16r | + 167
16r = 80 |: 16
r=25
Der Punkt D liegt auf dem Thaleskreis iiber M4pC und damit ist [MapD] die Hohe im rechtwinkligen
e 12 s o h2 84 16 _ 16v5  _ 16V5
ANAMapC'. Der Kathetensatz besagt: a - s = hZ und damit ist s = — = WE T R T e T 5

# Losung zu Aufgabe 8.9 cxpyihagoras tuciikreise

\

w s

30& - {70 . 7/
< a = L L L

NABC ist ein 30°-60° Dreieck und damit ist AB = 2C' B. Weiter ist AD = a = 3z und damit ist x = %a.
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(o4 5) = () = t-ar =

2 2
x2+2x%+?—6—(j—6:a2—2ax+x2——
32
dax 3a?
2 4
_ 3a
10
C) s N
T
R
2
< ><®
M1 H M2

a

= =
Die Hohe h kann auf zwei Arten berechnet werden, einmal im AM;HZ und einmal im AHM-Z:
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