1. CARDANOSCHE LOSUNGSFORMEL

Es gelte char k # 2, 3. Betrachte
X% 4+ 02 X%+ b1 X + bo.

Die Substitution X = Z — b, (wegen Charakteristik # 3 erlaubt) eliminiert
das quadratisches Glied und veréndert die Diskriminante nicht. Es geniigt
also, kubische Gleichungen ohne quadratisches Glied zu betrachten.

Wir leiten die Losungsformel (von Cardano, Tartaglia) fiir Nullstellen von

(1.1) f=X34+bX+ceck[X]

her, wobei k ein Korper mit char k # 2,3 ist.
Ansatz: Schreibe x = u + v. Wir wollen v und v so bestimmen, dass
f(z) = 0 gilt. Das ist dquivalent zu

u? +v® + (Buv + b)(u+v) +c=0.
Letzteres gilt sicherlich, wenn die beiden Gleichungen
(1.2) 3uv = —b,
(1.3) ud 0% = —c

gelten. E|Wir nehmen nun zunéchst an, dass diese beiden Gleichungen l6sbar
sind, und fixieren eine Losung (u,v). Sie implizieren

(u3 _ ,03)2 _ (US + 1}3)2 o 4u303

4
2 3
= —b°.
c—|-27
Dann gilt
2 B3
1.4 3_ 3= /S L2
(1.4) o YT

fiir die richtige Wahl der Wurzel auf der rechten Seite. Per Addition/Subtraktion

von (|1.3)) folgen

u3_ E+ 672_‘_6
2 4 27
3 C 62+b3
2 4 27

und dann

3] ¢ 02+b3
T T2 1 T ap

wobei wir hier wieder die dritten Wurzeln richtig wéihlen miissen.

1 Wir machen diesen Ansatz und den obigen Ansatz x = u+v im Abschnittplausibel.
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Dadurch motiviert kann man umgekehrt alle Losungen von ([1.2]) und (1.3))
und dann auch von (1.1)) finden:
Losung der Aufgaben la+1b auf Blatt 8:

- . 2 3 . .. 2 3
Wir wihlen eine Quadratwurzel aus %—%3—7 und bezeichnen sie mit /5 + %7

(Wurzeln sind hier und im Folgenden in geeigneten Erweiterungskorpern zu
wihlen). Dann wihlen wir eine Kubikwurzel aus —§ + 4/ % + g—i und be-

zeichnen sie mit ug. Ebenso wihlen wir eine Kubikwurzel aus —§5—1/ G +

M‘O“
| w

und nennen sie v. Dann gilt offensichtlich
ud 4+ v = —c,

also 16st (ug,vo) bereits die Gleichung (1.2]). Wegen
2 2 3 3
3 f3:i_(i i>:<_§>
wro =~ g tap 3
gibt es genau ein i € {0, 1,2} so dass
) b
upupC’ = —3

gilt, wobei ( eine fixierte primitive dritte Einheitswurzel ist. Es folgt, dass

(0, v0) := (uo, v¢")

eine Losung von ((1.3) und offensichtlich auch von (1.2 ist. Wir erhalten
insgesamt die folgenden drei Losungen

(’LL(),’U[)), (UOCaUOC2)’ (U0<2,1}0<)

von und . Beachte, dass hier als linker Eintrag genau die moglichen
Wahlen der Kubikwurzel auftauchen, und dann die andere Kubikwurzel als
der rechte Eintrag gewédhlt werden muss, um zu erfiillen. Die Wahl der
Quadratwurzel ist insofern irrelevant, dass sie nur die beiden Eintréige der
obigen Paare vertauscht (was offensichtlich wieder Losungen von und

(1.3) liefert).
Insgesamt zeigt dies, dass die Losungen von (|1.2) und ((1.3) genau durch

{(u0,v0), (u0¢, v0¢?), (woC?, vo¢), (vo, uo), (v0¢?, uoC), (vo¢, uoC?)}

gegeben sind. (Es konnnen jedoch Paare iibereinstimmen, etwa ist (0,0) die
einzige Losung, falls b= ¢ =0.)
Damit sind

o 1= ug + Vo,
B = o + vo(?,
Y= UOC2 + UO()
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Losungen von f(X) = X3+bX +c¢ = 0. Polynomdivision von f durch X —a
liefert

f=(X-a)(X?+aX +(a® +1))
Dann rechnet man explizit unter Verwendung von (?+¢+1 = 0 und 3ugvg =
—b ([1.2) nach, dass X2 + aX + (a® +b) = (X — B)(X — ) gilt. Insgesamt
also

f=&X-a)(X =B)(X —7),

so dass «, 3,7 genau die Nullstellen von f (in einem geeigneten fixierten
Erweiterungskorper) sind.

Eine weitere Rechnung, die neben ¢2 + ¢ +1 = 0 auch ¢ — ¢? = V=3
verwendet (letzteres gilt, denn ¢ ist Nullstelle von X2 + X + 1, also zeigt

die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen ¢ = —1%\/—73 fiir die richtige
Wahl von /=3 (bzw. eine Wahl von /3 liefert ein ¢)), zeigt

(= B) (= 7)(B =) = 3vV=3(u — v3).
Durch Quadrieren erhalten wir mit (1.4) fiir die Diskriminante die Formel
(1.5) A= —27(u} — v})? = —27c* — 4b>.

Remark 1.1. Entsprechendes 148t sich noch fiir Gleichungen 4. Grades ma-
chen. Aber von Grad 5 an aufwirts dndert sich die Situation grundlegend,
siehe Vorlesung.

2. LOSUNG DER STERNAUFGABE AUF BLATT &

Wir erkldaren, warum die obigen Ansétze plausibel sind.

Sei k ein Korper der Charakteristik # 2,3. Wir nehmen an, dass k eine
primitive dritte Einheitswurzel ¢ enthélt.

Wir arbeiten in der Galois-Erweiterung

(2.1) k(s1,s2,83) = k(T1, Ty, T3)%2 C k(T1, Ts, T3).

Sei g = (123) € S3. Wir fassen g auf als Endomorphismus von k77 & kTs ®
k'T5. Dieser Endomorphismus ist diagonalisierbar: Die Elemente

s1 =11+ Ty + T3,

1

U:= g(T1 + Ty + (T3),
1

V= —(Th + (Ta + ¢*T3)

3

bilden eine Basis von kT} & k1> & k13 aus Eigenvektoren von g zu den
Eigenwerten 1, ¢, ¢2.
Die allgemeine Gleichung dritten Grades

f(X) = X3 — 51 X2+ 59X — 53 € k(T1, T, T3)3[X] C k(Ty, Tz, T3)[X]
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hat die Losungen

1
T1:*81+U+‘/,

3
1
T2=§sl+<U+<2v,
1
T3 = gsl—f—CZU—l-CV.

Also hat

1
9(X) = f(X + 251) = X34+ bX +c € k(Ty, Ty, T3)%[X] C k(T1, Tz, T3)[X]
die drei Losungen

1
T1—§81:U+VY,

1
T — 351 = (U + ¢%V,

1
Ti—gs1= CU +¢V.
Jede Losung hat also die Form w + v, wobei u ein Vektor im (-Eigenraum
von ¢ ist und v ein Vektor im ¢%-Eigenraum von g¢. Dies macht den ersten
Ansatz plausibel. Schreibt man g(u + v) = 0 aus, so erhélt man

u® 4+ 03 4 ¢+ u(3uv + b) +v(Buv +b) =0
—_——— —~—
g:1 9:¢ 9:¢?
in k(T1,T»,T3). Die durch Klammern zusammengefaiten Terme sind in den
Eigenrdumen von g (als Endomorphismus von k(T%, T2, T3)) mit den angege-
benen Eigenwerten, es operiert etwa g auf 3uv+b durch den Eigenwert 1. Da

Figenrdume zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig sind, folgern
wir

w03 +c=0,
3uv+b=0.

Dies sind genau die Gleichungen (1.2)) und (1.3). Somit ist auch der zweite
Ansatz plausibel gemacht.
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