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R Aufgabe A7 Welche Hohe und welchen Radius hat eine Biichse mit 1 1 (Liter) Volumen und minimaler
Oberfldche?

o Stellgrosse:
h = Hohe in dm (wobei h > 0)

e Weitere Variable: r = Radius der Grundfliche in dm.
o Zielgrosse:
O = (Oberfliche in dm?) = (Aussenfliche plus zweimal Kreisfliche) = 277 - h + 2712

(Dies ist eine von h und r abhingige Funktion.)

¢ Nebenbedingung: Die Formel fiir das Volumen ist
V = (Kreisfliche mal Héhe) = 77 - h
Das Volumen soll 11 =1 dm?® betragen. Die Nebenbedingung ist also V = 1, d. h.
mrih =1
Diese Gleichung zeigt, wie Hohe h und Radius r zusammenhéngen.

Wir mochten die Oberfliche als Funktion unserer Stellgrossse, also der Hohe h, angeben (statt als Funktion
von h und 7). Dazu l6sen wir die Nebenbedingung nach r auf:
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Wir suchen jenes h, das zu minimaler Oberfléche fithrt. Dazu leiten wir O(h) nach h ab und setzen dann Null
(horizontale Tangente).

=27

o Ableiten: &

O'(h) = 20/7 - —h¥ L4 2. (—1)h2
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o Ableitung Nullsetzen und nach h auflosen, d. h. O’(h) = 0 nach h auflésen: &
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Dieses h ist also ein Extremstellenkandidat. Mit dem Taschenrechner (oder durch Ausrechnen von Hand) erhélt
man O”({/-% = 27 > 0. Also ist h eine Minimalstelle.

Aus der obigen Formel fiir r erhalten wir

1
3

= ~ 0.5419 genauer Wert: r = =2 -p
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Damit ist die Aufgabe gelost.
Einige Zusatzbemerkungen:

o Bemerkenswert ist h = 2r, d.h. der «vertikale Querschnitt» der Biichse/des Zylinders mit minimaler
Oberflache ist ein Quadrat.

o Interessant ist auch die minimale Oberflache:

O = 27r - h + 21r? = 5.536 genauer Wert: O = 3 - V21

o Was passiert mit der Oberflache fiir h — 0 bzw. b — c0?

— Fir h — 0 gilt
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Die Funktion verhélt sich fiir sehr kleine positive h im Wesentlichen wie —-.

— Fir h — oo gilt
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Die Funktion verhélt sich fiir sehr grosse positive A im Wesentlichen wie 2\/7?\/5

« Interessant ist auch der Vergleich der Oberfliche unseres Zylinders (= der Biichse) mit anderen Koérpern:

— Die Oberfliche eines Wiirfels mit 11=1 dm® Inhalt ist ®.0 de. (Seitenlénge des
Wiirfels 1dm)

— Die Oberfliche einer Kugel mit 11=1 dm® Inhalt:
Zuerst mussen wir den Radius r der Kugel bestimmen. Fur das Volumen V der Kugel gilt 1 =V =
%m"?’ ,alsor = i/% . Bingesetzt in die Oberflichenformel erhalten wir O = ®477r? ~ 4.836 dm?.
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Praktische Anwendung: Um einen Liter Tomatensosse zu verpacken, ist eine kugelférmige Verpackung
materialsparender als die beste zylinderférmige Verpackung, welche wiederum materialsparender als die
wiirfelférmige Verpackung ist.

Man kann zeigen (isoperimetrische Ungleichung): Unter allen Verpackungen ist die kugelférmige die
materialsparendste.

R Aufgabe A8 Welche Hohe und Radius hat eine Biichse mit 1 1 Volumen und minimaler Oberfléche?
Losen Sie die Aufgabe mit r (anstatt h) als Stellgrosse.
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