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Vorbemerkung: Scherungen von Dreiecken und Parallelogrammen

eventuell Wiederholung an der Tafel: Flicheninhalt der folgenden Figuren: Rechteck, rechtwinkliges Dreieck, beliebiges Dreieck (Wenn das Lot von einem
Punkt die Grundseite trifft: Zerlegung in zwei rechtwinklige Dreiecke; sonst: Differenz zweier rechtwinkliger Dreiecke), beliebiges Parallelogramm.

—— Merke Scheren von Dreiecken

Sei ABC' ein beliebiges Dreieck. Ist C’ ein beliebi- <

ger Punkt auf der Parallelen zur Dreiecksseite [AB]
durch C, so &

Sprechweise: «Das Dreieck ABC’ geht durch eine Scherung aus dem Dreieck ABC hervor.»

—— Merke Scheren von Parallelogrammen

Sei ABCD ein beliebiges Paral- A ¢ o <
lelogramm. Dann hat jedes ande-
re Parallelogramm mit derselben
Grundseite [AB], dessen weitere
Eckpunkte C’ und D’ auf der Ge-
raden (CD) liegen,

Sprechweise: «Das Parallelogramm ABC’D’ geht durch eine Scherung aus dem Parallelogramm ABCD
hervor.»

8.0.3 (Beweis per Zerlegungspuzzle (= Legepuzzle, englisch dissection puzzle)).

Einige kennen vielleicht Legepuzzle wie Tangram.

Wie rechts angedeutet, kann man jedes Parallelogramm in
geeignete Puzzlesteine zerteilen und diese dann zu einem
flichengleichen Rechteck mit derselben Grundseite zusam-
mensetzen.

Somit liefert jede Scherung eines Rechtecks (oder Paralle-
logramms) ein Zerlegungspuzzle.

8.0.4. Zur Tlustration des allgemeinen Begriff einer Scherung (den wir hier nicht formal definieren): Wendet
man auf das Kanti-Logo eine geeignete Scherung an, so erhilt man die rechte gescherte/«verzerrte» Version.

Merke 8.0.5 Scherungen sind flichentreu
Fei Scherungen bleiben alle Flacheninhalte erhalten.
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9 Rechtwinklige Dreiecke (Pythagoras, Katheten-, Hohensatz)
9.1 Der Satz des Pythagoras

9.1.1 (Beweis des Satzes von Pythagoras & durch Scherungen).
An der Tafel: Satz des Pythagoras formulieren, Beweis mit Hilfe von Scherungen von Rechtecken bzw. @
Parallelogrammen (Dreieck mit Thaleskreis zeichnen; Parallelogramme mit Farben markieren (nur den []
Rand) statt Punkte zu benennen); mit Kongruenzsatz begriinden, dass ¢ die Hohe der beiden «oberen

Rechteckey ist, die deswegen so gross wie die «untern Rechtecke» sind.
Animation: https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_des_Pythagoras#Beweis_durch_Scherung

® Aufgabe Al

Drei weitere Beweise des Satzes von Pythagoras:

(a) Beweis durch Ergénzung: Erkldren Sie, warum das rechts in
zwei Anordnungen abgebildete «Lege-Puzzle» den Satz des
Pythagoras beweist (gemeint sind die beiden abgebildeten
Moéglichkeiten, die vier zueinander kongruenten Puzzlesteine in
dasselbe Quadrat zu legen).

(b) Beweis durch Berechnung einer Quadratfliche auf zwei Arten: = '~
Betrachten Sie nur die linke Figur mit den vier Puzzlesteinen in den Ecken des Quadrats. Berechnen Sie
die Flidche des grossen Quadrats auf zwei Arten — dies liefert eine Gleichung. Folgern Sie daraus durch
algebraische Umformungen den Satz des Pythagoras.

e—n—uf

(c¢) Beweis durch Berechnung einer Quadratfliche auf zwei Arten. Berechnen Sie die
Flache des rechts abgebildeten (grossen) Quadrats auf zwei Arten. Folgern Sie daraus
dhnlich wie oben den Satz des Pythagoras. .

s# Aufgabe A2 Pythagoras-Puzzle: Verwenden Sie

e den an der Tafel erklérten Beweis des Satzes von Pythagoras durch Scherung und
o die in 8.0.3 erkldrte Tatsache, dass Scherungen von Parallelogrammen Zerlegungspuzzle liefern,

um Legesteine zu erzeugen (etwa aus Papier/Holz/Plastik per 3D-Druck), mit denen man einerseits die beiden
Quadrate tiber den Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks und andererseits das Quadrat iiber der Hypotenuse
auslegen kann.

9.2 Standardbezeichnungen bei rechtwinkligen Dreiecken

9.2.1. In jedem rechtwinkligen Dreieck nennt man

o die dem rechten Winkel gegeniiberligende Seite &

o die anderen beiden (am rechten Winkel anliegenden) Seiten &

o die Hypotenuse wird vom Hohenfusspunkt in zwei Teilstrecken zerlegt (siehe Skizze unten). Diese nennt
man &

9.2.2 (Konventionen und Standardbezeichnungen im rechtwinkligen Dreieck). Der Eckpunkt beim rechten Win-
kel wird C' genannt. Die anderen Eckpunkte, Seiten und Winkel werden wie iiblich bezeichnet (mathematisch
positiver Drehrsinn; v = 90°).
e cist die Hypotenuse
e a und b sind die Katheten
o Mit der Hohe meint man st immer die Hohe h = h, iiber
der Hypotenuse c. b
o Der Fusspunkt H der Hohe h teilt die Hypotenuse in zwei
Hypotenusenabschnitte, die man mit p und ¢ bezeich-
net, genauer gelten p = [BH] und ¢ = [AH].
Merkhilfe: p liegt bei a; ¢ liegt bei b (alphabetische Rei- A
henfolge) (S ¢
<
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9.3 Sitze iiber rechtwinklige Dreiecke

9.3.1. Wir geben hier die wichtigsten Sétze iiber rechtwinklige Dreiecke in einer Art Zusammenfassung an,
damit man sie sich auf einmal einprdgen kann. Die Beweise werden an der Tafel erklért. Weitere Beweise finden
sich in den Aufgaben.

9.3.2. Fiir die alten Griechen waren die folgenden Séatze vorrangig Aussagen iiber den Flacheninhalt gewisser
Quadrate und Rechtecke (was vermutlich vor allem daran lag, dass unsere elegante «moderne» Formelschreib-
weise damals noch nicht existierte). Dieser Aspekt wird in den folgenden Formulierungen besonders betont.

—— Satz 9.3.3  Satz des Pythagoras samt Umkehrung

Das Quadrat iiber der Hypotenuse jedes rechtwinkligen Dreiecks ist so
gross wie die beiden Quadrate iiber den Katheten zusammen (hellblau =

blau). &

Umkehrung des Satzes des Pythagoras: In jedem Dreieck UVW gilt: &

Beachte: Die Gleichung u? 4+ v?> = w? kann nur dann gelten, wenn w die lingste Seite ist.
Beweis der Umkehrung: An Tafel am Beginn des Abschnitts Al4.

— Satz 9.3.4 Kathetensatz

Das Quadrat tber jeder Kathete ist so gross wie das Rechteck aus Hypotenuse
und zugehorigem Hypotenusenabschnitt (hellrot = rot und hellgriin = griin).

A

— Satz 9.3.5 Hohensatz

Das Quadrat tiber der Hohe ist so gross wie das Rechteck aus den beiden

Hypotenusenabschnitten (helloliv = oliv). & b h @

Beweis an Tafel aus (1) nur Pythagoras (dreimal, fiir jedes der drei (dhnlichen) Dreiecke) und (2)
einem der Kathetensétze + Pythagoras erkldrt; beide Beweise verwenden ¢ = p+¢). Ein geometrisch
anschaulicher Beweis wird in Aufgabe A17 erklért.

— Merke 9.3.6 Fliche auf zwei Arten berechnen

Der folgende einfache Zusammenhang ist niitzlich, wird aber leider oft iibersehen. &

Beweis: Die Fliche des rechtwinkligen Dreiecks kann von jeder der drei Seiten aus mit der Formel <<%Grundseitc mal Hohe» berechnet
werden. Was ist die Hohe tiber einer Kathete? Der Rest des Beweises ist dem Leser als einfache Aufgabe iiberlassen.
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9.4 Quadratwurzeln (Wiederholung)

Definition 9.4.1

Die Quadratwurzel /r einer nicht-negativen reellen Zahl r > 0 ist wie folgt definiert:

/7 := die nicht-negative reelle Zahl, deren Quadrat r ist

R Aufgabe A3 Berechnen Sie:

) V1
) V=1 f) /32024 .74
g | h) V3T 320 7

i) /(—2024)2 j) Va2 fiir beliebiges =
k) Va? fiir beliebiges x > 0 1) Va? fiir beliebiges x < 0

—— Satz 9.4.2 Wurzelgesetze

Fir alle nicht-negativen reellen Zahlen a,b gelten RSN in der Formel rechts ist zusétzlich b # 0 angenommen

Beweis. Die Zahl rechts des Gleichheitszeichens ist jeweils nicht-negativ und hat die Eigenschaft, dass ihr Quadrat die Zahl links unter dem Wurzelzeichen ist. [

R Aufgabe A4 In der Geometrie haben wir es meist mit positiven Grossen zu tun, etwa mit Lingen von
Strecken. Deswegen nehmen wir in dieser Aufgabe an, dass die Variable a eine beliebige positive reelle Zahl ist.
Berechnen bzw. vereinfachen Sie:

a) /32025 b) /32025 .75
) d) v2a?
)

]

9%
) IS N
N )

f) V4a2

3a2
(ohne Wurzel im Nenner angeben!) h) 1 (ohne Wurzel im Nenner angeben!)

@

g)

[\v]

9.5 Aufgaben (vor allem zum Satz des Pythagoras)

R Aufgabe A5 Waurzelkonstruktionen mit Pythagoras:

(a) Konstruiere auf Késtchenpapier eine Strecke der Lange v/13 (Ldngenangaben in Zentimeter).
(b) Konstruiere auf Késtchenpapier eine Strecke der Lénge v/22.
(¢) Konstruiere auf Késtchenpapier eine Strecke der Linge v/32.

)

(d) Wurzelschnecke/Wurzelspirale/Spirale des Theodorus: Bestimme alle nicht angegebenen Léngen in den
beiden folgenden Zeichnungen!

—_
—_
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R Aufgabe A6 Fiir ein beliebiges gleichseitiges Dreieck (bitte Skizze anfertigen):

(a) Bestimmen Sie die Hohe h und die Flidche des Dreiecks, wenn die Seitenlédnge a gegeben ist. Wer mag,
kann zuerst den konkreten Fall a = 1 oder a = 17 behandeln.

(b) Bestimmen Sie das Verhéltnis & : a = -2 von Hohe zu Seitenléinge.

(c) Bestimmen Sie die Seitenldnge a in Abhéngigkeit von der Hohe h.

R Aufgabe AT Betrachten Sie ein beliebiges gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse
¢ und Katheten a = b (bitte Skizze anfertigen).

(a) Welche Winkel hat das Dreieck?
(

b) Berechnen Sie ¢ und die Fliche F' des Dreiecks in Abhéngigkeit von a.

(c) Berechnen Sie a und die Fléche F' des Dreiecks, wenn ¢ gegeben ist.

)
)
)
(d) Was ist das Verhéltnis Kathete zu Hypotenuse?

® Aufgabe A8 Fiir ein beliebiges 90°-60°-30°-Dreieck bezeichne a die Hypotenuse, x die langere und y die
kiirzere Kathete (bitte Skizze anfertigen).

(a) Berechnen Sie aus jeder der drei Lingen a, x, y die beiden anderen.

(b) Geben Sie die Verhéltnisse -7-, <~ und - an.

(¢) Mit Hilfe von Kathetensatz und Hohensatz (letzterer wurde vermutlich noch nicht bewiesen; er lautet
h? = pq):
Bestimmen Sie die beiden Hypotenusenabschnitte (der lingere sei p, der kiirzere ¢) und die Hohe h in
Abhéngigkeit von der Hypotenuse a.

— Merke 9.5.1

Fiir die folgenden Typen von Dreiecken kann man mit Pythagoras aus jeder der drei Seiten jede andere
Seite (und Hohe und Flidcheninhalt) berechnen:

o gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck, d. h. 90°-45°-45°-Dreieck

e 90°-60°-30°-Dreieck

Beweis. Siehe Aufgaben A7 und AS8. |

# Aufgabe A9 Pythagoras fiir beliebige zueinander dhnliche Figuren iiber den Dreiecksseiten

In der Zeichnung rechts sind die drei farbigen
Figuren &hnlich zueinander.
Zeigen Sie: Fiir die Fliacheninhalte gilt

Gelb + Rosa = Hellblau

Hinweis: Bezeichne F' die Fliche der (zu den drei
farbigen Gebieten dhnlichen) dunkelgrauen Figur
mit Grundseite der Linge 1. Wie kann man die
Flachen der drei farbigen Figuren durch F' aus-
driicken?

t
i

Bemerkung: Die analoge Aussage gilt fiir beliebi-
ge zueinander dhnliche Figuren iiber den Seiten
eines rechtwinkligen Dreiecks.
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# Aufgabe A10 Moéndchen des Hippokrates

Die beiden mondsichelférmigenférmigen Figuren in Rosa und Gelb in
der Zeichnung rechts werden die «Mondchen des Hippokratesy ge-
nannt.

Zeigen Sie, dass die Fliache der beiden Mondchen mit der Fldche des
rechtwinkligen Dreiecks iibereinstimmt.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe A9 fiir Halbkreise tiber den Dreiecks-
seiten.

Bemerkung: Die Mondchen des Hippokrates sind die ersten krummlinig begrenzten Flachenstiicke, deren Inhalt
exakt berechnet werden konnte (laut Wikipedia: Lune of Hippocrates).

Abstand zwischen zwei Punkten der kartesischen Zeichenebene

K Aufgabe All Betrachten Sie die Punkte «Ursprung» U = (0,0) und P = (2,5) der Zeichenebene
R2 =R x R.

(a) Markieren Sie die beiden Punkte in einem Koordinatensystem und bestimmen Sie den Abstand UP mit
dem Satz von Pythagoras. Priifen Sie Thr Ergebnis durch Abmessen!

(b) Zeichnen Sie zusétzlich den Punkt @ = (5,1) ein und bestimmen Sie den Abstand PQ).

Hinweis: Finden Sie ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse die Strecke [PQ] ist und dessen Ka-
theten Sie aus den Koordinaten von P und ) ausrechnen kdénnen.

(c) Was ist wohl in Merke 9.5.2 zu ergéinzen?

Merke 9.5.2

Sind P = (zp,yp) und Q = (xq,yq) zwei beliebige Punkte der Zeichenebene R?, so gilt

Abstand(P,Q) = PQ =&

Berechnungen im dreidimensionalen Raum

R Aufgabe A12 Stellen Sie sich vor, dass eine Fliege und ein (nicht fliegen kénnender) Marienkéifer in der
Ecke A eines wiirfelférmigen Raums der Seitenlinge 1 sitzen.

H G
(a) Welche Flugstrecke legt die Fliege zuriick, wenn sie direkt zur gegeniiberliegenden b
Ecke G fliegt? Mit anderen Worte: Wie lang ist die rot eingezeichnete Raumdiagonale C
[AG]? 7 -
(b) Wie lang ist der kiirzeste Weg fiir den Marienkéfer zur gegeniiberliegenden Ecke G?7 e

Er kann leider nur auf den Wéanden des Raums laufen.

Hinweis: Denken Sie an Wiirfelnetze (= «Bastel-/Faltvorlagen fiir Wiirfel»), d. h. fal-
ten Sie den Wiirfel auf.

Nun stelle man sich vor, dass der Raum quaderformig ist mit Seitenléingen a, b und ¢ (wie in der Zeichnung

markiert). Wenn Sie wollen, konnen Sie auch zuerst mit konkreten Zahlen a = 5, b = 4, ¢ = 3 arbeiten.
G

(¢) Wie lang ist die Raumdiagonale [AG] im Quader? P C

(d) Wie lang ist der kiirzeste Weg von A nach G iiber einen geeigneten Punkt der
Kante [BC]? B

A a B -

(e) ## Wie lang ist der kiirzeste Weg entlang der Wénde von A nach G, wenna > b > ¢
gilt? Uber welche Kante fithrt der kiirzeste Weg?

Hinweis: Es gibt drei naheliegende Kandidaten fiir den kiirzesten Weg. Welcher
davon ist der kiirzeste?
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R Aufgabe A13 Das (oder der) Tetraeder ist einer der fiinf platonischen Korper (altgriechisch tetpo-
tetra- «vier» und &dpa hédra «Sitz», «Sessely, «Gesafl» bzw. iibertragen «Seitenflichey).

Er besteht aus vier gleichseitigen Dreiecken derselben, beliebig gewéhlten Seitenldnge s. Bestimme die folgenden
Werte (nur die letzten beiden héngen von s ab):

(a) Wie viele Flichen, Kanten und Ecken hat er?

(b) Was ist die Hohe (= Korperhohe) des Tetraeders in Abhéngigkeit von s?

Hinweis: Bestimmen Sie zuerst die Hohe einer Seite des Tetraeders (dabei hilft eine vorherige Aufga-
be). Liegt das Tetraeder auf einer Seitenfliche, so ist der Fusspunkt der Korperhohe der Schwerpunkt
der Grundfliche. Denken Sie daran, dass sich die Seitenhalbierenden eines Dreiecks in einem gewissen
Verhéltnis teilen.

Abstand zwischen zwei Punkten des dreidimensionalen kartesischen Raums

R Aufgabe Al4 Betrachten Sie die Punkte U = (0,0,0) und P = (3,4, 12) des dreidimensionalen Raums
R3 =R xR xR.

(a) Bestimmen Sie den Abstand UP.
(b) Betrachten Sie zusitzlich den Punkt Q = (1,7,8) und bestimmen Sie den Abstand PQ).

(c) Was ist wohl in Merke 9.5.3 zu ergénzen?

— Merke 9.5.3

Sind P = (zp,yp,2p) und Q = (zq, yg, 2q) zwei beliebige Punkte des Raums R3, so gilt

Abstand(P, Q) = PQ = &

Umkehrung des Satzes des Pythagoras

Beweis der Umkehrung an Tafel erkldren. Resultat in Satz 9.3.3 erginzen.

9.5.4. Beim Anlegen von rechteckigen Feldern ist es niitzlich, relativ schnell rechte Winkel bestimmen zu
konnen. In der Antike wurde dazu eine «kreisformige» Schnur, die in zwolf gleich grosse Teile eingeteilt war,
verwendet. Wie ging man vor?

R Aufgabe A15 Welche der vier Dreiecke mit den folgenden Seitenlédngen sind rechtwinklig?
a) a=3,b=4,¢c=5 b)) a=5,b=12,¢=13 ¢) a=17,b=15,¢=8 d)a=4,b=5,¢=6

R Aufgabe A16
Im rechts abgebildeten Wiirfel der Seitenldnge a liegen die Punkte X, Y und Z jeweils 7 Y
auf den Kantenmitten. Ist das Dreieck AXY Z rechtwinklig?
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Hohensatz

R Aufgabe A17 Beweis des Hohensatzes durch Ergidnzung

Links ist ein rechtwinkliges Dreieck dargestellt, das von seiner Hohe in zwei Dreiecke (blau und braun) zerlegt
wird. Legen Sie diese beiden Dreiecke auf zwei verschiedene Weisen «in die Ecken» des zweimal dargestellten
Dreiecks (also einmal beide Teile in das mittlere Dreieck, einmal beide Teile in das rechte Dreieck). Folgern Sie

daraus den Hohensatz .

Iy iy
C = ~=
+ +
b b a N 2
o L o 4V o 4V
A q H P B < q+h = f< q+h =

Drei Mittelwerte anschaulich

R Aufgabe A18 Drei Mittelwerte: Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel

Ausgehend von zwei Liangen a und b
wurde die Figur rechts wie folgt kon- 0
struiert: Trage a und b nebeneinander N
von einem Punkt P aus in entgegen-

gesetzte Richtungen ab und errichte

iiber der Strecke a + b einen Tha- QD
les(halb)kreis mit Mittelpunkt M.

S >
Zeichne senkrecht zur Grundseite des S g
Thaleskreises in P eine Gerade ein.
Sei @) ihr Schnittpunkt mit dem Tha- H
leskreis. Zeichne den Radius [MQ)]
ein. Schliesslich ist H der Fusspunkt qV
des Lots von P auf [MQ)]. X M P Y
Bestimme in Abhéngigkeit von a und k= “ b
b die folgenden Léangen:
(a) das arithmetische Mittel m, = MQ von a und b;
(b) das geometrische Mittel m, = PQ von a und b; Hinweis: Hohensatz
(c) das harmonische Mittel my, = HQ von a und b. Hinweis: Kathetensatz

— Merke 9.5.5  Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel (= Mittelwert)

Wenn a,b € RT positive reelle Zahlen sind, so nennt man
J “T'H’ das arithmetische Mittel von a und b;

e vab das geometrische Mittel von a und b;

2ab

o das harmonische Mittel von ¢ und b.

Es gllt «harmonisches S geOmetriSCheS S arithmetisches Mittel», d. h. Beweis: Klar aus der Zeichnung in Aufgabe A18.
mp < Mmg <My,

Merkhilfe: Das harmonische Mittel ist der Kehrwert des arithmetischen Mittels der Kehrwerte von a und b,

denn es gilt 22 = (warum?).

a+b -

1

1
T
2
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9.6

Auftrag fiir Montag, 23. Marz: Aufgabe A19

x Aufgabe A19 Die folgenden Aufgaben sind grosstenteils aus der Aufgabensammlung von Angelika Rupflin, Kantonsschule am Burggraben St. Gallen

Die Aufgaben (a) bis (k) sind mit dem Satz des Pythagoras 16sbar. Kathetensatz (und der noch nicht bewiesene
Hohensatz) werden nicht benétigt.

(a)

(b)

(k)

Gegeben sind zwei Quadrate mit den Seitenldngen 3 cm und 5 cm. Konstruieren Sie ein Quadrat des-
sen Flacheninhalt a) mit der Summe b) mit der Differenz der Inhalte der beiden Quadrate
iibereinstimmt.

Zeichnen Sie ein Quadrat mit der Seitenlinge a = 3 cm und konstruieren Sie dann ein Quadrat, das
a) den halben, b) den doppelten, ¢) den dreifachen Inhalt des urspriinglichen Quadrats hat.

Konstruieren Sie (ausgehend von ganzzahligen Streckenlédngen) auf mindestens 2 verschiedene Weisen ein
Quadrat mit dem Flacheninhalt
a) 5 cm? b) 27 cm?

Welchen Radius muss ein rundes Backblech mindestens haben, damit eine rechteckige Tiefkiihlpizza mit
den Abmessungen 22 cm X 17 cm darauf Platz hat.

Berechnen Sie die theoretische Blickweite von einem 100 m hohen Leuchtturm aufs Meer. (Erdradius
6.37 - 10° m)

Wie weit unter Wasser liegt die gerade Verbindungslinie von Romanshorn nach Friedrichshafen? Machen
Sie eine Skizze. Erdradius: 6370 km. Die Entfernung Romanshorn-Friedrichshafen bitte selbst herausfinden
(und als Lénge der geraden Verbindungsstrecke interpretieren).

Wie hoch darf ein 60 cm tiefer (und sehr breiter) Schrank hochstens sein, damit man
ihn aus der liegenden Position in einem 2.4 m hohen Raum durch Kippen aufstellen
kann?

Hinweis: Bitte nicht von der Wand im Bild irritieren lassen sondern den Schrank in
der Raummitte aufrichten.

Berechnen Sie die Lénge aller Seitenhalbierenden in einem rechtwinkligen Dreieck aus den Kathetenléngen
a und b. a) a=6und b=10 b) allgemein mit Parametern ¢ und b

Von einem allgemeinen Dreieck ABC' kennt man die Seite ¢ = 56 cm, die Hoéhe h. = 15 cm und die
Seitenhalbierende s. = 17 cm. Berechnen Sie die Léange der Seiten a und b.

Die abgebildete Pyramide {iber dem Eingang des Louvre in Paris ist 21.6 m hoch. Thre
Grundflache ist ein Quadrat mit der Seitenldnge 34.2 m. Wie gross ist die Glasflache?

Gegeben sei eine Strecke der Lénge a.

Konstruieren Sie  a) +/61a b) +153a c) V7a

In den beiden folgenden Teilaufgaben ist die Umkehrung des Satzes von Pythagoras zu verwenden: Gilt fiir drei
Seiten z, y, z eines Dreiecks 22 = 32 + 22, so ist das Dreieck rechtwinklig mit rechtem Winkel gegeniiber der
(langsten) Seite z.

0

(m)

Gegeben sind die Punkte A = (—3,-2), B = (6,1) und C = (—5,4). Priifen Sie durch Rechnung, ob
das Dreieck ABC rechtwinklig ist. Wenn ja: Bei welchem Punkt liegt der rechte Winkel? (Keine genaue
Zeichnung verlangt, aber eine Skizze ist sicherlich hilfreich!)

Uberpriifen Sie durch Rechnung, ob das Dreieck ABC mit A = (2,1), B = (1,10) und C = (6,5)
rechtwinklig ist (und wenn ja, wo der rechte Winkel liegt) und geben Sie den Flacheninhalt an! (Grobe
Skizze empfohlen!)
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(n) Verwandeln Sie ein Dreieck mit den Seitenldngen 6 cm, 7 cm, 8cm per Konstruktion mit Zirkel und Lineal
in ein flichengleiches Quadrat.

Hinweis: Finden Sie zuerst ein Rechteck mit demselben Fléacheninhalt. Mit dem Kathetensatz oder Hohensatz
h? = pq («Hohe quadriert = Produkt der Hypotenusenabschnitte») kénnen Sie dieses Rechteck dann in
ein Quadrat verwandeln. Uberlegen Sie sich am besten beiden Lésungen, sowohl mit Kathetensatz als
auch mit Hohensatz.

(o) Verwandeln Sie ein Quadrat mit Seitenldnge 7.5 ¢cm per Konstruktion mit Zirkel und Lineal in ein
flachengleiches Rechteck, dessen eine Seite 5.5 cm lang ist. Erldutern Sie kurz Ihr Vorgehen!

(p) Ein Matrose sitzt auf hoher (und ruhiger) See im Ausguck eines Schiffes 25 m iiber dem Wasser. In welcher
Entfernung (Luftlinie) sieht er frithestens

(i) eine auf dem Wasser treibende Luftmatratze?

(ii) einen anderen Matrosen, der seinerseits in einem Ausguck 30 m tiber der Wasseroberfléche sitzt?

Hinweis: Fertigen Sie eine Skizze an. Erdradius: 6370 km

9.7 Weitere Aufgaben

R Aufgabe A20

Berechnen Sie in der folgenden Tabelle die fehlenden Grossen, wobei a, b, ¢, p, q, h jeweils die iiblichen Strecken
eines rechtwinkligen Dreiecks bezeichnen; F' bezeichnet seine Fliche. (Taschenrechner erlaubt)

[ o | b [el » [ ¢ [ & [ F |
3 T =18
13 12
25 16
1 7

R Aufgabe A21 In einem rechtwinkligen Dreieck teilt die Hohe h auf die Seite ¢ diese in zwei Hypotenu-
senabschnitte, p und ¢, wobei p naher bei a liegt. Von den sechs Strecken a, b, ¢, h, p und ¢ sind jeweils zwei
gegeben. Finden Sie Formeln, um daraus die anderen vier zu berechnen.

a) a, b b) a, p ) pgq d) p, c e) X pb

R Aufgabe A22 Es folgt eine Liste von Wortverbindungen. Diese sind in den nachfolgenden Liickentext so
einzutragen, dass korrekte Aussagen entstehen:

Wortverbindungen: | der Hohe ‘Hypotenusenabschnitt H der beiden Hypotenusenabschnitte H der Hypotenuse‘
‘von Hypotenuse ‘ der Katheten ‘ der zugehorigen Kathete H das Produkt H das Produkt H das Quadrat H das Quadrat ‘
‘das Quadrat ‘ ‘ der Quadrate ‘ ’ rechtwinkligen‘ die Summe

Liickentext: In jedem ‘ ‘ Dreieck gilt

e laut dem Satz von Pythagoras: ’ H H ‘

ist so gross wie ‘ H ‘

e laut dem Kathetensatz: ’ H ‘und‘ ‘

ist so gross wie ‘ H ‘

e laut dem Hohensatz: ‘ H

ist so gross wie ‘ H
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R Aufgabe A23  Besonders «natiirlich(zahlig)es» rechtwinkliges Dreieck

Vermutlich kennen Sie das rechtwinklige Dreieck mit positiven ganzzahligen Seitenldngen a = 3, b = 4 und
¢ = 5. Es illustriert den Satz des Pythagoras auf besonders schéne Weise: 32 + 42 = 9 + 16 = 25 = 52,

Gibt es ein rechwinkliges Dreieck mit a, b, ¢, p, ¢, h € NT?

Hinweis: Berechnen Sie im 3-4-5-Dreieck p, ¢ und h. Strecken Sie das Dreieck dann so, dass alle Strecken a, b,
¢, p, q, h ganzzahlig werden.

R Aufgabe A24
Berechnen Sie s und r aus a = 4v/5 und h. = 8.

# Aufgabe A25 Berechnen Sie aus a den Radius = der skizzierten Fiillkreise.

a) b)

< a = < a =
U9 ToMZ Jne SIUuI[Puny) INz WiIjuaZsSol}y] WOoA Pur)sqy Uap 9IG UauydoIag Z(Z) pun (q NZ oSroMury

NPOI(-,06-509-,06 TO dIG UYING :(® NZ STOMUTH

R Aufgabe A26 Losen Sie die folgenden Aufgaben mit dem Hohensatz!

(a) Geometrisches Wurzelzichen: Gegeben sind zwei Strecken der Lange a und 1. Konstruieren Sie eine Strecke
der Linge /a.

(b) Rechteck in flichengleiches Quadrat verwandeln: Gegeben ist ein Rechteck mit Seitenldngen x und y.
Konstruieren Sie ein Quadrat desselben Flécheninhalts.

(¢) Quadrat in flichengleiches Rechteck mit gegebener Seitenldnge verwandeln: Gegeben ist ein Quadrat mit
Seitenldnge s und eine Strecke x. Konstruieren Sie ein flichengleiches Rechteck, dessen eine Seite x ist.

(d) # Anwendung der vorigen beiden Teilaufgabe: Gegeben sind zwei Strecken der Lingen z und y und eine
Strecke der Linge 1 als «Masseinheit». Konstruieren Sie eine Strecke der Léinge xy.

Bemerkung: Einfacher geht das mit dem Strahlensatz, wie im Skript «Zahlen» erklért.

R Aufgabe A27 Losen Sie die folgenden Aufgaben mit dem Kathetensatz!

(a) Rechteck in flichengleiches Quadrat verwandeln: Gegeben ist ein Rechteck mit Seitenlingen z und y.
Konstruieren Sie ein Quadrat desselben Flacheninhalts.

(b) # Quadrat in flichengleiches Rechteck mit gegebener Seitenlinge verwandeln: Gegeben ist ein Quadrat
mit Seitenldnge s und eine Strecke z. Konstruieren Sie ein flaichengleiches Rechteck, dessen eine Seite x
ist.
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9.8

Heronformel

9.8.1. Mit der Heronformel kann man die Flidche eines beliebigen Dreiecks rasch aus seinen Seitenldngen
berechnen.

Betont sei, dass die Heronformel fiir alle Dreiecke gilt (fiir rechtwinklige Dreiecke gilt sie zwar auch, ist aber
relativ uninteressant, denn die Flache eins rechtwinkligen Dreieck ist die Halfte des Produkts der Katheten).

Der Fldcheninhalt A eines beliebigen Dreiecks mit Seitenléngen a, b und c ist

wobei s = - (a + b+ ¢) der halbe Umfang ist.

Satz 9.8.2 Heronsche Formel, Satz des Heron

A=/s(s—a)(s—b)(s—c)

R Aufgabe A28

(a)

(d)

Berechne mit der Heronschen Flachenformel den Flacheninhalt eines Dreiecks mit den Seitenldngen a = 3,
b=17¢c=8. Losung: 63

Berechne aus dem Flacheninhalt alle Hohen des Dreiecks.
Loésungen: h, = 4\/3., hy = %\/3, he = %\/3

Berechne die Flidche des (rechtwinkligen) 3-4-5-Dreiecks auf zwei Weisen:

o direkt (sehr einfach);

o mit Heron.

Zeige, dass die Heronformel fiir jedes gleichseitigen Dreieck der Seitenldnge a gilt, indem du die Flédche
V3 2

einmal klassisch ausrechnest und einmal mit Heron. Losung: Beide Male —1‘30

Zeige genauso, dass die Heronformel fiir jedes rechtwinklig-gleichschenklige Dreieck gilt.
Losung: Beide Male -1-a?

9.8.3. Wenn man eine neue Formel kennenlernt, ist es immer eine gute Idee, sich zu iiberlegen, ob die Formel
plausibel ist. Bei der Heronschen Formel bieten sich die folgenden Tests an:

Dimensionskontrolle (genaueres im Abschnitt 9.9): Die sogenannte Dimension der Grosse unter dem
Waurzelzeichen ist «Lénge hoch 4» (also beim Messen in Metern m*), die Wurzel davon hat die Dimension
«Lénge hoch 2» (also m?). Dies ist die richtige Dimension fiir eine Fliche.

Verhalten bei (zentrischen) Streckungen: Wenn man das Dreieck mit einem Faktor A streckt, so werden a,
b und ¢ jeweils mit dem Faktor A multipliziert. Dasselbe gilt auch fiir s, s—a, s —b und s —c¢. Der Ausdruck
unter dem Wurzelzeichen wird also mit A* multipliziert, der Ausdruck rechts des Gleichheitszeichens mit
dem Faktor \2. Dies ist der richtige Anderungsfaktor fiir eine Fliche bei einer Streckung mit Faktor .

Permutationsverhalten: Der Wert der rechten Seite dndert sich nicht, wenn man (die Werte von) a, b und
¢ miteinander vertauscht/permutiert. Das sollte auch so sein, denn wie man die Seiten eines Dreiecks
benennt, ist Geschmackssache.

Direkte Tests (wie in Aufgabe A28): Stimmt die Formel fiir spezielle («leicht zu berechnende») Dreiecke?

— gleichseitiges Dreieck

— gewisse rechtwinklige Dreiecke, etwa 3-4-5-Dreieck

rechtwinklig-gleichschenklige Dreiecke

eventuell: «entartete» Dreiecke (etwa a + b = ¢, d. h. das Dreieck liegt auf einer Geraden)
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R Aufgabe A29 Lies den folgenden Beweis der Heronformel genau durch. Uberlege dir bei jedem Schritt,
warum er gilt. Insbesondere solltest du jede Gleichung und jede Umformung verstehen. Wo wird Pythagoras an-
gewendet. Wo werden binomische Formeln angewendet? Verstehst du alle Umformungen von Briichen? Stimmen
die Plus- und Minuszeichen beim Auflésen von Klammern?

# Zusatzfrage: Die Zeichnung im Beweis zeigt ein Dreieck, bei dem der Hohenfusspunkt der Héhe h = h. auf
der Seite c liegt. Wie muss man den Beweis anpassen, damit er weiterhin stimmt, wenn sich der Héhenfusspunkt
nicht auf ¢, sondern auf der Verldngerung von ¢ befindet? Wenn sich also der Eckpunkt C' zum Beispiel «sehr
weit rechts» befindet?

Beweis der Heronformel. Die Skizze zeigt ein Dreieck mit den Seitenléingen a, b, c¢. Zuséitzlich ist die Hohe
h = h. eingezeichnet. Sie teilt die Seite ¢ in die beiden Abschnitte z und y.

Pythagoras, angewendet auf die beiden offensichtlichen rechtwinkligen Dreiecke,
liefert die ersten beiden der folgenden Gleichheiten
b
V -y =h=d>-2>=a>—(c—y)? =a* -+ 2cy — h \
Addiert man zu der «dusseren» Gleichheit auf beiden Seiten 32, so folgt
q p
1
b =a? -+ 2y ¢
Lost man dies nach y auf, so folgt
- a2 + b2 + 2
N 2c

Damit und mit dem oben bereits verwendeten h? = b* —y? = (b+y)(b—1y) folgt aus der iiblichen Flichenformel
A= Lch
2

2 C]’L 2
A2 = 2)
:T.}ﬁ

2
= b+yb-y)

2 —a2+ b2+ 2 P INFL RN
s i)
A 2e—a?+ b+ 2bc+a®—bE -2
N 2c . 2c

1 , o ’
= (R b))
=%'(<b+c)+“)'((b+0)—a)-(a+b—6)~(a—(b_c))
:%.(a+b+0)-(_a—i—b-l-c)-(a+b—c).(a_b+c))

1
:ﬁ'28'(25_2a)'(28—26)-(25—%)
=s-(s—a)-(s—c)-(s—b)

Whurzelziehen auf beiden Seiten zeigt nun die behauptete Formel. O
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9.9 Nachtrag: Dimension einer physikalischen Grosse und Dimensionskontrolle
Dieser Abschnitt folgt eng dem Anhang ... im Buch Geometrie fiir Maturitétsschulen von ...

9.9.1. Die Dimension einer physikalischen Grosse driickt deren qualitative Eigenschaften aus.

(Dieser Begriff der Dimension hat nichts zu tun mit dem Dimensionsbegriff in Formulierungen wie «der dreidimensionale Raum». Der dortige Dimensionsbegriff fiir
«Réume» misst grob gesagt die Anzahl der Parameter, die man ben6tigt, um einen Punkt zu beschreiben.)

Beispiele 9.9.2.
¢ Die physikalischen Grossen 7m, 2km, 3 Meilen haben die Dimension Linge.

¢ Die physikalischen Grossen 17g, 5kg, 7.3t haben die Dimension Masse.

Linge
Zeit

« Die physikalischen Grossen 3m/s, 7km/h, 2m/h haben die Dimension

9.9.3. Die «Basisdimensionen» sind Lénge, Zeit, Masse, elektrische Stromstérke, Temperatur, Stoffmenge und
Lichtstérke (fiir jede dieser Basisdimensionen gibt es eine SI-Basiseinheit: Meter, Sekunde, Kilogramm, Ampere,
Kelvin, Mol, Candela).

Die Dimension jeder physikalischen Grosse liasst sich durch diese Basisdimensionen ausdriicken (als Produkt
von Potenzen). Beispielsweise gelten

Lénge
Zeit
Dimension jedes Volumens = Liinge®

Dimension jeder Geschwindigkeit = = Lénge - Zeit ™"

Merke 9.9.4
thsikahsche Grossen konnen nur dann addiert werden, wenn sie dieselbe Dimension haben.

Beispiele 9.9.5.
e 2km — 80 mm ist definiert.
o 7m?3 + 5 ist nicht definiert.
e 3cm + 5kg ist nicht definiert.

9.9.6. Man beachte den Unterschied zwischen den Begriffen «Dimension» und «Einheit»: Fiir eine gegebene

Dimension gibt es meist viele Einheiten, in denen man sie messen kann.

Eine Grosse der Dimension Linge?, also eine Fliche (oder genauer ein Flicheninhalt), kann beispielseise in m?,

aber auch in km? oder in Hektar gemessen werden.
Eine Grosse der Dimension Linge®, also ein Volumen, kann beispielseise in m® und in Liter gemessen werden.

9.9.7. Mit Hilfe einer Dimensionskontrolle kann man bisweilen sehr schnell feststellen, dass eine Gleichung nicht
stimmen kann. Wie das geht, erkldrt die folgende Aufgabe.

R Aufgabe A30 (sinngemiss aus «Geometrie fiir Maturitédtsschuleny)
Im Folgenden stehen

e a, b, x fur Strecken;

e A fiir einen Flacheninhalt;

o V fiir ein Volumen.

Dimensionskontrolle: Priife, ob die folgenden Gleichheiten gelten kénnen, indem du die Dimensionen beider
Seiten ermittelst und vergleichst.

a)x:(wf\@)a b)b:2a—\/§
:%+\/ﬁ d) m(a+T7)a

c) x
e) A=-2Y 4+ 2\ f) V=-2a(a®+v3A-2b)
R Aufgabe A31 (sinngemiss aus «Geometrie fiir Maturitatsschulen») Bedeutung der Gréssen a, b, z, A,

V wie in der vorherigen Aufgabe A30.
Bestimme jeweils die Dimension der Grosse G.

a) a = \/% b) A:%(a—kb) C) V= 3((14—b4)G
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9.10 Pythagoreische Tripel

9.10.1. Besonders «schone» rechtwinklige Dreiecke sind solche, bei denen alle Seitenldngen positive natiirliche
Zahlen sind (in einer beliebigen fixierten Langeneinheit gemessen, etwa Zentimeter).

Definition 9.10.2 Pythagoreische Tripel

Ein pythagoreisches Tripel ist ein Tripel (a, b, ¢) ‘positiver natﬁrlicher‘ Zahlen mit

a’+ v =c?

Beispiele 9.10.3. « Das bekannteste pythagoreische Tripel ist (3,4,5), denn 3% +42 = 52. Andere Beispiele
sind (5, 12,13) oder (8,15,17).

o Vertauscht man die beiden ersten Eintréige eines pythagoreischen Tripels, so erhdlt man ein (anderes)
pythagoreisches Tripel: Beispielsweise ist mit (3,4, 5) auch (4, 3,5) ein pythagoreisches Tripel.

o Jedes «Vielfache» eines pythagoreischen Tripels ist ein pythagoreisches Tripel: Mit (3,4,5) sind auch
(6,8,10) und (9,12,15) und (12,16, 20) etc. pythagoreische Tripel.

Deswegen sind die besonders interessanten pythagoreischen Tripel diejenigen mit ggT(a,b) = 1 (und dann
automatisch ggT(a,b,c¢) = 1). Man nennt solche pythagoreischen Tripel primitiv. Jedes pythagoreische
Tripel kann man in ein primitives verwandeln, indem man seine drei Eintrdge durch ggT(a, b, ¢) dividiert.

R Aufgabe A32

(a) Testen Sie den rechts angegebenen Algorithmus fiir einige
Wahlen von a.

(b) Zeigen Sie allgemein, dass dieser Algorithmus pythagore-
ische Tripel liefert (u. a. ist zu zeigen, dass b eine positive
natiirliche Zahl ist).

Zusétzlich konnen Sie sich iiberlegen: Man erhélt auf diese
Weise alle pythagoreischen Tripel (a, b, ¢) mit ¢ = b+ 1.

— Algorithmus 9.10.4

(1) Wéhle eine beliebige ungerade Zahl
a> 3.

(2) Setze b := %

(3) Ausgabe: (a,b,b+ 1) ist ein pytha-
goreisches Tripel

—— Satz 9.10.5 Euklids Formel zur Erzeugung pythagoreischer Tripel

(a) Euklids Formel: Fiir alle natiirlichen Zahlen m und n mit m > n > 0 ist

2

(m? —n?, 2mn, m?* 4 n?)

ein pythagoreisches Tripel. (Beachte, dass die mittlere Zahl hier stets gerade ist.)

(b) Jedes pythagoreische Tripel ist «rational proportional» zu einem der Tripel in «Euklid-Formy.

Hierbei bedeutet «rational proportional»: Das eine Tripel entsteht aus dem anderen, indem man seine
drei Eintrage mit derselben positiven Zahl multipliziert. Aquivalent: Beide Tripel haben
ein gemeinsames Vielfaches. Ebenfalls dquivalent: Beide Tripel sind Vielfache desselben primitiven
pythagoreischen Tripels.

R Aufgabe A33

(a) Zeige die erste Behauptung in Satz 9.10.5: Sind m > n > 0 natiirliche Zahlen, so ist (a,b,c) = (m? —

n?,2mn, m? 4+ n?) ein pythagoreisches Tripel.

(b) Rechne fiir 10 verschiedene (eher kleine) Wahlen von m > n > 0 (mit m und n teilerfremd, nicht beide
ungerade) das zugehorige pythagoreische Tripel aus.

(c) Das pythagoreische Tripel (4,3,5) kann nicht mit Euklids Formel erzeugt werden, denn 3 ist ungera-

de. Finde m > n > 0 so, dass das zugehérige pythagoreische Tripel in Euklid-Form (a,b,¢) = (m? —

n?,2mn, m? + n?) «rational proportional» zu (4,3,5) ist.
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Beweis von Satz 9.10.5. (a) Dass Euklids Formel pythagoreische Tripel erzeugt, ist eine einfache Rechnung,
siehe (die Losung von) Aufgabe A33.(a).

(b) Dem Beweis liegen wichtige geometrische Ideen zugrunde, die wir schrittweise erkliren.
Schritt 1: Vom Einheitskreis zur y-Achse und zuriick:

In der Zeichnung ist der Einheitskreis dargestellt (Ein- )
heitskreis(= Kreis mit Radius 1 um den Ursprung) und
zusatzlich der Punkt @ = (—1,0) markiert.
Wiéhlt man eine beliebige nicht vertikale Gerade durch @, P = (z,y)
so schneidet diese die y-Achse in einem Punkt T' = (0, )
und den Einheitskreis (ausser in @) in einem weiteren
Punkt P = (z,y). T =(0,t
Wir erkldren nun, wie man aus den Koordinaten x und y
von P = (z,y) die y-Koordinate ¢t von T' = (0, t) berechnen |
kann und umgekehrt.
Q = (717 0) €T

o Sei P = (z,y) gegeben. Wir wollen die y-Koordinate
t von T berechnen.

Da die beiden farbig eingezeichneten Dreiecke zuein-
ander dhnlich sind bzw. nach dem Strahlensatz gilt

e Sei umgekehrt T' = (¢,0) gegeben. Wir wollen die Koordinaten x und y von P berechnen.
Da P = (z,y) auf dem Einheitskreis liegt, muss gelten

1 = Abstand(P, Ursprung) = v/z2 + 32
oder gleichbedeutend (quadriere die Gleichung)
2?4y =1

Ausserdem muss P auf der Geraden durch @ = (—1,0) und T = (¢, 0) liegen. Diese hat offensichtlich
die Steigung ¢t und deswegen die Gleichung

y =tz —2q) +yo =tz +1)

Da P = (z,y) sowohl auf dieser Geraden als auch auf dem Einheitskreis liegt, miissen die Koordinaten
von P die beiden Gleichungen y = t(z + 1) und 2% + 3? = 1 gleichzeitig erfiillen.

Der Punkt @ = (—1,0) 16st diese beiden Gleichungen. Wir suchen nun aber die Losung P = (z,y)
mit x # —1 bzw. gleichbedeutend mit = + 1 # 0.

Wir substituieren y = t(z + 1) in die Gleichung 22 + y? = 1 und erhalten

4+ (x+1)2 =1
22 =14+t +1)2=0
(x+D(z—-1)+t2(x+1)2=0 Division durch  +1#0
z—14+t3(x+1)=0
r—1+t22 4+t =0
r(1+t3) =1+

1=
o142
und somit (Riicksubstitution)
1—12 2t
=t l)=t| ——=+1) =
y=te+1) (1+t2 * ) 142
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Zwischenfazit: Unsere Abbildungen zwischen Einheitskreis (ohne @) und y-Achse sind wie folgt gegeben:

Einheitskreis \ {Q} — y-Achse
Y
z+1

(x’y)’_)t:

(1) 1—1¢2 2t oy
z,y)=|——,——
Y 142 1422

Geometrisch ist klar, dass sich diese beiden Abbildungen gegenseitig riickgéingig machen.! Ausserdem sieht
man aus den obigen Zuordnungen:

e Genau dann ist ¢ eine rationale Zahl, wenn = und y rationale Zahlen sind.
Man sagt: Rationale Punkte T auf der y-Achse entsprechen rationalen Punkten P auf dem
Einheitskreis (ohne Q).

e Genau dann gilt ¢ € (0,1), wenn der zugeordnete Punkt P = (x,y) im «rechten oberen Viertel» des
Einheitskreises liegt, also > 0 und y > 0 erfiillt.
(Dies ist geometrisch vollkommen klar, kann aber auch leicht algebraisch begriindet werden.)

Schritt 2: Von pythagoreischen Tripeln zu rationalen Punkten auf dem rechten oberen Vier-
tel des Einheitskreises:

Sei (a,b,c) ein pythagoreisches Tripel. Wir betrachten den . A
Punkt (a,b) in der Ebene. Sein Abstand zum Ursprung ist

Va2 +2=Ve2=c

Wenn wir den Punkt also vom Ursprung aus mit dem Fak- —
tor % strecken, so erhalten wir den Punkt

(a,b)

auf dem Einheitskreis. Seine beiden Koordinaten sind po-
sitive rationale Zahlen. Also ist P ein rationaler Punkt im
rechten oberen Viertel des Einheitskreises. P (2Y)
Wir erhalten so eine Abbildung

rationale Punkte I |
im rechten oberen x
Viertel des Ein-
heitskreises

(a,b,¢) s P = (a,b)

{Pythagoreische Tripel} —

c’ c
Nach Konstruktion dieser Abbildung ist klar, dass zwei pythagoreische Tripel unter dieser Abbildung genau
dann auf denselben Punkt abgebildet werden, wenn sie «rational proportional» sind.?

IDer Vollstandigkeit halber rechne ich es hier nach:

« Startet man rechts mit ¢ auf der y-Achse, geht dann zum Einheitskreis und wieder zu y-Achse, so erhilt man wie gewiinscht wieder ¢ zuriick:

2t 2t

s 1+2 2t —
T+1 1 2 T a—24142 T g T
+t2 +1 1+t2

« Startet man links mit (z,y) auf dem Einheitskreis, geht dann zur y-Achse und wieder zum Einheitskreis, so erhilt man wie gewiinscht wieder (x,y) zuriick:

1-¢2 2
7 I“ s ( £ ) beide Briiche mit (z + 1)? erweitern
1+¢2 1+t2 1+( )2
=T Z+1
(r+1 2y(z+1)
(z+1)2 T (z+1)?
2 1-— 1 .
ot 20 4 v , 2@ +1) Nutze 22 + 3% = 1 baw. 1 — y? = ?
22+ 2e+1+y% " a2+ 2e+1+y2
(22420 2y 2y(@+1)
T\ 2+2 7 2w+2
B ( s@+1) yla+1) )
z+1 x4l
= (z,y)

2Formal algebraisch geht das Argument wie folgt.
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Schritt 3: Jeder rationale Punkt auf dem rechten oberen Viertel des Einheitskreise kommt
von einem pythagoreischen Tripel in «Euklid-Form» (m? — n? 2mn, m? — n?) her:

Sei P = (z,y) ein rationaler Punkt auf dem rechten oberen Viertel des Einheitskreise. Nach Schritt 1 gibt
es genau eine rationale Zahl ¢ € Q N (0, 1) mit

P=(2y) = (1—752 2t>

14127 1+¢2
Da t rational ist und im Intervall (0,1) liegt, gibt es positive natiirliche Zahlen m > n > 0 mit

t=—
m

(wer mag, kann hier m und n teilerfremd wéhlen; dies ist aber nicht nétig).
Eingesetzt in die obigen Gleichungen fiir z und y erhalten wir

2

1—t? 1— 2 m? —n?
Tr = = =

1+ t2 2 m2 4+ n2

2t 21 2mn

m

L+ 142

m?2 + n?2

Aus der Abbildung in Schritt 2 sehen wir nun, dass unser Punkt P = (z,y) vom pythagoreischen Tripel
in «Euklid-Form»

2

(m? —n?,2mn, m? — n?)

herkommt.
Schritt 4: Ende des Beweises:

Sei (a,b,c) ein pythagoreisches Tripel. Diesem haben wir in Schritt 2 einen rationalen Punkt P auf dem
rechten oberen Viertel des Einheitskreises zugewiesen. In Schritt 3 haben wir dann gesehen, dass dieser
Punkt P von einem pythagoreischen Tripel (m? —n?2, 2mn, m? 4+ n?) in Euklid-Form herkommt. Da wir in
Schritt 2 auch gesehen haben, dass zwei pythagoreische Tripel genau dann denselben rationalen Punkt auf
dem Einheitskreis liefern, wenn sie rational proportional sind, sind Ausgangstripel (a, b, c) und «Euklid-
Tripel» (m? — n?,2mn, m? + n?) rational proportional.

O

Sind (a,b,c) und (a’,¥’,¢’) pythagoreische Tripel mit

— = und —_—=—

= —/ - und Multiplikation mit dieser rationalen Zahl sendet das erste Tripel auf das zweite.

Sind umgckohrt (a,b,c) und (qga, gb, gc) mit ¢ € Q* rational proportioanle Tripel, so gilt offensichtlich

(ii),(ﬂﬂ)
¢’ e - qc’qc
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9.11 Erster Versuch: Pythagoreische Tripel (enhtélt zwar mehr Information, aber
zu viele Teilbarkeitsargumente, die den geometrischen Kern des Arguments
eher verschleiern)

9.11.1. Besonders «schone» rechtwinklige Dreiecke sind solche, bei denen alle Seitenléngen positive natiirliche
Zahlen sind (in einer geeigneten fixierten Lingeneinheit gemessen, etwa Zentimeter).

—— Definition 9.11.2 Pythagoreische Tripel

Ein pythagoreisches Tripel ist ein Tripel (a,b, ¢) positiver Zahlen mit
a® +b* =

Ein pythagoreisches Tripel (a, b, ¢) heisst primitiv, falls a, b und ¢ ausser der 1 keinen gemeinsamen Teiler
haben.

Beispiele 9.11.3. Das bekannteste pythagoreische Tripel ist (3,4,5), denn 32 + 42 = 52. Andere Beispiele sind
(5,12,13) oder (8,15,17). Diese drei Tripel sind primitiv. Natiirlich ist auch (4,3, 5) ein primitives pythagorei-
sches Tripel (es entsteht aus (3,4,5) durch Vertauschen der «Kathethen» a und b).

Nicht primitiv ist das pythagoreische Tripel (21,28, 35), denn alle Komponenten (= Eintréige) sind durch 7 teil-
bar: Es entsteht aus dem primitiven pythagoreischen Trupel (3,4,5) durch (komponentenweise) Multiplikation
mit 7.

R Aufgabe A34

(a) Testen Sie den rechts angegebenen Algorithmus fiir einige
Wahlen von a.

(b) Zeigen Sie allgemein, dass dieser Algorithmus pythagore-
ische Tripel liefert (u. a. ist zu zeigen, dass b eine positive
natiirliche Zahl ist).

Zusétzlich koénnen Sie sich iiberlegen:
o alle so erhaltenen pythagoreischen Tripel sind primi-
tiv;
o man erhilt auf diese Weise alle pythagoreischen Tri-
pel (a,b,¢) mit ¢ =b+ 1.

— Algorithmus 9.11.4

(1) Wéhle eine beliebige ungerade Zahl
a> 3.

(2) Setze b := L;l

(3) Ausgabe: (a,b,b+ 1) ist ein pytha-
goreisches Tripel

— Satz 9.11.5 Erzeugung primitiver pythagoreischer Tripel; Euklids Formel

Fiir beliebige natiirliche Zahlen m > n > 0 ist

a=m?—n? b=2mn c=m?+4n?
ein pythagoreisches Tripel (Beweis siche Aufgabe A35).
Wenn m und n teilerfremd sind (d. h. ggT(m,n) = 1 gilt) und nicht beide ungerade sind (was
wegen der Teilerfremdheit bedeutet, dass eine der beiden Zahlen gerade ist und die andere ungera-
de), dann ist das obige Tripel (a,b,c) primitiv mit ungeradem a und geradem b; ausserdem entsteht

‘ jedes primitive pythagoreische Tripel mit ungeradem a und geradem b‘ auf diese Weise aus eindeutig be-
stimmten teilerfremden Zahlen m > n > 0, die nicht beide ungerade sind.

9.11.6. Warum dieser Satz eine Klassifikation aller pythagoreischer Tripel liefert, erkldren wir in 9.11.7.
R Aufgabe A35

(a) Zeige die erste Behauptung in Satz 9.11.5: Sind m > n > 0 natiirliche Zahlen, so ist
(a,b,c) = (m? — n? 2mn,m? + n?) ein pythagoreisches Tripel.
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(b) Rechne fiir 10 verschiedene (eher kleine) Wahlen von m > n > 0 (mit m und n teilerfremd, nicht beide
ungerade) das zugehorige pythagoreische Tripel aus.

Beweis von Satz 9.11.5. Seien zwei teilerfremde natiirliche Zahlen m > n > 0 gegeben, die nicht beide ungerade

sind. (Also ist wegen der Teilerfremdheit entweder m gerade und n ungerade oder umgekehrt.)

2

Seien @ = m? —n?, b = 2mn, ¢ = m? + n? wie im Satz angegeben. (Offensichtlich ist a ungerade und b ist

gerade.)

Schritt 0: Das Tripel (a, b, ¢) ist pythagoreisch. Das ist leicht zu zeigen, siehe (Ldsung von) Aufgabe A35.(a).

Schritt 1: Wir zeigen, dass das pythagoreische Tripel (a, b, c) = (m? — n?%, 2mn, m? + n?) primitiv ist.

Falls das Tripel nicht primitiv ist, so gibt es eine Primzahl p, die alle drei Zahlen a, b, c teilt.

2

Der Fall p = 2 kann nicht auftreten, denn a = m? — n? ist ungerade (da entweder m ungerade und n gerade ist

oder andersherum).

Also gilt p > 2. Da p sowohl a = m? —n? als auch ¢ = m? + n? teilt, teilt p auch die Summe a + ¢ = 2m?. Da p

ungerade und prim ist, teilt p auch m? und m. Dann teilt p aber auch n? = ¢ — m? und somit n. Damit teilt p
sowohl m als auch n im Widerspruch zur Annahme, dass m und n teilerfremd sind.

Also ist (a, b, ¢) ein primitives pythagoreisches Tripel (mit b gerade).

Schritt 2: Es bleibt zu zeigen, dass jedes primitive pythagoreische Tripel mit geradem b eindeutig auf diese
Weise entsteht.

Dem Beweis liegt eine geometrische Idee zugrunde, die v A

rechts illustriert wird.
Sei (a, b, c) ein pythagoreisches Tripel (noch wird nicht an- (a:t)
genommen, dass es primitiv ist oder dass b gerade ist).
Aus a® + b* = 2 folgt per Division durch ¢? die Glei-
chung ‘;—z + %2 = 1. Mit der Substitution x = % € Q nE
und y = % € Q wird diese Gleichung zu

$2+y2:1

Mit anderen Worten haben wir nun zwei positive rationale
Zahlen x, y, die die obige Gleichung erfiillen bzw. geome-
trisch ausgedriickt einen rationalen Punkt P = (z,y) € Q?
auf dem Einheitskreis (= Kreis mit Radius 1 um den Ur- g
sprung). (Der Punkt P liegt auf dem Einheitskreis, denn
sein Abstand zum Ursprung betriigt /22 + 2 = v/1 = 1.) | |
Die Verbindungslinie von P mit @ = (—1,0) schneidet die Q=(-1.0) | e
y-Achse in einem Punkt T' = (0, ¢).

P = (z,y)

(0.1)

Wegen des Strahlensatzes (die beiden betrachteten Strahlen sind die z-Achse und die Gerade (QP); sie werden
von der y-Achse und der dazu parallelen Geraden durch P geschnitten) gilt
t y

t= — =
1 z+1

€Qn(o,1)

Man beachte, dass t eine rationale Zahl ist.

Wegen 0 <y <1und 0 <z <1 folgt 0 <y < z+1 und somit ausserdem ¢ € (0,1) wie oben angegeben.

Wir werden spéter ¢ = 7> ansetzen, iiberlegen uns aber zuerst, wie man x und y aus ¢ berechnen kann.
Beachte, dass die beiden Gleichungen y = ¢(x+ 1) und 22 4+ y? = 1 gelten. Indem wir y in der zweiten Gleichung
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substituieren erhalten wir

2+ x4+ 1) =1

=1+t +1)*=0

(z+1)(z—1)+t3(x+1)>=0 Division durch  +1 > 0
r—1+t3(x+1)=0
r—1+t2+1*=0

r(1+t3) =1+

1—12

YT e

d somit tx+1)=t 1= )= 2
n SOIM1 = = —
s y=ne 1+ 2 1+¢2

Fiir beliebiges t € Q N (0, 1) erhidlt man so einen rationalen Punkt (x, y) auf dem oberen rechten Viertel des Einheitskreises.

Da 0 <t < 1 rational ist, gibt es eindeutig bestimmte teilerfremde natiirliche Zahlen m > n > 0 mit ¢t = .

Dann gelten

a N 1— n? 2 _ 2 b L. 2.1 9
Definition von z m n Definition von y m mn

m2
= = d —_— = - 9.1
c T e T e MY Ve Tr e T e O

Leicht ist man nun versucht zu vermuten, dass @ = m? —n? und b = 2mn und ¢ = m? + n? gelten. Dies ist aber im Allgemeinen nicht der Fall. Der Leser iiberlege sich
zum Beispiel in den folgenden beiden Fillen, welche Werte z, y, t, m, n und m? — n?, 2mn, m? + n? haben:

e (a,b,c) = (6,8,10) (dies fiithrt auf dieselben Werte wie (a, b, ¢) = (3,4,5))
. (a,bc) = (4,3,5)
Wenn man nun zusétzlich annimmt, dass das Tripel (a, b, ¢) primitiv ist, so gelten

e ggT(a,c) = 1, denn sonst wiirde eine Primzahl p sowohl a als auch c teilen und damit auch * = ¢ — a?

und damit auch b, was im Widerspruch zur Primitivitdt des Tupels steht.

Vielleicht sollte man irgendwo schreiben, dass Primitivitit eines pythagoreischen Tripels (a, b, ¢) dazu dquivalent ist, dass beliebige zwei der drei Zahlen a,
b, ¢ teilerfremd sind.

o ggT(b,c) =1 (Beweis analog).

Insbesondere sind die Briiche - und % vollstdndig gekiirzt.
Sei nun zusétzlich b gerade vorausgesetzt. (Daraus folgt, dass ¢ ungerade ist, denn a kann nicht gerade sein.)

Umschreiben der Gleichung % =y = % zZu

b(m? +n?) = 2mnc

zeigt, dass nicht sowohl m als auch n ungerade sein kénnen (denn in diesem Fall wére die linke Seite durch 4
teilbar (da b gerade ist und m? 4+ n? gerade), die rechte Seite aber nicht (denn m, n und c sind ungerade)).

In diesem Fall (m und n teilerfremd, nicht beide ungerade) haben wir aber in Schritt 1 gesehen, dass das
pythagoreische Tripel (m? — n?, 2mn, m? + n?) primitiv ist. Insbesondere bedeutet dies, dass je zwei dieser drei

Zahlen teilerfremd sind (Argument siehe oben), dass also auch die Briiche 22122 und mQﬁ?ﬂ vollstandig
gekiirzt sind.
Aus den beiden Gleichheiten vollstindig gekiirzter Briiche in (9.1) folgt® also

a=m?—n? b=2mn c=m?+n?

Dies zeigt, dass jedes primitive pythagoreische Tripel mit geradem b auf die gesuchte Weise entsteht.

Schlussendlich ist noch zu zeigen, dass aus a = m'? — n’? und b = 2m/n’ und ¢ = m'? + n’? (mit teilerfremden

Zahlen m’ > n’ > 0, nicht beide ungerade) bereits m = m’ und n = n’ folgt. Es gilt dann aber

PO % B % b 2m/d

Cor4+l L 41 Ee g4 2m2 0 om
und wegen t = - und der eindeutigen Darstellung einer positiven rationalen Zahl als Quotient teilerfremder
natiirlicher Zahlen folgt n = n’ und m = m’. O
3Das genaue Argument, dass aus einer Gleichheit % = 721/’ vollstdndig gekiirzter Briiche bereits Zihlergleichheit z = 2’ und

Nennergleichheit n = n’ folgen, verwendet die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.
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9.11.7. Satz 9.11.5 liefert eine Klassifikation aller pythagoreischen Tripel: Jedes nicht-primitive pythagoreische
Tripel kann durch «Division durch den ggT» zu einem primitiven pythagoreischen Tripel gemacht werden.
Deswegen geniigt es, die primitiven pythagoreischen Tripel zu klassifizieren.

Ist (a, b, c) ein primitives pythagoreisches Tripel, so

« koénnen nicht @ und b gerade sein: Sonst ist auch ¢ = a? + b? gerade, damit ist ¢ gerade und das Tripel
ist nicht primitiv (da 2 ein gemeinsamer Teiler von a, b, c ist).

« koénnen nicht a und b ungerade sein: Sonst sind a? und b? ungerade, also ist ¢? = a? + b? gerade, also ist
c gerade.

Zwischeniiberlegungen:

— Ist © = 2n + 1 eine beliebige ungerade Zahl, so hat ihr Quadrat 22 = (2n + 1) = 4n? +4n + 1 =
4(n% + n) + 1 bei Division durch 4 den Rest 1.

— Ist = 2n eine beliebige gerade Zahl, so hat ihr Quadrat 22 = (2n)? = 4n? bei Division durch 4 den
Rest 0.

Nach der Zwischeniiberlegung hat ¢? als Quadrat einer geraden Zahl den Rest 0 bei Division durch 4. Da
aber a? und b? als Quadrate ungerader Zahlen den Rest 1 bei Division durch 4 haben, hat a? 4 b? den
Rest 2 bei Division durch 4. Aber ¢? = a? + b? kann nicht sowohl den Rest 0 als auch den Rest 2 bei
Division durch 4 haben. Widerspruch. Also kann es nicht sein, dass sowohl a als auch b ungerade sind.

Also gilt entweder a gerade und b ungerader oder a ungerade und b gerade.

Durch Vertauschen von a und b kénnen wir annehmen, dass a ungerade und b gerade ist. Primitive pythagoreische
Tripel dieser Art werden aber durch den obigen Satz klassifiziert.

Genauer: Alle Paare (m,n) teilerfremden natiirlichen Zahlen m > n > 0, nicht beide ungerade, liefern alle
primitiven pythagoreischen Tripel (a, b, ¢) mit a ungerade und b gerade (und jedes solche Tripel genau einmal).

Jedes dieser primitiven pythagoreischen Tripel liefert durch Vertauschen von a und b ein weiteres primitives
pythagoreisches Tripel mit erstem Eintrag gerade und zweitem Eintrag ungerade. Nach den obigen Erkldrungen
erhalten wir so alle primitiven pythagoreischen Tripel (und jedes genau einmal). Durch Multiplikation dieser

primitiven pythagoreischen Tripel mit beliebigen positiven natiirlichen Zahlen erhélt man alle pythagoreischen
Tripel.
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9.12 Archimedes, Bestimmung von 7

Mittlerweile aufgeschrieben im Skript «Flichen und Voluminay, Abschnitt « Numerische Mathematik: Approxi-
mation der Kreiszahl 7»; eventuell hierher kopieren?

Das Verfahren von Archimedes zur Bestimmung von 7 geht so: Betrachte ein dem Einheitskreis einbeschriebenes
Sechseck und das zugehorige umbeschriebene Sechseck. Gehe durch sukzessives Halbieren zu den ein- und
umbeschriebenen 12-Ecken, 24-Ecken usw. iiber. Damit bekommt man zwei Folgen von Umféngen, die gegen m
konvergieren (wieso?).

Das Verfahren inklusive Formeln ist hier nett beschrieben: https://de.wikipedia.org/wiki/Archimedischer_
Algorithmus

Aufgabe: Sehne in Kreis gegeben. Berechne daraus einerseits die Linge des «zugehorigen Tangentenabschnittsy
(Strahlensatz) und andererseits die Liange der «Sehne nach Halbierungy.

Ich hatte damit mal in Python herumgespielt, hatte jedoch Probleme mit Rundungsfehlern, wenn ich mich recht
erinnere... Eventuell gut geeignet fiir Informatik, zweite Klassen, wie auch pythagoreische Tripel. (Rundungs-
fehler thematisieren?)
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9.13 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-
reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, tiber den Tellerrand hinaus zu schauen und /oder die Theorie in einen grosseren
Kontext zu stellen.

‘R‘Lﬁsung zZu A]_ ex-pythagoras-drei-beweise

(a) Die beiden grossen Quadrate haben denselben Flicheninhalt (nfimlich (a + b)?). Wenn man davon jeweils
die Fliache der vier roten Puzzlesteine abzieht, verbleibt die gleiche Fléche. Das bedeutet, dass das weisse
Quadrat im linken Bild dieselbe Flache hat wie die beiden weissen Quadrate im rechten Bild, dass also
c? = a? +b? gilt.

(b) Einerseits ist die Fliche des grossen Quadrats (a + b)?, andererseits ist sie die Summe der Flichen der

vier Puzzlesteine (jeweils —-ab) plus die Fliche des weissen Quadrats (¢?), d. h.

1
(a+b)? = (Fliche des grossen Quadrats) = (Fliche des weissen Quadrats)+4-(Fliche Puzzlestein) = 02+4-7ab

Daraus ergibt sich per ausmultiplizeren und vereinfachen:
a® 4 2ab + b* = % + 2ab
a® +b? =
(c) Einerseits ist die Fliche des grossen Quadrats c¢?, andererseits ist sie die Summe der Flichen der vier

Puzzlesteine (jeweils --ab) plus die Fliche des weissen Quadrats ((b — a)?), d. h.

¢ = (Fliche des grossen Quadrats) = (Fliche des weissen Quadrats)+4-(Fliche Puzzlestein) = (b—a)2+4-%ab
Daraus ergibt sich per ausmultiplizeren und vereinfachen:

2 =b? — 2ab + a® + 2ab

a2 = a2 + b2
Bemerkung: Damit das Bild «stimmt», ist hier b > a vorausgesetzt.

#*L('jsung zu A2 ex-pythagoras-legepuzzle-aus-scherungsbeweis
Ganz am FEnde dieses Skript findet man das entsprechende Legepuzzle viermal zum Ausdrucken und Ausschnei-
den.

R Losung zu A3 cewurzemn

a) V144 =12 b) /2 =3 = %

c) V=1 d) VO=0

e) v/—1 = nicht definiert f) /320272 — 31012, 72

g) 3270424 = 3;% h) /242 3-2022 . 74 — 92131012 72

i) /(—2024)% = 2024 j) Va2 = |z|; Achtung, ohne Betragsstriche falsch

(fiir negatives x)!
Man kann dies auch mit einer Fallunterscheidung

falls z >
aufschreiben: v x2 = . s = O;
—x fallsx <0

k) Va2 = x fir beliebiges z > 0 1) Va2 = —x fiir beliebiges z < 0
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R Losung zu A4 exwurzelgesetze

a) V32025 — (/32024 3 — /32024 . /3 — 31012 . /3 b) /32025 .75 — (/32025 . /75 — 31012 . 72\ /37

c) Va? d) V2a2=+v2-a
e) V3a? \/§ -a f) Vda? =2a
g) 1/ \;‘5 = %a (ohne Wurzel im Nenner angeben!) h) ST = \/\/gf = %a (ohne Wurzel im Nenner angeben!)

R Losung zu A5 cx-pythagoras-wurzelschnecke

a) Wegen 13 = 9+ 4 = 32 + 22 zeichne man ein rechtwinkliges Dreieck mit Katheten der Linge 3 und 2
(entlang der Linien des Kistchenpapiers). Seine Hypotenuse hat die gesuchte Linge v/13.
Es gibt auch andere Losungen (etwa die «brutale» mit der Wurzelschnecke aus Teilaufgabe (d); etwas
besser sind die sich aus 13 = 32 + 11 4+ 12 4+ 12 + 12 oder 13 = 42 — 22 + 1! oder (umstéindlicher, vergleiche
Teilaufgabe (c)) 13 = 42 — 12 — 11 — 12 ergebenden Lésungen.

b) Wegen 22 = 9+ 9 +4 =3 +32 422 = 18 +4 = o7
13 + 9 tut es jede der rechts durch Zeichnungen
angedeuteten Konstruktionen. Die Rechnungen zu
2 3

den Beschriftungen in der linken Konstruktion sind

V32+32 = /18 und \/> 22 = /18+14
V22.

c) Wegen 32 = 36 — 4 = 62 — 22 ist es wohl am einfachsten, ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse der
Lénge 6 und einer Kathete der Lénge 2 zu konstruieren (zeichne Strecke der Lange 6, Thaleskreis dartber,
dann Kreis mit Radius 2 um einen der Endpunkte). Die andere Kathete hat dann die gewiinschte Lénge.

V=2 = V32

3

6
d) Die Léngen links sind in offensichtlicher Reihenfolge: v/2,v/3,v4 = 2,v/5, /6, /7.
Die Lingen rechts sind v2 - a,v3-a,vV4-a=2a,V5-a,vV6-a,V7-a.

‘X‘Ltisung zZu A6 ex-gleichseitiges-dreieck

(a) Die Hohe teilt h teilt das Dreieck in zwei (kongruente) rechtwinklige Dreiecke mit Hypotenuse a und
Katheten h und -3-. Nach Pythagoras gilt also

2 2 a2
()
a + 5

2

2 2 a
:h —
a +4
3 V3
= 72:7
h 4a > a

Die Fléche ergibt sich somit nach der Formel «einhalb mal Grundseite mal Héhe» zu

I L Vi B
F—7'a‘h—7'a'Ta—Ta

(b) Man kann entweder die obige Formel h = %a durch a dividieren oder sie so verwenden:
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(c) Die obige Formel h = %a ist nach a aufzulésen. Multiplikation mit % liefert

2 2
o 23,

-7 ;

a

> T o2
‘X Losung zZu A7 ex-rechtwinklig-gleichschenkliges-dreieck

Betrachten Sie ein beliebiges gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse ¢ und Katheten a = b
(bitte Skizze anfertigen).

(a) Das Dreieck hat die Winkel 90° und zweimal 45°.

(b) Nach Pythagoras gilt ¢? = a® + a® = 242, also ¢ = v/2a.

Nimmt man eine Kathete als Grundseite, so ist die andere Kathete die zugehorige Hohe und die Fliche

ist 1 1
F=—a-b=—d?
2 2
d.h. die halbe Flidche eines Quadrats der Seitenldnge a, was auch geometrisch klar ist.
(€) a= %c = %C.
Flache: F' = %aQ = %%62 = %CQ. Dies ist auch geometrisch plausibel, denn in ein Quadrat der

Seitenldnge ¢ passt das betrachtete Dreieck viermal.

(d)L—L:%

X‘Lﬁsung ZU A8 cx-30-60-90-dreicck

(a) Spiegelt man das gegebene Dreieck an der langeren Kathete z, so bilden das Ausgangsdreieck und sein
Spiegelbild zusammen ein gleichseitiges Dreieck. Folglich gelten

1 V3

y:7a sza

wobei die zweite Gleichung nach Pythaogoras gilt bzw. nach der vorherigen Aufgabe A6, denn z ist die
Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenldnge a.

Alternative: Man kann das Dreieck auch durch Teilen des rechten Winkels in einen 60°-Winkel und
einen 30°-Winkel in ein gleichseitiges und ein gleichschenkliges Dreieck zerlegen und so sehen, dass die
Hypotenuse a doppelt so lang ist wie die kiirzere Kathete .

Die obigen beiden Gleichungen geben z und y in Abhéngigkeit von a an.

o Ist  gegeben, so gelten

V3

r V3 y 1 y

1
a 2 a 2 x V3 3

w
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(c) Hier einer von vielen Losungswegen: Nach dem Kathetensatz gilt ga = y? und somit

y a a
e P
(Alternative: Das Dreieck mit den Seiten y, h und ¢ ist ein 90°-60°-30°-Dreieck mit g als kiirzerer Kathete,
die deswegen halb solang ist wie die Hypotenuse y, d.h. ¢ = %y = %a.)
a 3

Wegen p +q = a ergibt sich p=a—-qg=a— 4 = a.

Aus dem Hohensatz h? = pq folgt nun

3 a V3
h:\/]Tq: ZGZ: 4@

ﬁLﬁsung zu Ag ex-pythagoras-aehnliche-figuren .
Die blaue Figur ist dhnlich zur grauen Figur mit Ahnlichkeitsfaktor/Streckfaktor c¢. Da die Fliche sich mit dem
Quadrat des Streckfaktors dndert, folgt die erste Gleichung, die anderen beiden bekommt man analog.

Hellblau = ¢? - Grau Gelb = a? - Grau Rosa = b? - Grau

Mit «Grau» ist genaugenommen «Fliche der grauen Figur» gemeint etc.

Daraus erhalten wir mit dem «normalen Pythagoras» c¢? = a2 + b?

Hellblau = ¢* - Grau = (a® + b?) - Grau = a? - Grau + b* - Grau = Gelb + Rosa

# Losung zu A10 ccmoendehen-des-hippokrates
Nach (der Bemerkung in) Aufgabe A9 gilt: Der Halbkreis iiber der Hypotenuse (nach oben oder unten einge-
zeichnet) ist genauso gross wie die beiden Halbkreise iiber den Katheten zusammen.

Damit erhalten wir: (Genaugenommen ist jeweils die Fliche der genannten Figur gemeint.)

Hellblau = Halbkreis tiber ¢) — (linker weisser Bereich) — (rechter weisser Bereich)
= (Halbkreis tiber a) + (Halbkreis iiber b) — (linker weisser Bereich) — (rechter weisser Bereich)
= (Halbkreis tiber a) — (rechter weisser Bereich) + (Halbkreis tiber b) — (linker weisser Bereich)
= Rosa + Gelb

R Losung zu A1l cxabstand-r2

(a) Félle von P das Lot auf die a-Achse (oder auf die y-Achse)und nenne den Fusspunkt F. Das Dreieck UF P
ist rechtwinklig. Die Lingen der beiden Katheten sind 2 und 5 und [UP] ist die Hypotenuse. Also gilt

nach Pythagoras
UP = /22 +52 = /29.

(b) Zeichne durch P und @ parallele Geraden zu x und y-Achse. Es ergeben sich zwei rechtwinklige Dreiecke,
deren Kathetenlédngen sich leicht aus den Koordinaten von P und @ ergeben: a = |zp —2g| =12—5| =3
und b = |yp — yg| = |5 — 1| = 4. Die Hypotenuse ist [PQ] und hat somit nach Pythaogoras die Lénge

PQ=+32+42=+25=5

(c) PQ = /|zp —zql* + lyp —yol? = V/(zp —2q)* + (yp — yq)?

*Lﬁsul’lg zu A12 ex-pythagoras-raumdiagonale

(a) Die blaue (Seitenflichen-)Diagonale [BG] hat wegen Pytha-
goras die Linge V12 +12 = /2. Da das Dreieck AABG C
rechtwinklig bei B ist, hat die rote Raumdiagonale die Linge

VZ 412= 2112 =3

(b) Klappt man den Wiirfel auf, so ist die griine Strecke [AG]
ein kiirzester Weg fiir den Marienkéifer (es gibt finf andere
genauso kurze Wege). Seine Linge ist /12 + 22 = /5.
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(c) Zunichst gilt BG = +/b2 + c2. Somit hat die Raumdiagonale die Linge AG = \/a? + /b2 —i—c22 =
Va2 4+ b2 + 2.

(d) Der bei der Kante [BC] aufgeklappte Wiirfel ist unten links abgebildet und der kiirzeste Weg von A nach
G iiber diese Kante ist griin eingezeichnet. Seine Lénge ist

Via+ )2+ =va?+ b+ ¢+ 2ac

(e) Der kiirzeste Weg muss iiber eine der sechs Kanten [BC|, [CD], [DH], [HE], [EF], [FB] fithren. Wenn
man jeweils die beiden an diesen Kanten anliegenden Wiirfelseiten aufklappt, erhdlt man sechs Figuren,
von denen unten drei abgebildet sind; die anderen drei sehen bis auf Vertauschen gegeniiberliegender
Eckpunkte genauso aus. Man berechnet die Langen der drei griinen Strecken (von links nach rechts) zu
\/a2 (b+c)2 = Va2 + b2+ 2 + 2ac, Va2 + b2 + 2 + 2bc und Va2 + b2 + 2 + 2ab. Wegen 0 < ¢ < b <
a gilt be < ac < ab. Also ist a2 + b2 + ¢2 + 2bc kleiner-gleich als die beiden anderen Weglingen. Der
mittlere griine Weg ist also kiirzer als die beiden anderen, wie man auch leicht mit dem Lineal iberpriift.

In Worten ist es also fiir den Marienkéfer am kiirzesten, einen der beiden Wege iiber die langste Kante zu
nehmen (genauer den tiber [DC| oder den iiber [EF].

H G E H G
c c
D C G
D c A b D a C
b b
A a B ¢ F A a B

R Losung zu A13 cxpyinagoras-tetracder

Der Tetraeder besteht — wie schon der Name besagt — aus 4 Flachen. Er hat 6
Kanten und 4 Ecken; das ist hoffentlich klar aus dem Bild rechts. Der Punkt
M dort ist der Mittelpunkt zwischen A und C.

Zur Seitenhohe: Die rot eingezeichnete Strecke [M B] ist eine solche Hohe (der
yunten liegenden“ Seite). Wie in Aufgabe A8 berechnet, hat sie die Léinge
MB = 35 ~ 0.8660s.

Zur Korperhohe: Sei S derjenige Punkt im Dreieck ABC), fiur den [DS] senk-
recht auf dem Dreieck steht. Dann ist h = [DS] die Hohe des Tetraeders. Aus
Symmetriegriinden muss S der Schwerpunkt des Dreiecks ABC' sein (erklare
ich gerne genauer, wenn gewiinscht).

Wir wissen bereits, dass der Schwerpunkt jedes Dreiecks jede Seitenhalbierende

im Verhéltnis 2 : 1 teilt. Also gilt SB = 2 2 [ Sieheoben % - \/g s = @s.

Pythagoras, angewandt auf das rechtwmklzge Dreieck BDS hefert somit

. 3 6 6
:\/32—5322\/82—932:\/982: §8%0.81658

R Losung zu Al4 cxabstand-rs

(a) Man stelle sich einen Quader vor, dessen «linke untere hintere» Ecke der Punkt U ist und dessen «rechte
obere vordere» Ecke der Punkt P ist und dessen Wande parallel zu den drei von den Koordinatenachsen
aufgespannten Ebenen sind (also z-y-Ebene, z-2-Ebene bzw. y-z-Ebene); drei der Wande sind Teil der
Koordinatenebenen. Alternativ kénnte man verlangen, dass alle Kanten parallel zu den Koordinatenachsen
sind.

Dieser Quader hat die Abmessungen 3 x 4 x 12.
Die gesuchte Linge UP ist die Linge der Raumdiagonalen. Wie in Aufgabe A12 ergibt sich

324424122 =94+ 16+ 144 = /169 = 13
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(b) Ahnlich wie in der vorigen Aufgabe betrachte man einen Quader, der die beiden Punkte P und Q als
«rdumlich gegeniiberliegende» Eckpunkte hat und dessen Seiten parallel zu den Koordinatenebenen sind.
Dieser Quader hat die Abmessungen 2 x 3 x 4, denn |[zp —zg|=[3— 1| =2und lyp —yg|=[4—7| =3
und |zp — zg| = [12 - 8| = 4.

Die gesuchte Lénge ist die Lange der Raumdiagonalen, deren Lénge wir wie in der vorherigen Teilaufgabe

berechnen kénnen: PQ = /22 4+ 32 + 42 = /29

(c) PQ = /|rp —2ql® + lyp —yql® + [2p — 2q|> = /(xp — 20)? + (yp — ¥@)% + (2P — 2¢)?

N T ee
‘k LOSlll’lg zu A15 ex-pythagoras-umkehrung-leicht

(a) a®> =b* =9+ 16 = 25 = 2. Also ist das Dreieck rechtwinklig mit rechtem Winkel bei C.
(b) a® +b? =25 + 144 = 169 = ¢%. Also ist das Dreieck rechtwinklig mit rechtem Winkel bei C.

(c) a =17, b =15, ¢ = 8. Hier gilt ¢ + b*> = 64 + 225 = 289 = a?. Also ist das Dreieck rechtwinklig mit
Hypotenuse a, d.h. der rechte Winkel ist bei A.

(d) a® = 16, b?> = 25, ¢ = 36 und keine Summe von zweien dieser Quadrate ist das dritte Quadrat. Also
ist das Dreieck nicht rechtwinklig. Einfacher: Es geniigt zu testen, dass die Summe der beiden kleineren
Quadrate nicht das grosste Quadrat ist: 16 + 25 = 41 # 36.

R Losung zu A16 cxpythagoras-umkehrung

Mit Pythagoras berechnet man: v
XY =a® +a%=2d®
VZi=(3)+(5) =20 =%
XZ'=AX +AZ =AX +AD" +DZ = (4)° +a® + (2)* = 3% 4 X

2
Wir vermuten auf Grund der Zeichnung, dass das Dreieck XY Z bei Z einen rechten Winkel hat. Wegen

X7 +YZ' =32 +% =4

stimmt unsere Vermutung nach der Umkehrung des Satzes von Pythagoras.

> T o2
'X LOSLlIlg zu A17 ex-beweis-hoehensatz-durch-zerlegung

N N
S <
+ +
Q,
o 4V « 4V
A q H P B < q+h =] f< q+h =

In der ersten Zeile ist die Zerlegung des rechtwinkligen Ausgangsdreiecks durch Zerschneiden entlang der Hohe
in zwei rechtwinklige Teildreiecke dargestellt. Nun dreht man des gelbe Dreieck und legt es wie in der zweiten
Zeile gezeigt einmal oberhalb und einmal unterhalb an das rote Dreieck. Zusammen mit den griin dargestellten
Flichen ergeben sich zwei grosse Dreiecke (es handelt sich wirklich um Dreiecke, denn am Ubergang vom roten
zum gelben Dreieck entsteht kein Knick, da sich die drei Winkel dort jeweils zu 180° ergénzen). Diese beiden
grossen Dreiecke sind per Konstruktion deckungsgleich, haben also insbesondere dieselbe Fliache. Also gilt

h? = (Fliche griines Quadrat) = (Fliche grosses Dreieck) — (Fliche gelbes Dreieck) — (Fliche gelbes Dreieck)
= (Flache griines Rechteck) = pq

Dies ist der Hohensatz!
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DT e
R Losung zu A18 cxdreimittelwerte-geometrisch

(a)
(b)

(c)

mq = MQ = £ (da Radius des Thaleskreises)

Berechnung von my = PQ mit dem Héhensatz: Wegen des Thaleskreises ist das Dreieck XY @ rechtwinklig.
Somit diirfen wir den Hohensatz anwenden und erhalten mg = @2 = ab bzw. per Wurzelziehen mg =
PQ = Vab.

Berechnung von mg = PQ mit dem Satz des Pythagoras: Im rechtwinkligen Dreieck M PQ sind bekannt

M, =MQ = -t und MP=MY —b= -2t —p= atb=2b — a=b DPythagoras liefert

— / — 2 a? + 2ab + b2 a? — 2ab + b2 4ab

Der Kathetensatz fiir das Dreick M PQ liefert (mit den bereits berechneten Gréssen)

My - My =M

2
mé vab ab 2ab
my = = = =
h Mma a—2i-b a—2|-b a+b

R Losung zu A19 cxpythagoras-angelikas-sammlung

(a)

8

(k)

a) Katheten mit Lange 3 und 5, dann ist das Hypotenusenquadrat die Losung
b) Kathete mit Liange 3, Hypotenuse mit Linge 5, dann ist das andere Kathetenquadrat die Losung

Flachenverwandlung Rechteck — Quadrat (z.B. mit Hilfe des Hohensatzes, wobei ein rechtwinkliges Drei-
eck mit Hypotenusenabschnitt 3 und a) %, b) 6 und ¢) 9 zu konstruieren ist. Die Hohe ist dann die
gesuchte Quadratseite).

a) zB.5=12+2% oder 5=232—-22 oder 5 =1-5. b) 27 =6%—3% oder 52 + 12+ 12 oder 27 = 3-9.
13.9 cm (Halbe Diagonale im Rechteck, zu berechnen mit dem Satz von Pythagoras).

35.7 km. Sei M der Erdmittelpunkt, L die Spitze des Leuchtturms, T der Beriihrungspunkt der Tangente
durch L an k(M,r.). Im AMLT gilt: IT° = ML — MT = (ro +1)% — 2.

e

Alle Angaben in km. Erdradius » = 6370, Distanz d = 12.2. Die gesuchte Tiefe ist r — /72 — (‘—i)Q ~
0.0029207. Also knapp 3m.

maximal 2.32 m. Entscheidend ist die Rechtecksdiagonale bei Schrank. Diese darf hochstens gleich lang
wie der Raum hoch sein.

Sa = 4/ % +02 =100 = 10.44, s, = +/a? + % = /61 = 7.81. Die Schwerlinien sind Hypotenusen in
rechtwinkligen Dreiecken!

S¢ = 5 = a22+b2 = ‘/5’76 = 5.83 C liegt auf dem Thaleskreis und damit ist s. ein Radius. Das gilt
natiirlich nur im rechtwinkligen Dreieck!

a =39 b= 25 oder umgekehrt. Seien H der Hohenfusspunkt und M, die Seitenmitte von c.

Erster Fall, H liegt niher bei A als M.: HM, ist Kathete im AHM.C. HM, = /172 — 152 = 8.
Damit ist HA = - — HM, = 28 — 8 = 20. b ist Hypotenuse im AAHC. b = /202 + 152 = 25. a ist
Hypotenuse im AHBC. a = /152 + 362 = 39.

Zweiter Fall, M, liegt niher bei A als H: Ahnlich wir oben erhélt man a = 25 und b = 39.

Die Héhe jeder der vier Seiten der Pyramide betréigt h = 1/21.62 + (232)2 ~ 27.54 m. Die Fliche betréigt
deswegen 4 - 3 - 34.2 - h ~ 1884.38 m?

a) zB.61=62+5% b) zB.153=122+32 ¢) 7=42-32
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(1) Die Distanz zweier Punkte kann mit Hilfe des Satzes von Pythagoras berechnet werden (um zum Beispiel
AB zu berechnen, verwende man ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse [AB] und Katheten parallel
zu den Koordinatenachsen; die Langen dieser Katheten erhélt man sofort aus den Koordinaten der Punkte,
so dass man AB mit Pythagoras berechnen kann). Berechnet man so die Lingen der drei Dreiecksseiten,
so stellt man fest, dass die Summe der Quadrate von zweien die dritte ergeben; damit ist das Dreieck
rechtwinklig. Genauer liegt der rechte Winkel bei A (gegeniiber der langsten Dreiecksseite).

(m)
(n)

rechtwinklig mit rechtem Winkel bei C, Fldche 20.

dann zum Rechteck erginzen, dann dieses halbieren). Dann Hohen- oder Kathetensatz anwenden.

(o) Hohen- oder Kathetensatz anwenden

() ()

17.85 km (Losung analog zu Aufgabe (e)).

R Losung zu A20 cx-tabelle-pythagoras-cte
Die Formeln fiir die erste Zeile findet man in der Losung von Aufgabe A21.
Fiir die zweite Zeile verwende man Pythagoras im rechtwinkligen Dreieck AH BC: Es gilt a?> = p? + h?. Dann
kennt man p und kann wie in der ersten Zeile alles ausrechnen.
Dritte Zeile und vierte Zeile: Verwende ¢ = p + ¢ und berechne dann mit dem Kathetensatz a und b etc.

(i)

a b \ c \ P \ q \ h \ F
3 4 5 %:1.8 15—6:3.2 %:2.4 6
13 31.2 33.8 5 28.8 12 202.8
15 20 25 9 16 12 150
V8=2v2 | V56 =2V14| 8 1 7 V7 47

Dreieck in ein flichengleiches Rechteck umwandeln (etwa per Scherung, so dass ein rechter Winkel entsteht,

37.39 km (Losung ganz dhnlich zu Aufgabe (f)).

Bemerkung: Die Zahlen in der vorletzten Zeile gehéren zu dem kleinsten rechtwinkligen Dreieck, bei dem all
diese Zahlen ganzzahlig sind. Es entsteht aus dem Dreieck in der ersten Zeile durch Streckung um den Faktor
¢ =5 (wobei sich die Fliche um den Faktor 52 = 25 #ndert).

R Losung zu A21 cxumkehrformeln

a) |c¢=+va?+ b?| Die doppelte Dreiecksfliche ist ab = ch und daraus h = “Tb, eingesetzt fiir ¢:

Kathetensatz: ¢p = a? also p = “—;, eingesetzt fiir c:

b [n= V@7

Fiir b bieten sich jetzt viele Wege an, z.B. b = v/c2 — a2, eingesetzt fiir c:

, Kathetensatz cp = a? also

h

p:

CL2

Va5

a2

p

CcC =

letzte Formel lasst sich zu b = a—- vereinfachen.

. Entsprechend

h = ab

Va?e? |

q:

Var o |

b2

. Aus p+q = cergibt sich ¢ = ¢—p, also

_at
P2

b:

— a2

. Hinweis: Die

¢) |h=./pq| (dies bedeutet, dass die Hohe h das geometrische Mittel der beiden Hypotenusenabschnitte
p und ¢ ist; im Englischen heisst der Hohensatz deswegen geometric mean theorem). . a =

c(c—p)

\/h? + p2, eingesetzt fiir h: | a = \/pq + p? |, entsprechend | b = /pq + ¢2 |.
d) . Aus dem Héhensatz ergibt sich | h = y/p(c — p) |, aus dem Kathetensatz| a = \/cp |und | b =
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e) Kurzfassung: Der Leser iiberlege sich, dass (¢ + q)? = 4b% + p? gilt (linke Seite ausmultiplizieren; cq = b?;
Pythagoras in den drei rechtwinkligen Dreiecken). Damit kann man x := ¢ + ¢ berechnen. Wegen x + p =
¢+ q+ p = 2c erhilt man ¢ und dann ¢ = = — ¢. Der Rest ist einfach.

Langfassung: Die folgende Rechnung zeigt (c + q)? = 4b% + p?:

2 Pythagoras 2 Pythagoras und Kathetensatz

(C+q)2:02+2cq+q a?+ b2 +2cq+q P2+ B2+ 0%+ 202 + g2

2 Pythigoras_

:p2+3b2+h2+q p2+3b2+b2:4b2+p2

Somit gilt ¢ + ¢ = 1/4b2% + p2. Addition von p auf beiden Seiten liefert wegen ¢ = ¢q + p die Gleichung

2ce=c+q+p=+4b2+p>+p

und dann per Division durch 2 den gesuchten Ausdruck fiir ¢ in Abhédngigkeit von p und b:

CZ%(\/WW)

1
Subtraktion von p auf beiden Seiten liefert @ =c—p= % (\/4b2 + p? er) —p= (\/41)2 +p? — p) .

2

Schliesslich liefern Hohen- und Kathetensatz die (relativ komplizierten) Formeln

h@%i(@p) bzw. aﬁ\/g(\/m+l’)

Wie meist, gibt es auch andere Losungswege — beispielsweise kann man a auch per a = v/¢2 — b? ausrechnen
(und kommt mit etwas Rechnen auf dasselbe Ergebnis).

R‘Lﬁsung zZu A22 ex-pythagoras-satzfamilie-lueckentext

In jedem | rechtwinkligen | Dreieck gilt
e laut dem Satz von Pythagoras: | die Summe || der Quadrate || der Katheten

ist so gross wie ‘ das Quadrat ‘ ‘ der Hypotenuse‘

e laut dem Kathetensatz: | das Produkt ‘von Hypotenuse ‘ und ’ Hypotenusenabschnitt ‘
ist so gross wie ‘ das Quadrat ‘ ‘ der zugehorigen Kathete‘

e laut dem Hohensatz: | das Produkt ‘der beiden Hypotenusenabschnitte‘

ist so gross wie | das Quadrat || der Hohe

%Lﬁsung zZu A23 ex-rechtwinkliges-dreieck-alles-ganzzahlig
Im rechtwinkligen 3-4-5-Dreieck gelten

a=3
b=4
c=5
a? 9
p=—= - nach dem Kathetensatz
c
b2 1
q=— = T6 nach dem Kathetensatz
c
12
h=/pqg=+v9-1625 = = nach dem Hohensatz
Alternativ kann man h auch aus «Flache auf zwei Arten berechnen» bestimmen: h = “Cb = %
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Daraus folgt: Wenn man dieses Dreieck mit dem Faktor 5 streckt, werden alle gewilinschten Strecken ganzzahlig:

a =15
b =20
d =25
p =9
q =16
K =12

R Losung zu A24 cxsatzgruppe-pythagoras-figuren

Die Bestimmungen von r und s sind unabhéngig voneinander:

e Bestimmung von 7r:

Im rechtwinkligen Dreieck Mg BC gilt MagB = \/a2 — h2 = /80 — 64 = v/16 = 4. Die andere Hilfte
der Strecke [AB] ist genauso lang, d. h. M pA = 4.

Im AMagM A gilt: r? = MABA2 + (he — r)%. Eingesetzt:

r? =4% 4+ (8 —r)?

r2=16+82—2.8 1+ 12 | —r?

0 =80 — 16r | + 167

16 = 80 1116

r=2>5

e Bestimmung von s:

Der Punkt D liegt auf dem Thaleskreis iber MapC. Also ist [MapD] die Hohe im rechtwinkligen
ANAM4pC und s ist der Hypotenusenabschnitt, der «zur Kathete h. gehorty. Der Kathetensatz besagt:

e 12 o _ h2 64 _ 16 _ 16v5 _ 16V
a-s = hZ und damit ist s = raiaiw ity Sl v ol S

Alternativ kann man s auch mit dem Sekanten-Tangenten-Satz (Aufgabe 52 im Skript zu Ahnlichkeit;

Aufgabe refex-sekantentangenten-sekanten-sehnensatz) berechnen: AD - AC = AM 4 32 d.h. konkret (a —

2_ _ siche oben 14.,/5
= 42 1 2 _ =1 1 _ a’—16 __ 80—-16 __ _64 ¢ < .
s)-a , also a® — as 6, also s - v NG 2

ﬁ*Lb’sung zu A25 ex-pythagoras-fuellkreise

\

wT s

30% L _ %70 - ’
[ a = - L

AABC ist ein 30°-60° Dreieck und damit ist AB = 2C B. Weiter ist AD = a = 3z und damit ist z = %a.
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< a =]
Die Hohe h bzw. ihr Quadrat lisst sich auf zwei Arten mit Pythagoras berechnen, einmal im AAH Z und
einmal im AHBZ (beachte BC' = a und deswegen BZ = a — x).

oo )5
o= (5)

Gleichsetzen dieser beiden Ausdriicke liefert

() = (5 o= (5)

2 2 2
9 a a a 9 9 a 9
20—+ — — — =a“ —2 - — -
x + z— + 16 T ar + 1 | —z
ar 3a? 9 I+ dax
—_—= — 2ax
2 4 2
Sax _ 3a? | 2
2 4 5a
3a
r=—
10
c)
M, S M,

< =1
Die Hohe h bzw. ihr Quadrat kann auf zwei Arten mit Pythagoras berechnet werden, einmal im AM;HZ
und einmal im AHMsZ:

h? = (a—2)? —2°
h?=(a+2z)*—(a—2x)?
Gleichsetzen liefert

(a—z)? —2>=(a+2)*—(a—1)?

a® — 2ax = dax | + 2ax
a? = 6ax | : 6a
a
2
6

N .o
x Losung ZU A 26 ex-geometrisches-wurzelziehen-und-multiplizieren
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(a)

(d)

Geometrisches Wurzelziehen: Trage von einem beliebigen Punkt H
auf einer beliebigen Geraden die Strecken 1 und a in beide Richtun-
gen ab wie in der Zeichnung. Errichte in H die Senkrechte zu der
Geraden und schneide diese mit dem Thaleskreis iiber [AB]. Nen-
ne den Schnittpunkt C. Das Dreieck AABC' ist nach dem Satz von
Thales rechtwinklig mit Hypotenusenabschnitten a und 1. Nach dem

Hohensatz gilt h? = a-1 = a, also h = +/a. 4 1 H ‘

Rechteck zu Quadrat: Ahnlich wie in der vorigen Teilaufgabe kon-
struiert man ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenusenabschnitten
x und y. Nach dem Hohensatz gilt h = /xy. Also hat das Quadrat

mit Seitenlinge h die Fliche h? = 2y wie gewiinscht. I

a

A r H Y

Quadrat zu Rechteck: Man verwendet dieselbe Zeichnung wie in der vorigen Teilaufgabe (bendtigt aber
den Thales-Kreis gar nicht), wobei h = s die Seitenldnge des Quadrats ist. Von dieser trigt man an einem
Ende rechtwinklig die Seite x ab und erhélt so das Dreieck AAHC. Die Senkrechte zu (AC) durch C
schneidet die Gerade (AH) in einem Punkt, den wir B nennen. Dann ist das Dreick AABC rechtwinklig
mit Hohe h und Hypotenusenabschnitten 2 und [H B]. Dieser zweite Hypotenusenabschnitt y := [H B] ist
die gesuchte zweite Rechteckseite, denn es gilt xy = h? = s2.

Geometrisches Multiplizieren: Mit Teilaufgabe (b) konstruiert man ein Quadrat mit Fliche zy. Aus diesem
konstruiert man mit Teilaufgabe (c) ein flichengleiches Rechteck mit vorgegebener Seite der Linge 1. Die
andere Seite hat dann die Lénge xy.

N T ee
‘X LOSlll’lg zu A27 ex-flaechenverwandlung-mit-kathetensatz

(a)

Nimm die lingere der beiden Rechtecksseiten (nenne sie ¢) und trage auf ihr ,von rechts‘ die kiirzere
Rechtecksseite ab (nenne diese p). Mit Hilfe des Thaleskreis tiber ¢ konstruiert man leicht ein rechtwinkliges
Dreieck, dessen einer Hypotenusenabschnitt p ist. Dann gilt nach dem Kathetensatz a? = cp. Also ist a
die Seitenlédnge des gesuchten Quadrats.

Im Wesentlichen geht das umgekehrt, jedoch muss man zwei Félle unterscheiden:

Fall 1, =z > s: Konstruktion eines rechtwinkligen Dreiecks mit a := s und ¢ := z: Trage die Strecke
¢ = [AB] an beliebiger Stelle ab. Der Thaleskreis iiber dieser Strecke ist der 1.g.0.f. C. Der Kreis k(B, a)
ist der 2.g.0.f. C. Jeder der beiden Schnittpunkte dieser beiden Kreise ist ein moglicher Punkt C. Der
Hohenfusspunkt auf ¢ kann nun konstruiert werden, und so erhélt man die beiden Hypotenusenabschnitte
p und ¢. Dann gilt 2p = cp = a® = s2. Also ist p die gesuchte zweite Rechtecksseite.

Fall 2, x < s: Konstruktion eines rechtwinkligen Dreiecks mit a := s und p := z:

Trage die Strecke a = [BC|] an beliebiger Stelle ab. Der Thaleskreis iiber dieser Strecke ist der 1.g.0.f. H.
Der 2.g.0.f H ist der Kreis k(B,p). Nenne einen der beiden Schnittpunkt dieser beiden Kreise H. Das
Dreieck ABC mit rechtem Winkel bei C' kann nun ergénzt werden (nutze den rechten Winkel bei C).
Dann gilt cx = cp = a® = s2. Also ist ¢ die gesuchte zweite Rechtecksseite.

R Losung zu A28 cxneron-anwenden

(a)

Es gilt s = 2 (3+ 7+ 8) = 9 und damit nach Herons Formel

F=v9-6-2=v108=136-3=6V3
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Wegen F = -1 (Grundseite) - (zugehorige Hohe) folgt Hohe = ﬁieite. Also
he = 123‘/3 =43
2

(b) Jede Kathete ist eine Hohe iiber der anderen Kathete. Also hat das 3-4-5-Dreieck die Fliche % -3-4=6.
Mit Heron: s = -+ (a+b+c) = 5 (3+4+5) =6, also Fliche

A=/s(s—a)(s—b)(s —c)
=/6(6—3)(6 —4)(6 —5)
=v6-3-2-1
=36
=6

(¢) Klassisch: Die Hohe betragt @a (nach Pythagoras). Also ist die Fliche

1 1 3 3
A= - Grundseite - Hohe = 7a~ \2f a= %(12

Heron: Es gilt s = 2 (a+a+a) = 2a,alsos—a=s—b=s—c= 2+aqa,also

A=/s(s—a)(s —b)(s—c)
3 1 1 1

=\/—=a —a —a —a

2 2 2 2

3
— 2 4
V 16 ¢
:7\/5012
4

Beide Resultate stimmen netterweise tiberein.

(d) Seien ¢ die Hypotenuse und a = b die Katheten.
Klassisch:

Heron: ¢ = Va2 + a? = V242 = \/2a, also
1 1 2
s = 7(@—‘,—[)4—(}) = 7(2a+\/§a) = (1—&-{) a

V2
s—a=8—b= a
2
(1)
s—c= 1—T a
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also

A=/s(s—a)(s—Db)(s —c)

0 B) (79 (-9

I
- = ==

Beide Resultate stimmen netterweise tiberein.

R Losung zu A29 cxheron-beweis-lesen

Zur Zusatzfrage: Die Formulierung «Sie teilt die Seite ¢ in die beiden Abschnitt z und y.» ist nicht mehr korrekt.
Der Beweis ist wie folgt anzupassen: Sei F der Fusspunkt der Héhe h = h.. Setze denn x = BF und y = AF
(wobei A und B die tiblichen Eckpunktbezeichnungen sind).

Der Rest des Beweises funktioniert dann analog, denn man kann Pythagoras wiederum auf die beiden offen-
sichtliche rechtwinkligen Dreiecke anwenden.

R Losung zu A30 cxcdimensionskontrolle

DT e

R Losung zu A31 cxdimensionsbestimmung

> T o2

‘X Losung zu A32 ex-pythagoreische-tripel-c-gleich-b-plus-eins-neu

(a) selbst

(b) Da a ungerade und > 3 ist, ist a? ungerade und > 9, also a2 -1 gerade und > 8, also ist b eine natiirliche
Zahl > 2. (Natiirlich ist dann auch b+ 1 eine natiirliche Zahl.)

Zu zeigen ist a® + b? = (b+ 1)2. Wir berechnen zuerst die linke Seite

2_1 2
a2+b2:a2+<a 5 )

a* —2a% +1
4
46?2 + a* — 2a®> + 1
4
a*+2a% +1
4

a?+
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und dann die rechte Seite

Beide Male kommt dasselbe heraus. Also ist (a,b, b+ 1) ein pythagoreisches Tripel.
Zusatz: Sei (a, b, ¢) ein beliebiges pythagoreisches Tripel mit ¢ = b+ 1. Dann gilt

A+ ==0b+1)*=b"+2b+1
Also folgt a? = 2b+ 1, daraus 2b = a? — 1 und somit b = %

DT ee
R Losung zu A33 cxpythagoreische-tripel-neu

(a) Offensichtlich sind a = m? —n?, b = 2mn und ¢ = m? +n? unter der Annahme, dass m > n > 0 natiirliche
Zahlen sind, positive natiirliche Zahlen.

Zu zeigen bleibt also a? + b? = 2. Wir berechen beide Seiten dieser Gleichung: Linke Seite:
a® + b = (m? —n?? 4+ (2mn)? = m* — 2m2n? + 0t + 4m?n? = m? 4 2m3*n? 4 0!
Rechte Seite:
& = (m? +n2)? = m* + 2m2n? + n
Beide Seiten stimmen also tiberein, d.h. (a,b,¢) ist ein pythagoreisches Tripel.
(b) selbst

(¢) Beachte, dass (4,3,5) nicht von unserer Formel erzeugt wird, denn 3 ist ungerade und deswegen nie von
der Form 2mn.

Da pythagoreische Tripel zu (m,n) = (3,1) ist aber
(m? —n?,2mn, m? 4+ n?) = (8,6, 10)
Dieses ist proportional zu (4,3, 5).

> T o2
‘X Losung zu A34 ex-pythagoreische-tripel-c-gleich-b-plus-eins

(a) selbst
(b) Da a ungerade und > 3 ist, ist a? ungerade und > 9, also a? — 1 gerade und > 8, also ist b eine natiirliche
Zahl > 2. (Natturlich ist dann auch b+ 1 eine natiirliche Zahl.)
Zu zeigen ist a® + b? = (b+ 1)2. Wir berechnen zuerst die linke Seite
2 _ 1 2
a®+ b’ =d® + < a )
2
2, a* —2a? +1
=a -
4
4a% + a* — 2a% + 1
4
a* +2a% +1
4
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und dann die rechte Seite

Beide Male kommt dasselbe heraus. Also ist (a,b, b+ 1) ein pythagoreisches Tripel.

o Das Tripel ist primitiv, denn ggT(b,b+ 1) = 1 und somit erst recht ggT(a,b,b+ 1) = 1.
e Sei (a,b,c) ein beliebiges pythagoreisches Tripel mit ¢ = b+ 1. Dann gilt

A+t ==0b+1)?=0"+2b+1
Also folgt a® = 2b+ 1, daraus 2b = a® — 1 und somit b = LQ_I

R‘Lﬁsung zu A35 ex-pythagoreische-tripel

(a) Offensichtlich sind a = m? —n?, b = 2mn und ¢ = m?+n? unter der Annahme, dass m > n > 0 natiirliche
Zahlen sind, positive natiirliche Zahlen.

Zu zeigen bleibt also a? + b? = 2. Wir berechen beide Seiten dieser Gleichung: Linke Seite:
a® + b = (m? —n?? 4+ (2mn)? = m* — 2m2n? + n* + 4m?n? = m? 4 2m3*n? 4 n?
Rechte Seite:
2 = (m2 +n%)? = m + 2m?n? + n’
Beide Seiten stimmen also tiberein, d.h. (a,b,¢) ist ein pythagoreisches Tripel.

(b) selbst
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